
｛36〕

パソコンによる分子の対称要素の発兄と

点群への分類

矢　野　敬　幸

吉　村　康　子

1序論

1．1　はじめに

　バソコン上で行う分子のモデリングソフト「GENE3」を開発し，最近は

それを基に各種の物理化学計算を実行するプログラム開発を進めている．双

極子モーメントとマイクロ波吸収に関するプログラムrDIPOLE」と

rMICRO」については既に報告1〕している．今回は分子がもっている各種の

対称性を自動的に見つけ出し，分子が属する点群をそれらの対称性の組合せ

から判定するプログラムrSYMM」を開発したので報告する．分子構造の空

間的イメージや対称性を理解する上で役立つものと信じる．

1．2分子の対称性と点群2｝

　分子はミクロにみると非常に秩序だった構造をもっている．その結果，数

種類の対称要素をもつこととなる．回転対称（C日），面対称（σ），2回回転対

称（G），反転中心に関する反転対称（ゴ），そして回映対称（s蜆）である．厳

密にいうと対称要索と対称操作は区別しなくてはならないが，1対1で対応

しているため同一の記号で表すことが多い．括弧内に示した記号がそれであ

る．論理的一貫性のため何もしないという対称操作をEで表す．

　回転対称C、は回転軸回りに，2π／〃ラジアンだけ分子を回転させたときに

元の分子とすっかり重なって全く区別がつかないことである．ただし〃は

整数であり，その回転軸は勿次の回転軸と言われる．例えば，正三角形の各
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バソコンによる分子の対称要索の発見と点群への分類 （37）

頂点に同一の原子があり，環状に結合しているとすれぱ，この分子はGの

対称をもつ．2回回転対称Gは，分子をその軸回りに180度回転したとき

に元の分子にすっかり重なるような対称性のことで，その軸はC祀軸に直交

し〃本存在する．この例では正三角形の頂点を通って対辺を二等分する軸

がそうであり，3本存在する．面対称はC蜆が存在する場合には，二つに分け

られる．一つは回転軸に垂直な対称平面のとき，これをホリゾンタノレ平面と

呼ぴ，σ克で表す．二れに対して回転軸を含む対称平面バーティカノレ平面とい

い，σリ（のが偶数個存在するときは互いに直交する平面をσ。とし，これらの

平面のなす角を二等分する平面をσ。で表す）で表され，〃個存在する．回映

対称s日は直観的には把握しにくいが次のような内容である．まずある軸の

回りに2π／〃ラジアン回転し，しかる後に軸に垂直な平面で反射したときに

以前の状態とすっかり重なることをいう．この軸のことを回映軸という．分

子はその構造に応じて，上に述べた対称性の幾つかをもつ．例えぱ正三角形

分子の例だと，｛G｝，｛G｝，σ。，｛σ。｝，｛∫。｝，およびEをもつ．中括弧｛｝の

意味は同性質の複数の要素があることを示している．例えぱ2π／3ラジアン

（120度）回転Gのほかに，240度回転G2も存在する．

　大変面白いことには，各々の分子がもつ対称操作の集合は数学で定義され

た群の要件を満たすということである．その定義を簡単に紹介すると，ある

集合があって，集合内の要素間の演算規則が与えられているとき，①任意の

二つの要素を演算して得られる要素が，同じ集合に含まれること．②恒等元

（E）と呼ぱれる特別の要素が存在し，如何なる要素もこの特別の要素と演算

する限りは元のままである．③任意の要素に対して，演算結果が恒等元とな

るような要素（逆元）が存在すること．④演算規則には結合法則が成立する

こと．以上4つの性質を満たすような集合は群と呼ぱれる．分子の対称操作

の作る群のことは点群と呼ぱれている．

　対称操作には積演算が自然に定義できる．λ＊Bの意味は，操作8を施

した後に操作λを施すことである．例えぱG＊Gは，120度回転した後さ

らに120度回転することである．これは結局240度回転操作（G2）に等し
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い．GとG2の積はG3＝Eに等しい．

2分子の対称性を発見するアルゴリズム

2．1回転対称軸をどうやって見いだすか？

　対称平面を区別するのに回転対称軸を基軸として用いることから分かるよ

うに，回転対称軸を見いだすことが，分子のもつ全ての対称要素を見いだす

上で鍵となる．また後で述べたように分子が属する点群の種類を決めていく

上でも，回転対称軸の存否が非常に重要である．

　分子の重心を原点とするある特定の直交座標系を選ぶと，分子の回転運動

エネルギーを各々の軸回りの回転エネノレギーの和として単純に表現できる．

そしてこの座標軸のことを慣性主軸と呼ぷ．しかし一般の座標系では交差項

が現れるのでこうはならない．対称性の高い対称コマ分子では，主軸の一個

は特定の軸であるが，これに直交する2軸は自由に定められる．付録に証明

を与えるが，回転対称軸が存在するとすれぱ，この特定の軸である．従って

二の軸を見つける手続きは分子の回転運動を取り扱うrMICRO」で憤性主

軸を決定し，それらの軸に付随する憤性モーメント値の相互比較から対称コ

マかそうでないかを決めた手続きそのものとなる．対称コマにおける特定の

軸は，その軸回りの慣性モーメント値が他の2個の軸回りの互いに等しい憤

性モーメントと異なることから直ちに定まる．

2．2回転対称軸の次数πの決定

　対象分子が対称コマで特定の慣性主軸が得られたとする．対称性が良くな

いにもかかわらず偶然的に対称コマになることがありえる（擬対称コマ）の

で，対称コマでその特別の慣性主軸が見つかったとしても，この軸は回転対

称軸としての必要条件を満たしているに過ぎない．したがってこの軸が実際

に次数閉の回転対称軸であることを示す必要がある．しかしこれを実行す

るのに勿の値をいちいち取り替えながら軸回りの回転操作を行って確かめ

るというのは非効率な方法である．しかも勿の上限としては全原子数まで
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バソコンによる分子の対称要素の発見と点群への分類 （39）

とって確かめないと次数〃が確定しないというのは大きな欠点と考えられ

る．ここでは無駄な計算を取り除くために次のような方法を考察した．

　座標軸を慣性主軸に合わせる．その際，慣性主軸の特定の軸を新しい座標

系のZ軸とする．その上で分子内原子をZ軸上原子と非Z軸上原子に分

ける．問題は非Z軸上原子である．次のような基準でこれらをクラスに分

類する．①同一のZ座標値をもつ．②同一の原子種である．③Z軸からそ

の原子までの距離が等しいこと．これらの基準を満たす原子をとりあえず一

つのクラスにまとめる．この部分はサブノレーチン＊classify1が担当する．

次にクラスのさらなる細分が可能かどうかをチェックする（＊classify2）．

クラス内においてそのメンバー数を閉とするなら，Z軸からどれかの原子

までをベクトノレとみなしてそれを2π伽ずつ回転していく．回転後のベクト

ノレがすべてどれかの原子までのベクトノレと一致するなら，これは閉次のク

ラスである．そうでないときは順次閉から1づつ差し引いて同様の処理を

する．この処理を行うにあたって，＊classify1で生成されたクラス列を頭

から順に処理し，そのクラス内から次数が確定した細分クラスが見つかり次

第，これを現に処理していたクラスと置き換える．もし細分クラスに該当し

ない原子が残っている場合は，これを処理すべきクラス列の最後に付け加え

る．したがって，この＊classify2で処理を終えたクラス列は，全てそれぞ

れクラスのメンバー数に等しい次数をもった回転対称性をもつこととなる．

上に述べた手続きにより，クラスの集合が得られる．その際クラスのメンバ

ー数はそのクラスの回転対称の次数を与えることになる．したがって分子全

体の回転対称の次数は，クラスのメンバー数の集合の最大公約数に等しい．

サブノレーチン＊nComtが，その役割を果たす．

　ここでクラス処理に関係した主な変数等について説明をしておく．

C1aSSn（ゴ）；ゴ番目のクラスのメンバー数

C1aSmate（ケ，ノ）；ゴ番目のクラス内部でのノ番目のメンバーの原子の背番号

zdass（ゴ）；タ番目のクラスがもつ処理されたZ座標値

dstc1ass（ゴ）；ゴ番目のクラスがもつ処理されたZ軸からの距離
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（40）　　　　一橋論叢　第110巻　第3号　平成5年（1993年）9月号

㎜in；クラスのメンバー数の集合の最大公約数，すなわち分子の回転対称

の次数

2．3軸捜し（＊C2CHECK）

　この軸は既に述べたように，C蜆軸に直交する．したがって存在するとす

ればC日軸に直交しかつ重心（原点）を含む平面上にあることは明らかであ

る．この場合も考察対象は分けて取り扱うのが効果的である．z軸上の原

子のグノレープについては，同一の原子種はZ値に関して，大きさは等しくて

反対符号をもつ対をつくることがGをもつための必要十分条件となる．こ

の検査でひっかかれぱGはないので，そのことを示すフラグ，NC2を1に

してこの検査全体を終了する．この検査を通過した場合は非軸上原子の検査

に進む．

　非軸上原子は既にクヲス分けがなされている．そこでこのクラス列を代表

Z値とクラスメンバー数と代表距離値およぴ原子種によって並べ替え（ソー

ト）を行う．ソートするときの優先順位は上に述べた順とする．ソートする

ときの具体的ルーノレは次の通りとする．Z値については常に昇順に，メンバ

ー数についてはZ値が負のとき降順，正のとき昇順，距離についてはZ値

が負のときは陶1廣に，正のときは昇順とする．原子種については原子量デー

タを既に内蔵しているので，Z値が負のときに降順，正のとき昇順とする．

こうして得られたクラス列は次のような性質をもつことになる．すなわちク

ラス列の右端と左端から順に取り出してくると，それらはもしG軸が存在

するとすれば必ず対応するクラス対とならなければならない．G軸が存在

しないのに無駄な検査をするのは非効率的であるので，以下の簡単なチェヅ

クを行う．クラス列がその中心に関して，確かに対応する対であるかどうか

を調べる．対応しないときはGは存在しないので，Gが無いことを知らせ

るフラグNC2を1にして検査を終了する．

　この検査も通過したときは，最終的なチェヅクを実施する．対応するクラ

ス対のそれぞれのメンバー数を〃とする．これらの正〃角形の間を任意の
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バソコンによる分子の対称要素の発見と点群への分類 （41）

頂点間で結んでその中点をとり，この点と原点とを通る軸をつくると，この

軸は多角形対のG軸となる．この軸を2π／〃ずつ回転してできる軸もまた

G軸である．別のクラス対があるときは，もし共通のC・軸があるとするな

ら，これらの軸の間でどれかが一致する必要がある．もし3個目の対がある

ときは，その対から生ずる軸のいづれかが，1個目と2個目の共通の軸に一

致しなくてはならない．このような検査過程でどこかで〃oがでたら，分子

全体のG軸はないことになる．一方，クラス列の最後まで共通の軸が確認

されたときは，G軸は存在することになる．そのときはフラグ，C2を1に

し，その軸を記憶しておく．

2．4対称平面

ホリゾンタノレ平面σ片（＊SIGMAH）

　分子がCπ軸をもち，かつ平面分子であるなら，その平面がσ。であること

は自明である．平面分子かどうかの判定結果は，3個の慣性モーメントの値

の間の関係3）から既に得られているので，それを利用する．

　非平面分子の時は，全原子について同一のX，γ座標値をもつ原子が，Z

座標値については反対符号をもつことを確認する．

バーティカノレ平面σ。（＊SIGMAD）

　G軸の場合と同様に，η次の回転対称軸があるときは，存在するとすれば

この平面は〃個ある．その平面のどれか1個が分かれぱ，その平面を2π／〃

ずつZ軸回りに回転することですべての平面が得られる．この平面の検査

も，G軸の検査ほどでもないが，けっこう厄介である．z軸上の原子は問題

にならないから，ひたすらクラス集合について考察する．

　個々のクラスをなす正多角形を，対称平面が真二つに分離するのであるか

ら，切り分け方は自ずと制限されている．奇数の頂点をもつ正多角形では，

切断線は必ずその中心と頂点を通過する．偶数の頂点をもつ正多角形の場合

は，それだけでなく辺の中点を通る切断線も可能である．しかしプログラム
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をシンプノレにするため，その正多角形の全ての切断線を求める手続きは次の

ようにした．正閉角形を考えているとしたら閉の偶奇にかかわらず中心か

らどれか一つの頂点までの切断線ベクトノレを定める．残りの切断線は，この

ベクトルを2π伽づつ回転して求める．

　検査の要点は，対称平面があるとしたら，全てのクラスに共通する切断線

ベクトノレが存在するということである．基準とする切断線ベクトルは，でき

ればクラスメンバーの最大公約数と奪しいメンバー数をもつクラスからとる．

そして残りのクラスにつき，この基準ベクトノレと一致するような切断線ベク

トノレがあるかないかをチェックする．全てのクラスにつき一致するようなら，

対称平面が存在すると判定できる．そうでないときは存在しない．もし最大

公約数に等しいクラスが無い場合は，たとえば刎＝6と吻＝9の2個のクラ

ス集合のときは，最少のメンバーをもつクラスから基準ベクトルを選ぴだす．

この例では刎＝6のクラスである．基準ベクトノレの候補は6個あるが，正し

い基準ベクトルは隣接した切断線ベクトノレのいずれかである．したがってた

またま選んだ基準ベクトルが閉＝9の切断線ベクトノレと一致すれば，対称平

面が存在するが，そうでないときは，基準ベクトノレを隣接したベクトノレに変

更してもう一度同じ手続きを繰り返す必要がある．

2．5　その他の対称要素

反転対称（＊INVERS）

　この対称性があるかどうかの検査は比較的簡単である．全ての原子にわた

って座標値を反対符号に入れ換えたときに，対応する原子が存在すれぱ反転

対称がある．

回映対称（＊INPROP）

　σ片とC蜆が存在するときは，∫戸σ。C、であるから，この対称性があるこ

とは自明である．C祀があるとき，S、が存在する可能性2〕があるので，非軸

上原子全体についてZ値の符号が互いに反対の原子同士が回転によって重
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バソコンによる分子の対称要素の発見と点群への分類 （43〕

なる（軸から原子までのベクトルが）かどうかを判定する．このとき，回転

角は2π／（2〃）の系列を調べ，もしS対称性がないときは，ただちに2πノ〃の

系列を調べるようにしてある．

2．6数値間の同一性の判定

　このプログラムではいたるところで，座標値や距離あるいは角度を比較し

て，一致するかどうかの判定が行われる．これらの数値は，もとをただせぱ

「GENE3」で作成してデータベース化された原子の空間座標値から何等か

の演算を経て導きだされたものである．そのため理論的には等しいと考えら

れる数値間に計算誤差による差異が生じている．したがって両者が等しいと

判定するには一定の許容範囲を設定しなくてはならない．しかしこの範囲を

余りに緩くすると，本来ゆがんだ分子に対して，それがある対称性をもつと

いうような誤った判定することにもなる．以下にrSYMM」で採用した判定

基準を示す．

　Z座標値：分子モデノレはオングストローム単位で作られている．まず全

てのZ座標値は小数点以下第三位で四捨五入し，100倍して整数化する．こ

の値をr処理されたZ座標値」と呼ぶ．さらにクラスに分類していく過程

で，クラスの最初のメンバーの処理されたZ座標値（これをクラスの代表値

とする）と比較して，90％～110％以内の値はすべてこの値と等しいと判定

し，以後の取扱では代表値を用いる．

　Z軸からの距離1距離を計算してこれを30倍し，四捨五入する．これを

r処理された距離」と呼ぷ．基準値と比較して，95％～105％以内で一致すれ

ぱ同一の距離を有すると判定する．同じクラスのメンバーの距離は，基準と

して選んだ原子の処理された距離で代表させる．

　角度：Z軸から原子に向かうXY平面上のベクトルが基準とするベクト

ノレと角度θをなすという判定は次のようにした．ベクトノレ問の内積をとり

これをそれぞれのベクトルの大きさでわってベクトノレのなす角の余弦を求め

る．この値とcosθを比較してその差がO．02以下なら角度θに等しいと判
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定する．この許容範囲は角度に直せぱ，近似的に次式で表される．

　　　　　　　　　　△θ＝o．02（180ノπ）／sin（πθノ180）

すなわち許容範囲は角度に依存し，θ≦10だと実用的ではないが，1O≦θ≦

90では，6度から工度の範囲になる．回転対称性（勿≧3）を調べる上では，

荒っぽく言って〃個の内の95％についてはほぼ妥当な範囲で検査している

ことになる（20／360＊1OO＝5％）．

3分子の群論的な分類と対称要素のディスプレー

3．1点群への分類

　図1に，分類手続き2〕を示す．これから分かるように，C。軸が分類におい

てバヅクボーンをなしていることが分かる．

　〃〈3であるような次数〃をもつ低対称性分子の処理は，別個に行う．対

称コマでも特に対称性が高い球対称コマに属する場合は，今回の報告では扱

っていない．

　rGENE3」で作成してデータベース化した分子モデル約50個につき，本

プログラムrSYMM」で点群への分類を試みたが，すべて正しい答えが得ら

れている．表1にはその中から代表的な例を選んで示した．

3．2対称要素の図示

　簡単な分子では対称要素を頭の中でイメージすることもできるが，ちょっ

と複雑な分子になるとなかなか困難である一本プログラムでは，分子モデノレ

そのものを透視法4〕を採用することで，3D的に表現している．したがって，

対称要素をこの図に加えるのは，比較的簡単である．図2はフェロセン分子

のσ。を示したものである．縦糸と横糸とで平面を表現している．バソコン

の画面上では，カラー表現を利用することで，より分かりやすくなっている．

対称要素がファンクションキーにセヅトされているのでユーザーは見てみた

い要素を指定するだけでよい．

　分子の配向や倍率も自由に変更できる．それに応じて対称要素も変化する
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パソコンによる分子の対称要素の発見と点群への分類 ｛45〕

分子構造データ

（G　E　N　E3で作成）

①慣性主軸と慣姓モーメントの言11算

②球型分子

嚢

（今回は細分類していない）

③直線分子
縦驚1鯛肇揃登醐童姜

①n回回転中曲のnを求める

n＝…

⑤対称性の低い分子の細分類

雛s幽馳職竃敏徽鰍鱗逮魏艶醜曲糧

「…

⑥平面分子と非平而分二rに分別する

⑥非平面分子 ⑦平面分子

⑨C2軸・有 ⑩C2軸・無 n≧3 n±2

σh・有 σh・無

舳r■
σd・有

めnd1

σh・有

σd・無

航

σh・無

㎞∵■
σd・有

1鮎切

σd・無

・Dnh・

回映軸・育

1§2ホ

回映軸・無

　1鈷

原点対称・何原点対称・無

rLr　c脈
C2車曲・有

‘D肌1

C2軸・無

　；C2威

図1　橘造データに基づく分子の群論的分類
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バソコンによる分子の対称要素の発見と点群への分類 ｛47）

Y

X

困囲胴醐困 醐匪■晒囲固■亜■困囲胴醐困

　分子名：Ferroo艘ne
慣性モーメント＝787．“7　7日7．452　371－72

　　　　　　　〔in　the　1」nit　of　■ユO．｛一40，　冨r．c回・2〕

　　　　　　　Sy皿皿巴trio　Top　Hoユ畠ou1e

　　　　　　　Pro1旦te

　グルーフ．名　　　D，5d

　　図2　SYMMによる分子の対称要素図示例

ようにしてあるので，ユーザーは観察したい対称要素が最も見やすい配置を

自由に選ぶことができる．

3．3各種アクセサ1」一機能

　対称要素の摘出と，要素の組合せによる点群への分類を終了した段階で以

下のような補助的な機能が利用できる．これらの機能はすべてファンクシ目

ンキーにセットされている．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　389



（48）　　　　一橋論叢　第110巻　第3号　平成5年（1993年）9月号

①慣性主軸の表示：3つの慣性主軸の表示

②拡犬・縮小

③分子の姿勢変更：画面上のX，γ，Z軸のいずれかを軸に分子を指定した

　　　　　　　　　角度だけ回転する．

④主軸回りの回転1慣性主軸回りの動的回転運動

⑤チェヅク：結合長，結合角，分子の点群名，対称要素の画面上での一覧

⑥対称要素の図示1対称平面や回転対称軸の図示

⑦画面コビー

⑧ヘノレプ1チェック機能の補助説明およぴ点群への分類手続きと，対称要素

　　　　　の解説

4　むすび

　原子の座標位置のみからなる分子データを用いて，コンピュータがどの程

度まで分子の対称性を認識できるのかというのが，このプログラムの研究・

開発の動機であった．本文で述べた通りその結果は比較的満足できるもので

あった．今回は対称操作を施したときに，もとの分子に重なるかどうかとい

うような判定には，一定の許容範囲を設けて，数値間の一致を調べるという

方法で行った．しかしどうも洗練されていないような気がしてならない．ま

た対称要素を分子モデノレと一緒に画面表示しているが，表現方法がまだ不十

分な感がある．今後はその様な点について，さらに研究を進めたいと思って

いる．

　最後に今回の研究開発にあたって，尾崎成子助手の多大なご協力を頂いた

ことを，ここに深く感謝する．

付録　回転対称軸　C日（〃＞3）をもつ分子は，対称コマ分子である（証明）

一般に直交座標系では，憤性モーメントのテンソノレMは次式で表される5〕．
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バソ］ンによる分子の対称要素の発見と点群への分類

・一［｝

（49）

（1）

ただし

　　　　　　　　　　　　λ＝Σ閉、（μ，2＋2，2）

　　　　　　　　　　　　B＝Σ〃，（”ゴ2＋2‘2）

　　　　　　　　　　　　C＝Σ刎，（”！十μ。2）

　　　　　　　　　　　　D＝一Σ刎〃，・2，

　　　　　　　　　　　　E＝一Σ舳”I・2，

　　　　　　　　　　　　F＝一Σ刎，”、・2，

証明すべきことは，「回転対称軸をZ軸に選んだときは，1トE＝F＝Oとな

り，かつλ＝Bとなる」ことである．

　対象とする分子がC蜆軸をもつことから，一般にこの分子はZ軸上に存在

する原子のグループおよびZ軸に垂直な平面上にある正η角形の集合から

なることは明かである．z軸上の原子グノレープは慣性モーメントや慣性乗

積にいっさいの寄与が無いので，考察から除くことができる．よって証明の

手順は①正〃角形についてD＝E＝F＝Oを示す．次に②λ＝Bを示せば

よい．

　①について

　正〃角形の頂点に右回りに1番から番号をふる．2番目以降の頂点は正〃

角形の中心まわりに頂点1を回転させたものである．ゴ番目の頂点の座標は，

［ll1一［j1氾㍑l1二㍑1［二1

　　　　　　　　　　　　ただし，α＝2π／〃

よって，

　　　　　　　”ψ、1｛sin（ゴー1）α・cos（4－1）α｝（ひ12一乃2）

　　　　　　　　　　十｛cos2（ゴー1）α一sin2（ゴー1）α｝η41

二倍角の公式を利用して，

（2）

（3）
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工50）　　　　一橋論叢　第110巻　第3号　平成5年（1993年）9月号

　　　　　　　　　π　　　　　　　　　　　　　　　　　蜆一1
　　　　　　　　　Σ”，眺＝｛（μ12一”12）／2｝Σsin2后α
　　　　　　　　　I＝1　　　　　　　　　　　　　　　　｛；1

　　　　　　　　　　　　　・舳／・・暑・…肋／　　（・）

　　　　　　　　　　　　ただし，冶＝ゴー1

総和の中に現れる角度は，2α，4α，……，2（〃一1）αとなる．この角度列で，右

側と左側から一項づつとって和を求めると，2勿α＝4πとなる．すなわち，二

の角度列は，閉の偶奇にかかわらず2πを中心として対称的に分布している．

sin関数は2πを中心とした奇関数であるから，sinの項の和はOになる．

　余弦の級数項は，公式6〕より，

　　　　　　　皿一1　　　　　　　Σcos2肋＝cos〃αsin（〃一1）α／sinα＝一1　　　　（5）
　　　　　　　＾＝1
よ一て，／・・婁：・…1α／一・が・示される・したが一て

　　　　　　　　　　　　F＝Σ■炊＝O
　　　　　　　　　　　　　　　‘＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蜆　　　　　　　　　司
1〕やFについては，2。がコンスタントであるから，Σ山＝O，Σψ＝Oを示
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’＝1　　　　　　－1
せぱ十分である．
　＾　　　　　　　蜆　　　　　　　　　　　　　　　蘂

　Σ”F乃Σcos（ゴー1）α十μ1Σsin（｛一1）αについては式5に用いたと同様
　’＝1　　　　　　I＝1　　　　　　　　　　　　　　　‘＝1

　　　　　　蜆の公式より，Σcos（ゴー1）α＝Oとなる，正弦級数項についてもゴ＝1のときは
　　　　　｛！1
0で，それ以外の級数和はsin関数がπに関して奇関数であるため0となる
　　　11　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蜆

ので，Σsin（ゴー1）α＝Oである．同様の理由から，Σ眺≡0となる．
　　　一＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－1

　②について
　　　蜆　　　　　　　　　　　　　　　　　＾
　A＝Σ（〆十2’2），B＝Σ（”、2＋z．2）であるから，λ＝Bを証明するには，
　　　’＝1　　　　　　　　　　　　i＝1

Σ”、』Σμ！を示せぱよい．

　　　　　　缶、・一圭1。。。（1－1）α・π、十。i。（1－1）α・シ11・

　　　　　　ト1　　　　　‘＝1

　　　　　　　　　　　π一1　　　　　　　　　　　π一1　　　　　　　　　　　　祀一1
　　　　　　　　　＝π。2Σcos2冶α十μ。2Σsin2后α十”、μ1Σsin2冶α
　　　　　　　　　　　占＝0　　　　　　　　　　　　　＾＝O　　　　　　　　　　　　　　｛＝皿

同様に

蜆　　　　　　　　蜆一1　　　　　　　　　蜆一1　　　　　　　　　　　H－1　　　　　　H－1

Σμ。2＝”12Σsin2伽十μ。2Σcos2肋一みμ。Σsin2冶αΣsin2肋＝Oである．
’＝＝1　　　　　　　　　ム！0　　　　　　　　　　　　　＾＝0　　　　　　　　　　　　　　　一＝0　　　　　　　　｛！0
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　　　　　　　パソコンによる分子の対称要素の発見と点群への分類　　　　　　151）

また二倍角の公式を利用することで，

　　　　　　　　　　　　月一1　　　　　　　　蜆一1
　　　　　　　　　　　　ΣSin2肋＝ΣCOS2加
　　　　　　　　　　　　＾＝0　　　　　　　　　｛＝O

が示される．
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　　Wiley－Interscience（ユ990）

　3）P・J・Wheatley（黒谷寿雄，斉藤喜彦，中津和三　訳）分子構造はいかに

　　　して決められるか（第2版）東京化学同人　（197ユ）

　4）矢野敬幸　一橋論叢　96（6），726（1986）

　5）J・C・Slater・N・H・Frank（井上健　訳）理論物理学入門　岩波書店

　　（1963）

　6）森口繁一・宇田川鐘久，一松信数学公式II岩波全書　（1972）
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