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弱∬空間に属するNavier－Stokes外部問題

　　の定常解の存在，一意性および安定性

山　崎　昌　男

　小文は，名古屋大学の小薗英雄氏との共同研究［15コ，［16］および［17コ

に基いた，弱1二π空問に属するNavier－Stokes外部問題の解についての解説

で，［24コを元にしたものである．

1定常問題

　Ωは”の外部領域，即ちコンパクトな補集合児へΩを持つ領域で，η≧3

であり，境界∂ΩはC蜆であるものとする．このときΩ内の非圧縮性流体の

時問に依存しない運動は，以下の定常Navier－Stokes方程式で記述される．

一△ω十ω・▽ω十▽π＝d1v　F　m”∈Ω，

　　　　　　dIvω＝O　　　　m工∈Ω，

　　　　　　　ω＝O　　on∂Ω，

　　　　　　ω（”）→O　　　　　as　l　z　l一うoo

（1）

ここでω＝ω（工）＝（ω1（”），…，ω蜆（”））およびπ＝π（エ）はそれぞれ未知量であ

る，点”∈Ωにおける速度および圧カを表し，戸＝F（π）＝（可（エ））、j，1一．．．．蜆は

・M一（採…・湯

が外力を表す，与えられたテンソルである．

　上の問題の長い研究におい七，二つの主要な解のクラスが主に取り上げら

れてきた．一つは弱解，もう一つはphysically　reasonable　so1ution（以下

ではPR解と呼ぶ）である．

　弱解はLeray［18］によって導入されたもので，Dirichlet積分
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（38）　　　一橋論叢　第120巻　第3号　平成10年（1998年）9月号

工1・ω（π）12伽

が有限となる（1）のdistributionの意味の解ω（π）である．任意のF（”）∈

が（Ω）に対し，（1）の弱解ω（π）で，エネルギー不等式

　　　　　　　　　　　　11▽ωlll≦一（瓦▽ω）　　　　　　（2）

をみたすものがあることは，以前から知られている．線型偏徴分方程式およ

び非定常Navier・Stokes方程式の場合と違って，弱解は必ずしも古典解以

外の解を意味しない．例えば伽＝3で，F（エ）はΩ上で滑らかであると仮定

し，ω（”）が（1）の弱解であるとする．するとSobolevの埋蔵定理より

ω（π）∈L6（Ω）が示され，これよ・り（ω（π）・▽）ω（π）∈がノ2（Ω）が従う．すると，

等式divω（エ）＝Oよりω（”）∈瑚ノ2（Ω）⊂カ㌢2（Ω）を得る．これより通常の

bootstrap　argumentを用いてω（π）がΩ上滑らかであることがわかる．こ

のクラスが弱解と呼ぱれる理由は，このクラスにおける一意性が知られてい

ないからである．さらに，1π1→。。としたとき必ずしも滅衰しない解をも考

えると，一意性は一般には成り立たない．そこで，その中に属する解につい

ては一意性が成り立つような解のクラ．スを見つけることが重要になる．

　PR解は，条件

　　　　　　　　　　　　　　　　　1π12
　　　　　　　葦卯■1ω（工）■十獅。。■”■■▽ω（工）I⑭

をみたす解である．PR解の概念は，よく知られているFimの一連の論文

で導入された．与えられたテンソルF（π）が十分小さく，かつ1”1→。。とし

たとき十分早く滅衰するという仮定の下で，PR解の一意存在が示されてい

る．（例えぱ藤囲［4，Theorem3．2コおよびFinn［3，Theorem4．2コを見

よ）

　3次元外部領域において，Galdi－Simader［9］は，sup。、Ω1π121F（”）1が

十分小さいという仮定の下で，条件

　　　　　　　　　sup1到1ω（z）1＜oo，　▽ω∈∬（Ω）

　　　　　　　　　工∈Ω

をすべてのγ〉3／2に対してみたす（1）の解ω（π）を構成した．後にNovot・
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弱〃空問に属するNavier－Stokes外部問題の定常解 （39）

ny・Padula［21］およびBorchers一宮川［1］は，Fim［3］の与えた▽ω（π）

に対する滅衰の評佃を改良し，sup工、Ω1エ1此十11F（”）1＋sup工、Ω1エ1止十21▽F（エ）1

が十分小さいという仮定の下で条件

　　　　　　　　・・plπ1㍉ω（π）1＋・・Plz1此十’1▽ω（”）1＜。。

　　　　　　　　工∈Ω　　　　　　　　　　　　　工∈Ω

をみたす（1）の解ω（”）を構成した．ここで尾は不等式1≦尾≦η一2をみた

す整数である．言い替えると，彼らは流体カ学に現れるポテンシャル論を用

いてPR解の減衰の速さを詳細に評価し，F（π）の減衰の速さに応じた解の

減衰に対する最良の評価を与えたのである．　　　　　　　　　　　　一

　彼らの結果は，典型的な（1）の解ω（エ）の1エ1→。。としたときの減衰の

速さは高々（1）の線型化方程式の基本解亙（π）の滅衰の速さと同程度であ

Iることを示している．1エ1→ooのとき▽E（π）＝0（1エll一蜆）aslエ1→o。である

から，条件▽ω∈∬パ蜆■1）（Ω）をみたす解ω（”）を見つけるのはきわめて困難

であることがわかる．

　一方，藤田一加藤［5コ以来非定常問題において多くの成果を収めている，

函数解析的な手法がある．この手法においては，Stokes方程式

ー△ω十▽π＝dlv　F　mπ∈Ω，

　　dlvω＝O　　　　m”∈Ω，

　　　　ω＝O　　　　on∂Ω，

　　τ〃（コ＝）→O　　　　aslπ1一｝oo

（3）

に対する∬一理論が重要な役割を果たす．そこで，非定常問題の研究に倣い，

この手法で得られる解を強解と呼ぶことにする．条件▽ω∈∬（Ω）をみたす

（1）の強解ω（”）を見つけることは，非線型項ω・▽ωの形により，7＝η／2

の場合のみ可能である、Caffare1li－Kohn－Nirenberg［2］は，Ω＝”のとき

（ω（エ），π（π））が（1）の解ならぱ，任意のλ〉0に対してωλ（■）＝λω（λエ）お

よぴπλ（エ）＝λ2π（λエ）とおくと，（ω＾（”），πλ（π））も（1）の解になることに注

目した．’ノルムll▽ωll∬が上のスケ㍉レ変換で不変になるのはτ＝〃／2の場

合に隈る．従ってノルムll▽ωll∬が小さいという条件が意味を持つのは

7＝〃／2の場合に限る．
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（40）　　　一橋論叢　第120巻　第3号　平成10年（1998年）9月号

　η≧4の時，小薗一Sohr［11］は五”2（Ω）に属し，かつ十分小さいF（■）に

対し，上の条件をみたす強解を構成した．しかし，最も物理的な意味のある

η二3の場合は，小薗一Sohr［13コおよびBorchers一宮川［1］は，条件▽ω∈

五3／2（Ω）をみたす（1）の解ω（エ）が存在するのは，境界∂Ωが流体から受け

るカの合力がOに等しい場合，即ち等式

工（τ（・・カ）・・）・…一・
（4）

が成立する場合に限ることを示した、ここで〃は∂Ωの単位法線ベクトルを

表し，

・（・・力）一／簑・箒叫ト、、、

である．小薗一Sohr一山崎［14コは仮定▽ω（”）∈五ヨ／2（Ω）をより一般的な仮定

ω（エ）∈ム3（Ω）に置き換え，（4）が成立する場合のより精密なω（π）の滅衰の

評価を得た．・

　言い替えると，η＝3の場合，典型的な強解は空間が（Ω）には属さない．

このことはさきに述べたNovotny－Padula［21］およびBorchers一宮川［1］

のPR解に関する結果についての注意に対応している．

　η＝3の場合に隈り上のような現象が起こる理由は以下の通りである．方

程式（3）はη／（η一1）＜7＜刎の時に限り，任意のFεL『（Ω）に対し

▽ω∈∬（Ω）をみたす解ω（エ）をただ一つ持つ．このことは，方程式（3）で

F＝Oとおいたものが自明でない非有界な解（ω（”），π（”））で，任意の7≧η

に対して▽ω∈∬となるものを持つことに由来する．このことは，7≧κρ場

合Stokes作用素が▽ω∈∬をみたすω（π）のクラスで単射でないことを意味

ナる．同様の考察をStokes作用素の形式的双対作用素に対して行い，閉値

域定理を用いると，Stokes作用素は7＞η／（η一1）の場合に限り全射になる

ことがわかる．最も重要な場合η＝3は，η／2＝η／（〃一1）＝3／2がちょうど

（3）の可解性が成り立たない限界であるために排除されてしまう．即ち，任

意のF（π）∈が／2（Ω）に対し，方程式（3）は必ずしも▽ωξム3／2（Ω）をみたす解
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弱∬空間に属するNavier－Stokes外部問題の定常解 （41）

ω（π）を持たない．従って方程式の線型化の方法は，▽ω∈L3／2（Ω）をみたす

ω（エ）のクラスにおける非線型方程式（1）の可解性の研究の役には立たな

い．

　この困難は強解のクラスを拡張することによっで回避される．またこれに

よってポテンシャル論に基く結果を，より弱い仮定の下で得ることができる．

即ち，以前から行われていた，強解のクラスを〃からより広い空問ム蜆’岡に

置き換える非定常問題の研究からヒントを得て，▽ω∈ム舳（Ω）をみたす解

ω（エ）からなるより一般的なクラスを導入し，η≧3ならば任意のF（”）ε

ム蜆伽（Ω）に対し，方程式（3）は▽ω∈L蜆伽（Ω）をみたす解ω（エ）∈∬I的（Ω）

をただ一つ持つことを証明する．ここでム加（Ω）はΩ上のLorentz空問を表

す．この方法が成立する理由は，▽ω∈∬をみたすω（π）のクラスよりやや

狭い▽ω∈∬’1をみたすω（”）のクラス上ではStokes作用素が単射であるこ

とである．このことをStokes作用素の形式的双対作用素に適用し，閉値域

定理を用いると，Stokes作用素が▽ω∈∬八蜆一1〕“＝（∬’1）‡をみたすω（”）の

クラスで全射であることがわかる．

　上のようなLorentz空問上での線型化の方法により，任意の十分小さい

F（π）∈五蜆伽（Ω）に対し，方程式（1）は条件▽ω∈五蘂伽（Ω）をみたす解

ω（エ）∈L岬（Ω）をただ一つ持つことを示す．これらの空間のノルムは，前に

述べた解のスケール変換に関して不変である、また，ここで述べた方法が適

用できるポテンシャルF（”）のクラスは，Borchers・Miyakawa［1］およぴ

Novotny－Padula［21コの結果より広く，さらに▽F（π）についての付加的

な条件は全く不要である．またこうして得られた強解は，F（”）が然るべき

条件をみたすならば，それに応じて然るべき滅衰あるいは滑らかさを持つ．

　結果を述ぺるために，いくつかの函数空間を導入する．1＜力＜。。をみた

す力に対し，廊（Ω）はノルムll▽・llρについての空間C8（Ω）の閉包を表す．

ここでll・llρは通常のがノルムである．Ωが外部領域であるから，空間

廊（Ω）は通常のSobolev空間瑚（Ω）より真に大きい．実補問法によって空

間硯。（Ω）を砥”（Ω）…（片お（Ω），刻、（Ω））α。によって定める．ここで1＜力。＜
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（42）　　　一橋論叢 第120巻第3号平成10年（1998年）9月号

ヵ＜力1〈。。，0＜θ＜1は等式1／ヵ＝（1一θ）／ヵo＋θ／Aをみたし，1≦q≦。。であ

る．この空間は同値なノルムを除いてヵoとρ1の選ぴ方に無関係に定まる．

また，1≦q＜ooならば，空問硯q（Ω）はノルムll▽・ll＾、に関する空問

C8（Ω）の閉包に一致する．ここで五舳（Ω）はΩ上のLorentz空問で，その

ノルムをll・l1帥で表す．このとき∬『二∬が成り立つ．等式1／力十1／力’＝1

および1／σ十1／g’＝1が成り立つとき，空間〃o（Ω）とム〆・螂一（Ω）の間のdua1・

ity　pairingを（・，・）で表す．以下ではスカラー値の函数空聞とベクトル値

の函数空間とを同じ記号で表す．

　定常問題の強解に関する我々の結果を次に述べる．

定理

（1）

1

（存在）定数δ＝δ（η）＞Oで，以下の条件をみたすものが存在する．

F∈∬／2一団（Ω）がllFl1蜆／2、。。≦δをみたせば，（1）を以下の意味でみたす

解｛叫π｝∈別／2．固（Ω）X∬伽（Ω）が存在する．

（▽ω，▽ψ）一（ω▽ψ，ω）一（π▽ψ）＝一（F，▽ψ）

　　　　　　　　　　　　　　　　∫bγα〃ψ∈Cr（Ω），　（5）

　　　　　　　　　　　d1v〃＝O　一ηΩ

（2）　（一意性）定数尾＝尾（η）を十分小さくとると，（5）およぴ

　　　　　　　　　　　　　llωl1咀．帥≦；尾　　　I　　　（6）

　　　をみたす組1叫π｝∈玖伽（Ω）×ム呵伽（Ω）はただ一つに隈る．

（3）　（滅衰または滑らかさ）〃’刊／（〃一1）〈γ〈。。，をみたすγに対し，不

　　　等式O〈δ’（η，γ）≦δ（η）をみたす定数δ’（η，7）で，F∈”腋（Ω）∩∬固

　　　（Ω）が条件11Fl1蜆ノ2．。。∞≦δ’（η，7）をみたせば，（1）で与えられる（1）

　　　の解1ω，π｝は以下の性質を持つものがある．

　　　　　▽ω∈∬／2・吋（Ω）∩∬。。（Ω），　π∈∬ノ2μ（Ω）∩五■。てΩ）．　　　（7）
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弱〃空間に属するNavier・Stokes外部問題の定常解 （43）

注意　I

（1）Sobo1evの埋め込み定理と実補問により，包合関係刻／2．。。（Ω）

　　　⊂∬・固（Ω）と不等式11ωl1冊．眈≦Cll▽ωl1蜆〃．固が成り立つことがわかる．

　　　ここでCは椛にのみ依存する定数である．従って，（5）における試

　　　験函数として，ψ∈別八冊一2）I1（Ω）をとることができる．

（2）一意性のためには，ノルムll▽ωl1呵’ム。。が小さい必要はなく，より弱い

　　　ノルムllωll”、団が小さけれぱよい．

（3）滑らかさのためには，ノルムl1川岬が小さい必要はない．このこと

　　　は，さきに述べたノルムll▽ωl1蜆〃．。。のスケール変換における不変性と

　　　密接に関連している．

（4）　〃＝3のときは，Galdi・Simader［9］が（1）の解ω（π）で，条件

　　　sup工、Ω1”llω（π）1〈ooをみたし，さらに▽ω∈∬（Ω）をすべての7＞3／2

　　　についてみたすものを，supエ。Ω1エ121F（z）1が十分小さいという季件

　　　の下で構成した．その後Novotny・Padu1a［21］およびBorchers一宮

　　　川［1］は

　　　　　　　・・pl工1蜆■21ω（工）1＋・・pl工1ゴ■ll▽ω（・）1＜。。

　　　　　　　工EΩ　　　　　　　　　　　　　　工EΩ

をみたす解ω（”）を，sup工、Ω1エr■1lF（エ）1＋sup工、Ω1π1冊1▽F（”）1が十分小さ

いF（π）に対して構成した．上に述べた定理では，▽F（エ）に新たな条件を仮

定する必要はなく，さらにF（エ）の属すべきクラスは，これらの結果より真

に広い．

2弱解の一意性

　前節で考えた解と弱解の一意性との関係を考える．η≦4の場合の”の有

界領域では，F（π）がL2に属し，小さいという条件の下で，空聞別に属す

る弱解は一意的である．これに対応する外部領域の結果は、η＝4の場合に

のみ知られている．外部領域における困難は，閉＝4の場合を除いて，弱解

の∬一ノルムをそのDirichlet積分で評価することができないことに由来す
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る．

　小薗一Sohr［12コは，ω（エ）が弱解でllω1」蜆が十分小さいならぱ，エネル

ギー不等式をみたす弱解はω（π）に隈ることを示した．この結果は非定常解

の一意性に関するSerriポ［22］の定常解版にあたると見なせる．しかし前

節で既に見たように，〃＝3の場合は，このような解ω（”）は例外的である．

一方Galdi［7］はPR解と弱解の一意性との関連を調べ，η＝3でF（π）が

小さく，無限遠で十分早く滅衰するならば，エネルギー不等式（2）をみた

す弱解は一意的でPR解と一致するという結果を得た．次いで［8，Theo・

rems9，2－9．4］ではη≧3の場合に拡張し，さらに解がエネルギー等式

ll▽ωll；＝一（F，▽ω）． （8）

をみたすことを示した．宮川［20コは〃≧3のときに，すべてのPR解は

（8）をみたすこと，およびPR解ω（z）が十分小さけれぱ，（2）をみたすす

べての（1）の定常解はω（π）と一致することを示した．

　ここでは彼らの結果を一般の強解に拡張する．即ち，まずω（π）∈L岬（Ω）

をみたすすべての解がエネルギー等式（8）をみたすことを示し，次にもし

llωl1咀．血が十分小さければ，（2）をみたすすべての（1）の弱解はω（”）と一

致することを示す．我々の判定法によれば，F（π）の属するクラスとしてこ

れまでの結果よりも真に広いものが取れる．我々の判定法を確立するために，

（1）の弱解の定義に現れる試験函数としてこれまでのものより広いクラスに

属するものを考える必要がある．即ち，試験函数として▽ψ∈五2（Ω）をみた

すψ∈ム岬（Ω）が取れることを示す．通常の1二ρ空間と弱〃空間の最大の相

違点の一つは，Cデ（Ω）が弱〃一空問では稿密でないことである．しかし．ソ

レノイダルなベクトル場の弱〃一位相でのある種の稿密性を用いて適切な試

験函数を求めることができる．

　結果を述べるために，いくつかの函数空問を定義し，弱解の定義を与える．

台がΩのコンパクト部分集合であるC。。ペクトル値函数ψ三（ψ1，…，〆）で

divψ＝Oをみたすものからなる空間をC品で表し，この空問のノルムll▽ψ112
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弱〃空問に属するNavier－Stokes外部問題の定常解 （45）

に関する完備化を耽。で表す．Ωは外部領域であるから，珊。は空問C乙

の通常の∬1ノルムllψll〃1＝ll▽ψl12＋llψl12に関する完備化である砲。より真

に広い．次に，（1）の弱解の定義を以下に与える．

定義　1F∈五2（Ω）と仮定する．函数ω（”）∈廊、は，等式

　　　　　　　　　（▽ω，▽ψ）十（ω・▽ω，ψ）＝一（F，▽ψ）　　　　（9）

がすべてのψ∈C品（Ω）に対して成り立つとき，（1）の弱解と呼ばれる．

このとき， エネルギー等式についての我々の結果は以下の通りである、

定理　2F（π）∈五2（Ω）で，ω（π）∈ム岬（Ω）は方程式（1）の弱解であるとす

る．このときω（π）はエネルギー等式（8）をみたす．

さらに，弱解の一意性については以下の結果がある．

定理　3正の定数δ＝δ（η）で，以下をみたすものがある、F（”）∈が（Ω）で，

〃（エ）’とω（エ）はともに（1）の弱解であり，〃（エ）は条件11ωl1冊．。。＜δをみたす

L蜆1眈（Ω）の要素であり，ω（エ）はエネルギー不等式（2）をみたしているとす

る．このときΩ上でω（エ）≡α（エ）が成り立つ．

注意　2

（1）上の定理で，ω∈五祠’岨（Ω）を仮定する必要はない．

（2）定理3における定数δはF（エ），ω（”）および〃（π）のとり方にはよら

　　　ない．詳しく言えば，δはMarcinkiewiczの補間定理，およびSobo－

　　　1eVの埋め込み定理別⊂ム2蜆／（蜆一2〕に現れる定数のみによって定まる．

（3）宮川［20］は，sup工、Ω1πll〃（z）1が小さいという，より強い仮定のも

　　　とで，一意性についての類似の結果を得ている．この条件をみたす函

　　　数は∬’固（Ω）に属する．
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3　安定性

　これまで考えてきた強解の安定性を考える．定常解ω（エ）に初期摂動

α（”）を加えたときの流れ〃（刎）は，以下の非定常Navier－Stokes方程式で

記述される．

∂〃

万■△・十・．▽砂十▽9＝di・ダ　i・・∈qf〉O，

　　　　　　div〃＝O　　　　　　　in■∈Ω，’＞O，

　　　　　　　　〃＝O　　　　　　　on∂Ω，τ〉O，　　　　（1O）

　　　　　　〃（み工）一うO　　　　　　　　　aslπ1→oo，

　　　　　　〃（工，O）＝ω（”）十α（”）　for工∈Ω、

以下では、定常解ω（”）およぴ初期摂動α（π）がともに，共通の空間五蜆1晒（Ω）

に属し，十分小さいならぱ，（10）の時問大域的な強解〃（τ，π）で，積分

　　　　　　工　　　　　　｛　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η　　　　　　　1〃（ム広）一ω（z）rd工　　for　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈7〈oo、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　η一1

　　　　　　∫　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η　　　　　　　1▽〃（∬，f）一▽ω（π）r伽　　for　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＜γ〈〃
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　椛一1

がτ→。。としたとき決まったorderで減衰するようなものがあることを示す．

小薗一小川［1O］は，▽ω（π）が空問”2（Ω）に属し，十分小さいとき，∬（Ω）

に属する小さい初期摂動α（”）に対して類似の結果を得た．しかし，既に第

1節でみたように，η＝3のときは▽ψ∈L3／2（Ω）をみたす（1）の定常解ω（z）

は特別の場合にしか存在しない．

　一方，Borchers一宮川［1コは定常解のクラス

　　　　　　　・・pl∬1lω（工）1＋・・pl”121▽ω（π）1≡C㎜＜。。

　　　　　　　躬∈Ω　　　　　　　　　　　工這Ω

を考え，Cωが小さいときに，∬’晒（Ω）に属する小さい初期摂動α（エ）につい

ての安定性を示した．我々のクラスはこの結果に現れるクラスより真に広く，

特に▽ω（エ）についての付加的な条件を必要としない．また，定常解と初期

摂動を考える共通の空間としてL岬（Ω）が取れる．即ち，存在，一意性，

および安定性が，すべて共通の空問∬・的（Ω）上で統一的に考えられる．
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1　　　弱∬空間に属するNavier－Stokes外部間題の定常解 （47）

　ω（エ）および〃（エ，’）は，それぞれ方程式（I）と（1O）の解であるとする．

このとき函数〃（幻）≡〃（〃）一ω（π）と力（z，広）…σ（エ，τ）一π（”）の組は，方程

式

∂〃

万一△・十ω’▽・十・‘▽ω十ω’▽刎十▽力＝0　i・舳＞O・

　　　　　　　　　　　　　div〃＝O　　　inΩ，な＞O，

　　　　　　　　　　　　　　　ω＝0　　　on∂Ω，τ〉O，　　（11）

　　　　　　　　　　　　　ω（π，工）→O　　　　as　lπ1一÷oo，

　　　　　　　　　　　　〃（乃O）＝o（∬）　forπ∈Ω

をみたす．こうして（10）の時間大域解の存在，一意性および漸近挙動問題

は，（11）のそれに帰着される．（11）を時間大域的に解くためには，

　　　　　　　　　　　五丁≡λ、十β（ω・▽砒十〃・▽ω）．

によって定義される作用素ム、の生成する半群exp（一此、）に対するムρ一Z評

価を得る必要がある．ここでβは（∬（Ω））冊からムニ（Ω）の上への射影作用素

で，λ、＝一β△はStokes作用素を表す．もしω（π）…0ならば，五、＝λ、で

あり，従って我々の間題はNavier－Stokes方程式に対する通常の初期値境

界値問題と一致する．非有界領域におけるStokes半群に対するムρ一∬評価

についてはこれまでに多くの結果がある．L、を，〃一∬評価がそのまま成立

するようなλ、の摂動作用素として扱うために，小薗一小川［10コおよびBor－

chers一宮川［1コでは，それぞれll▽ωl1刀〃1およぴC阯が小さいことを仮定し

た．しかし・非線型項ω・▽㍗十〃・▽ωの構造の特殊性と・等式div〃＝divω

＝Oを用いることにより，▽ω（エ）に対する仮定を取り除くことができる．実

際，ω（■）がム岬（Ω）に属し，小さいという仮定のみの下で，半群

exp（一κ、）に対する”一∬評価を示すことができる．

　そのために，弱解と強解の中間的概念であるmi1d　solutionの概念を導入

する必要がある、より正確に言えぱ，mi1d　so1utionは、微分方程式を書き

直して得られる積分方程式のdistributionの意味での解である．その上で，

α（π）∈ム岬（Ω）が小さいという仮定の下で，クラスBC（（O，。。）；L岬（Ω））に
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属する（11）の時間大域的なmild　so1utionの存在と一意性を示す．そして

Serrin［22］，Sohr－von　Wah1［23］および増田［19］等の与えたものと同

様の一意性の判定条件を用いることによって，我々の与えたmild　so1ution

が強解と一致することが示せる．

　結果を述べるために，また函数空問をいくつか導入する．1〈γ〈。。をみ

たす7に対し，通常の∬ノルムll・ll、に関するC乙の完備化を五；で表す．

このとき，L；＝1〃∈（∬）π；div〃＝0inΩ，〃・〃＝Oon∂Ω1となることが知られ

ている．また，1＜γ＜。。ならば，Helmholtz分解∬＝ム；①σが成り立つ．

ここでσ＝｛▽ヵ∈∬；力∈4㏄（Ω）1である．この直和分解に対応する（ム、）πか

らム；への射影作用素をβで表す．するとムニ上のStokes作用素λ、は・空

問D（λ、）＝所（Ω）∩砧、、を定義域としてλ、＝一β△によって定義される．

ここで砥回、は通常の〃一ノルムllψl14＝llψl1、十11▽ψll、に関するC5。の完備

化である．空間1）（λ、）はll〃llD（月，〕＝ll〃1し十11λμll。をノルムとしてBanach

空閲になる．次に，1＜怜＜7＜71＜ooで0＜θ＜1が条件1／γ＝（1一θ）／巧十θ／η

をみたし，1≦σ≦。。に対し，実補間を用いて空問L㌘を〃≡（鳩卯伽に

よって定める．このときBorchers一宮川［1］により，

　　　　　　五㌘＝｛ω∈L“；div〃＝0inΩ，〃・〃：0on∂Ω｝

となり，Stokes作用素ん口は五；q上でも

　　　　一0（λ、q）＝｛〃∈ム㌘；▽切∈五“（Ω）forゴ＝1，2，〃1棚＝O｝。

を定義域とする作用素としてwelトdennedであることが知られている．

　定常解について，以下の仮定をする．

仮定　1ω（π）はΩ上のソレノイダルなベクトル場で，条件ω1∂Ω＝Oをみ

たし，条件η＜7、＜。。をみたすある7。についてω∈ムザ∩8および▽ω∈

∬＾をみたす．

注意　3　怜を7、＜花＜ooをみたすようにとる．もしF（”）∈L”2μ∩ム而’軸が

llFll”旭固≦δ’（仏巧）をみたせぱ，第1節の結果とSobolevの埋め込み定理
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　　　　　　弱〃空間に属するNavier・Stokes外部問題の定常解　　　　（49）

玖⊂ム団より，仮定1をみたす（1）の解ω（”）が存在することがわかる．

次に，1＜γ≦れをみたすγに対し，1）（8、）＝・刻叫、を定義域とする五二上の作

用素B、をB、〃…厚（ω・▽〃十〃・▽ω）によって定義する、もし1＜7≦γ、なるある

7‡に対して▽ω∈∬．ならぱ，任意の〃∈砧軌、に対して〃・▽ω∈∬が成り立つ．

従ってB、．は砥帆、上でwe1l－definedである、次に，このような7に対し，

定義域D（L、）を1）（λ、）とする作用素ム、をム、≡λ、十3、によって定める．

　（11）の初期摂動α（”）に対し，以下の仮定をおく．

仮定　2　初期摂動o（エ）は空問ムザに属する．

このとき安定性についての結果は以下の通りである．

定理　4

（1）　（時問大域的存在）ω（”）およぴα（π）はそれぞれ仮定1および仮定2

　　　をみたすとする．このとき正の数尾＝尾（“、）で，もし

　　　　　　　　　　l1ωl1胆。。≦尾11αl1蜆，固≦危　　　　　（12）

が成り立つならぱ，時問大域的な（11）の強解〃（広，z）で，以下の性質をも

つものが存在する．

　　　（i）　〃ξ3C（（O，oo）；L二団）∩C（（O，oo）；一0（λ㌔））∩C1（（O，oo）；ム♂）．

　　　　　　　　　　　幽　　　（・）‘〉Oにおいてdτ十｝十力ら（州）一いηム㌃

　　　（血）　工→十〇としたとき硲血のωθα尭一＊位相について〃（f）→αをみ

　　　　　たす．

　　　（iV）　（一様評価）例＜7≦γ、をみたす“および7、のみに依存する正

　　　　　の定数Cで，任意のτ＞Oに対し

　　　　　　　　　　　l1刎（ま）ll、≦α■蜆舳冊■’ル）　　　　　（13）

　　　　　をみた女ものが存在する．

ここでBC（∫；X）は区間∫上で定義され，空間Xに値をとる有界連続函数の

なす集合を表す．
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（2）　（一意性）正の定数尾＝た（“、）で，上の性質（i）一（iv）および

　　　　　　　　　li醐・〆舳一’ノ㌃〕ll・（1）ll・・尾　　（1・）

をみたす方程式（1l）の解〃（ま，π）は一意的に定まる．

初期摂動により速い空間的減衰を仮定すれぱ，〃（工，エ）の工→。。におけるより

速い減衰を得る．

定理　5不等式例’＝〃（刎一1）＜力＜〃をみたす力に対し，（12）に現れる定

数ん（“。）以下の正の定数尾＝尾（“、，力）で，以下をみたすものが存在する．

初期摂動o（エ）が空問ムザ∩功に属し，

　　　　　　　　　　　llωll、，。。≦尾，1lαl1祀．出≦尾　　　　　（15）

が成り立つならぱ，定理4の与える解〃（f，”）は以下の付帯的な性質を持つ．

　　　　〃（・）およぴ　工1／2▽〃（・）は空間BC（［O，oo）：〃）に属する．　（16）

一→。。としたとき，ヵ≦4≦γ、をみたす任意の1・について

　　　　　　　　　　　ll〃（エ）1し＝0（f一蜆似1”■1”））　　　　　　　　（17）

が成り立つ．さらに，力≦α〈〃をみたす任意のgに対し，尾以下の正の定数

冶＝危（仏γ、，ρ，q）で，（15）に加えて

　　　　　　　　　　llωl1蜆，。。≦后およぴllαl1蜆、。。≦石　　　　（18）

を仮定すると，工→。。としたとき，力≦4≦σをみたす任意の1に対して

　　　　　　　　　　ll▽〃（工）ll’＝0（ゲ”2（1”一1”）■1／2）　　　　　　　（19）

が成り立つものがある．

注意

（1）

4

定理4は，空間エニー固が安定な定常解の空間で，初期摂動の空問と同

一であることを示している．Borchers一宮川［1］は，他の結果と同

時に，ここに示したものと同様で，（17）でγ：。。とおいたもの，お

よぴ（19）でg＝ηとおいたものを含んだ結果を得ている．しかし彼

らは，
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弱∬空間に属するNavier・Stokes外部問題の定常解 （51）

　　　　　　　　　S・P1πllω（π）1＋・・plz121▽ω（”）1

　　　　　　　　　工EΩ　　　　　　　　　　工EΩ

　　　が十分小さいという，我々より強い仮定をおいている．我々の結果は，

　　▽ω（z）についての仮定はη＜7〈。。をみたす∬における安定性のため

　　　には不要であることを示している．またω（π）自身に対しても，我々

　　　のクラスLザはsup工、Ω1エllω（エ）1＜ooをみたすω（π）のクラスより

　　　も真に広い、

（2）Furio1i－Lemari6－Rieusset－Terraneo［6］は最近〃∈C（［O，。。）；五二）に

　　属するNavier・Stokes方程式の解は一意的であることを示した．そ

　　　の証明ではf＝0で解がオについて強連続であることが本質的である．

　　　しかし，空間C品は功固で楯密ではないから，一般に我々の扱った

　　空間硲固に属する解はf＝0で強連続ではない．従って我々の解が彼

　　　らの一意性の条件をみたすかどうかは不明である．従って条件（14）

　　　を一意性のためにおいた、
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