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《研究ノート》

ノレックバックオプシヨンの価格理論についての注意

藤　田　岳　彦

1　はじめに

本論文では，2つのルソクバックオプションをとりあげ・その理論価格を計算す

る．

　1つは，株式を保有する投資家が株式が値下がりする（or高値で売れない）とい

うリスクをヘッジするオプションで，もう1つは，三浦（［8］）が導入したα一パー

・センタイルオプシ目ンをとりあげる．ここでは，ギルサノフの公式を用いてドリフ

トなしのプラウン運動の結果から，ドリフト付のブラウン運動についての結果を導

く．後者のオブシ目ンについては，すでに，赤堀（［2］），Dassios（［3］）等の緒

果があるが、この場合に，ドリフトの変換公式を用いて価格を計算する方法は・新

しいと思われる．また，ある同時分布についての新しい結果という副産物も得られ

るが，これについては後述する．

2第1のルックバックオプシ目ン

　以下のような状況を設定する．株式を保有している投資家が，期間［O．T］の間

に株式を売却するとする．すると，S、を工における株価，〃。を期間の中で最高値

とすると，当然〃τ≧STである、この差〃T－STが最高値での売りを逃した場合の

期間丁までの値下がり分である

　この値下がり分をリスクヘッジすることを考える．Kを正の定数として，ベイ

オフが，max（〃T－ST－KO）で与えられるルソクパックオプシ目ンを買うと

〃、一K≦max（〃、一S、一κO）十S、≦〃。より，時点丁で売った場合，最高値から

の値下がり幅が，Kで抑えられるのである．このよう凌オプシ目ンの価格瓦［maX

（〃T－ST一瓦O）］（ここで，c＝So＝初期値）をまず，決定したい．
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　これは，〃乃S。の2次元同時分布が決定できれば，これによる期待値をとるこ

とにより価格式が計算できる．よって，以下は〃・．Sτの2次元同時分布を調べる．

株価のモデルをドリフト付幾何プラウン運動（Black－Scho1esモデル）にとること

により，その同時分布が決定できることを示す．

團
　X＝σ凪十μ，〃T＝maXX　（夙は標準ブラウン運動）とおくと，
　　　　　　　　○く主くT
　　　　　　　　　　　　　　　＿秋卜凹〕　虹
　　　　　　　　　2（2α一z一μ）　～　　吻1‘
　肌∈鮎∈吻）＝1．I1厨2　2　dα吻ここで・π＜¢

　〃〈α⑦＝Oの場合には，多くの文献がある．例えば，［5］）

塑
　まずμ＝o，σ11の時，鏡像原理より，

　研＝夙o〃lf〈Z｝，B二12α一凪o〃1工〉刎

　コ；＝inf｛f〉OlX；＝σ｝とおくと，

　　房と凪は，同法則、

　よって、α≦伍あ〉oとすると

　肩（μ〉蝸、＜口）＝肩（η＜げ、〈α）＝肩（ηくム房く・）

　　　＝肩（互〈蝸〉2δ一α）＝屠（払〉〃、＞2わ一α）＝肩（B、＞2トα）

　　　　　　　　　エヨ
　　　ー古∬戸伽

よって，α，δで偏微分して

　　　　　　　　　　　　　　　（趾一。〕…

榊1助榊）一房（・1パ肋

　　　　　　　1里榊）一ム（1。・岬）ここで，川1，・（脳）可測集合

とおくと、ギルサノフの公式より，

脳・ψ榊）一屠（膿（舌・凪・舌1）・岩・射舌1・9、

　　一肩÷（膿G・凪）・岩・凪・わ

　　一肩告（灘（凪）・号・耳・砂デ）
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　　　　一　∫　（房）（肋一パ玲峠舳
　　　　　　o一1　　　1’■工　　　　　出≦一．oくr咀≦咀

　両辺を囮，μで偏微分して証明が終わる．　　　　　　　　　　　（証明終）

　次のような株価モデルを考える．リスク中立測度のもとでは，株価過程s（f）の

従う確率微分方程式のドリフトは，安全利子率をτ（正の定数）とすると，7s（f）

となるので，

　　d∫（’）＝τS（f）批十σS（’）棚（f）

を株価S（’）の満たす確率微分方程式としてとる．

すると，伊藤の公式より，S（f）！S（O）2ψ十（f一井）’となる．

よって，定理1より求めるオプシ目ン価格式は，以下の通り．

　　s。一・として〃（1）一。樹附・G一去吟となるので，

2■fT五。［max（〃T－ST－K，O）コ

一∴L㎜W）一・・）■；緒

・（・一十’）　（加†G一去～）・プ

2　。・　〔’■甘〕2　　吻・τ　　dα吻

壁
　定麗1は，吸収壁を持っドリフト付ブラウン運動の推移確率密度を求めることに

ようても証明できる．（［4］参照）

3　α一パーセンタイルオプション

三浦（［7］，［8］）は，次のような興味深いルックパツクオプシ目ンを考案した．

X（‘）を連続な確率過程とし，

伽）一÷∫1一（・（・））・1一÷∫㌧（・（1））いた，

　　　　　　　1・…1（・）一／11111：：の！苧

とする、

すると，λ（’，・）は増加関数で，その逆関数刎（f．・）が存在する．
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　　　　　λ（ち閉（f，α））＝α（O≦α≦1），閉（工、λ（f，π））三工

すなわち，　　　　　　　　　　　　　　　　　　などが，成立する．
　　　　　λ（f，工）〉α⇔刎（‘，α）〉工

　ここで，刎（工，α）をX（s）（O≦∫≦’）のα一パーセンタイルと呼ぶ．

例えばアー！lる1・例（・÷）㍑（1）（・・1・1）の／デ／アン伽，

刎（‘，1）＝maXX（∫）にも，注意しておく．
　　　　o≦宝刮
この刎（｛α）によって書かれるオプシ目ンをα一パーセンタイルオプシヨンと呼ぷ．

　典型的な例として，亙。［maX（刎（f，α）一KO）］を挙げておく．またこのオプシ目

ンの効能については，［8］を参照のこと．

　赤堀（［2］）は，亙。［max（刎（女α）一K　O）コの価格式の計算を実行した．また，Das－

sios（［3］）も類似の結果を得，さらに分布論からの考察も行っている．本論文で

は、ギルサノフの公式を用いることにより，価格式を求める、

　まず，前のようにドリフト無しのケースについて考察する．

　3（’）を標準ブラウン運動とし，つぎのような汎関数をとる．

　　　　　　舳一中ω”一（舳1（α・αβ・・）

すると，ファインマン・カッツの公式より，つぎの偏微分方程式を満足する

　　　　　　　　　∂∫　1∂ケ
　　　　　　　　　万＝1∂π・β1ト（・）”（ω1・肚

両辺のラプラス変換〃（1）一デ（1）一ズ榊）・1をとることに1l，

　　　　　　　　　　1一外1簑11一（1）デ

すると，

　　　　　　　　　1∂ヲ
　　　　　　　　　　　　…チー2匝＝0　エ＞O　のとき，
　　　　　　　　　2∂T2

　　　　　　　1∂ゲ
　　　　　　　　　　　（ξ十β）デー2砒＝O　■＜0　のとき，
　　　　　　　2∂z2

境界条件を考慮すると，

　・＞Oのとき，デー2　＋C、。■厄
　　　　　　　　　　　　1　2
　　　　　　　　　　ξ一一α
　　　　　　　　　　　　2

エ・・のとき，アー　θ岨。・、、胴1工
　　　　　　　　　　　　1　2
　　　　　　　　　ξ十β一一α
　　　　　　　　　　　　2
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= Et[e pJr" Io-(B('))d' '~~(t)-1~2t _B o-~ o J =Eo[e fD'I (B('))d'] 

2e 

2
 
)
 

-- ( = e' I e 2 1 + F' fo 2f~ 2f~ft '= ~ du e~ f. _ej_ ~ dv~f 2p+ 

e~ f. ~~i. ( 2 ) - esl I +=e 2 1 + r f
o
 
~ ~ f~~ f~~ ft '" ~~" du _e2_3 i dv~2,l+ 

~ - IC' 

Po ( f lo-(B(s) +ps)ds < y) 

+ -~12 * (
 

_ rvl I "e 2 1 + ~ ~ Jo ~ f~~ - f~~ ft ' ~ du)ds f
 

_e2 3 dv~2,1+ 

(=c(t,,4y) ~;~; < . ) 

ft (s)ds ~~~i~~~. 1
 A(t,x) = T o 1(B(.)+;Ls<') 

x>0. 0<y< I ~ ~IC' 

Po(A(t,x) > y) 

= 1~( fotl(B(.)+ps<')(s)ds > ty) 

= po(B~~!~~cli O ~ t q)FF~~~B.+/Is ~Lx 'cg~~;(~TJ T f~l~)1C~1i~~ ~, ~~ ~ a) t-T 

R~FR~ ~llC~ x ol~~ll }c~' ~ A~ fF~~~~ ty-T ~~A Ji) 

t (f fo t~' = h~ (s) p. I (B(~) +4"<') (u)du > ty-s) ds 

t (fo fo t~' = h~(s)po I (B(~)+p"<0) (u)du > ty-s) ds 

= foth~(s)po(A(t s o) > ty-s ds 

t-s 

= fo th~ (s) (1 -c(t-s.J:4 ty-s))ds 

c clC~, h~(s) '~, B(s)+ps, (B(O)=0) ~~"~ t)e~)C x 'c~U:~rt~;B~FR~T (D~~~ 

h~(s) = Ixl -~ f~~~~~ e 2s(1'1-P'~'~' ~:<~~l~tLClr'~)' ([4], [6]) 

971 



（166）　　一橋論叢 第116巻　第5号　平成8年（1996年）11月号

以下は．リスク中立測度のもとで，株価の満たす確率微分方程式を2節と同じよ

うに　dS（工）＝τS（f）〃十σS（f）棚（’）　として，〃（仁α）の確率分布密度関数を以下

のようにして求める．

　　　　P（刎s（7㌧α）　〉z　l　S（O）　＝c）

　　　　　　＝見。〕（刎∫（τα）＞・）

　　　　　　一見。〕（λs（〃）〉α）

一肩（÷ル糾㌧）（f）・f・1）

一糾∬伽什小加（つ（1）・1・1）

一肩（λ（叶1・・（か皿）・

一呵二；；・）（1－1（・一111111σ1刈必

後は，両辺を微分して確率分布密度関数g焔皿〕（エ）を求めて，オプシ冒ン価格式

は，

θ■『丁亙（o．。）［max（刎（τα）一K，0）］

一1丁…（工一肌ω（工）・工

注意

途中式で，那）小一（・（・））・・の・次元同時分布がラプラス変換の形刊1あ

るが，求まっていることに注意する．これの逆変換は非常に複雑そうである．また

ドリフト付の場合にもこのような同時分布がわかると他のペイオフを持つオプシ目

ンの価格式がもとめられるのだが，さらに込み入った形になりそうである・
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