
(60)

随伴族をもつ曲面

藤　　岡 n

1　序

WenteによるR3内の平均曲率一定トーラスの発見([36])は,単にR3内の

コンパクトな平均曲率一定曲面は標準的球面に限るというHopfの予想に対する

反例を与えたのみならず,それに続くPinkalトSterlingによる平均曲率一定

トーラスの構成([27])に見られるように,古典的な曲面論に現代的な可積分系

理論の手法を取り入れることの有効性を微分幾何学者達に知らしめるきっかけと

もなった.その大きな理由には,平均曲率一定曲面がsinh-Gordon方程式

a>zz- -sinh <d

により記述されるように,微分幾何学者達の関心を引く幾何的対象を記述する微

分方程式がしばしば可積分系理論に表れるものとなっていることが挙げられるが,

特に曲面論において多くの例が知られ,また研究対象とされている.

このような曲面は適当な幾何的性質を保つ変形をもち,古くから随伴族として

知られている.例えば, DをR2内の領域とし, t^lO,27V, Gey)∈Dに対し

x¥(x, y) - sinhxsinycosi + coshxcosysint,

x昌(x, y) - sinhxcosvcosi - coshxsinysini,

xと(pc,y)-ycost+xsint

とおき, DからR3への写像Fを

FL(ズ, y) - Cx'ICx, y), xl,Cズ. yX xsGc y))

により定めると, Fは極小曲面の等長的変形をあたえる.特に, t-0のときは

常螺旋面, t-n/2のときは懸垂面である.随伴族の存在は可積分系理論に現れ
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随伴族をもつ曲面 (61)

るスペクトル径数の存在に対応している.本稿では随伴族をもつ曲面の中でも主

に平均曲率一定曲面,共形曲率線座標をもつ曲面, Bonnet曲面,調和逆平均曲

率曲面, Bianchi曲面,中JL、アファイン極小曲面について筆者による結果も含め

て解説していく.

2　平均曲率一定曲面

2次元Riemann多様体は等温座標系をもつことから, R3内の曲面は局所的

にはRiemann面〟からR3-の共形的はめ込み

F:M-*W

とみなせる. Zを正則座標, e"dzdzを第一基本形式, Qdz2をHopf微分, Nを

単位法ベクトル, Hを平均曲率とすると, Gauss-Weingarten方程式は

(

Fa-(oaF,+ QN,

Fォ- ‡HefN,

Nz- -HF1- 2Qe-"Fi

と表される.この両立条件がGauss-Codazzi方程式

(

山zz+ ‡#V-2|Q|V"-0,

Qz-‡H*r
である.

Hが一定のとき, (2.1)は

(

wzぇ+ ‡#y-2|Q|2e-"-0,

Q,-0

(2.1)

(2.2)

となり変換

Q-XQ a^S')

で不変であるから,勝点がなければ平均曲率を保っ等長的変形が存在する.この

事実は「第一基本形式と平均曲率のみでは決まらない曲面を分類せよ」という

Bonnetによる問題に関し,彼自身が発見したものである([8]).また, Qは

正則となるから,極小でない場合は磨点かなければ座標変換を行うことにより

(2.2)はsinh-Gordon方程式と同値となる.ここで現れたAがスペクトル径数
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とよばれるもので曲面の随伴族としての変形に対応している.例えば,平均曲率

一定回転面はDelaunay曲面ともよばれ,球面,円柱,アンデュロイド,ノド

イドの何れかであるが,平均曲率一定螺旋面はDelaunay曲面の随伴族として

得られることがdo Carmo-Daiczerにより示されている([10]).なお,ここで

はHが一定で0でないときを平均曲率一定曲面とよんでいる.

R3を対応

(xi, X2, Xa)く-

ーJ二了ズ3　　1 ～′二IXi -Xi

- J二了xi +x2　　　V二も。

によりォu(2)と同一視し,動標横をSU(2)-持ち上げると,MからSU(2)への写像

◎が存在し

F,--V-le粕-1(告)◎,FF-Jle紬-'-

¥。吉)◎

となる.このとき,Gauss-Weingarten方程式は

1

一評0, -Qe~祭

1

-He晋　-^ru>z

1

. 10?

(ラL,チ

と書き換えられる.

再び〝が一定であるとすると, Lax表示とよばれるスペクトル径数付きの連

立線形方程式

1

Twt　-AQe祭

-jHe賢　一TWz

l

1

-TWz -IHe替

え'Qe一㌢ ‡wz

を得る.但し, ◎はえにも依存する.逆に, SU(2)に値をとる(2.3)の解◎が

存在したと仮定し,簡単のためH-1のときを考え,
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随伴族をもつ曲面 (63)

Fl--<D,-ノ「◎ll (吉-- ◎ (A-e2-　(2.4)

とおく.このとき, FはH- 1の曲面で対応する幾何的量をFLと同様にEを付け

て書くと,

w'-wo, Q'-e2ノ「t Qo

となる.従って, FEはH- 1の曲面の随伴族を表す. (2.4)はSym-Bobenko

公式とよばれる([4]).ゲージ変換

・=

1
TH

W

を行い,改めてAiをÅ-lと置き換えると,

を得る. (2.5)に表れるLax対

1

TWz　一入

‡Å 'e賢

は探れループ代数

A : Sl-盛1(2, C)

◎

＼

1

1

ノ

r

o
　
正

1

TW2　AlQe一字

1

IAlle晋　IWZ

1

ll右to* -‡Ae賢

IQe晋　-ja.

盟,(霊宝)

A(-X)-吉-A(A(IO^

¥。-1/

-の写像とみなせるから, Vは振れループ群

・ :S'-SU(2)
・(-A)-(IO'

¥o-1,TOO1O¥

(2.5)

-の写像とみなせる.このとき,顔れル-プ群に対する岩滞分解を用いて(2.5)

の解を具体的に構成することができる.この事実はDorfmeister-Pedit-Wuの

方法として知られている([15]).

ツf(c)を曲率Cの単連結完備3次元空間形とすると, gl!(c)内の曲面に対する

Gauss-Codazzi方程式は
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(

W涼+‡<iH2+c)e"1-2¥Q¥2e-"-0,

Qz - ‡Hjf

と表される.従って,一般には異なる空間形内の平均曲率一定曲面全体の間に局

所的に等長的な対応が存在する.これはLawson対応とよばれる([23]).また,

Sym-Bobenko公式は空間形内の平均曲率一定曲面に対しても与えられる.

3　共形曲率線座標をもっ曲面

Qが実数値となる正則座標は曲率線座標ともなるから共形曲率線座標とよばれ

る.共形曲率線座標をもつ曲面も随伴族をもち, Calapso, Bianchiの仕事

([9, 3])にまで遡ることができる.例えば,回転面, 2次曲面,極小曲面,平

均曲率一定曲面は共形曲率線座標をもつ.共形曲率線座標をもつ曲面に対しては,

Gauss-Codazzi方程式より対応する幾何的量がそれぞれ

co'--co,H'-2Q, Q'-yH

となる別の曲面が存在する.これを双対曲面とよぶ.平均曲率一定曲面の場合,

双対曲面は平行曲面から得られる.即ち,簡単のためH-¥, Q-l/2のとき

を考え,

p- -F+N

とおき, Fの向きをFとは逆に選んでおけばFはFの双対曲面となる.共形

曲率線座標をもっ曲面については最近ではWillmore曲面の研究と並び,共形幾

何的観点からの研究が盛んであるが,ここではこれ以上立ち入らないことにする.

4　Bonnet曲面

Bonnetの問題に対する解答をあたえる空間形内の曲面で,膳点がなく局所的

に変形できるものをここではBonnet曲面とよぶことにする. Grausteinの定理

([21])により, Bonnet曲面は共形曲率緑座標をもち, Qは正則関数fを用い

て

0-右
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随伴族をもつ曲面 (65)

と表される. Hが一定でないときを考え,

--l君,s-w+w
とおくと, Codazzi方程式よりHはSのみの関数となる.更に計算を進めると,

Gauss-Codazzi方程式はHazzidakis方程式とよばれる3階常微分方程式

((普)∴a]j?2- 2 -豊
に還元される([22]).但し, (4.1)の右辺が0でないとき

R-s,
sinzs sinh2s

2 '　2

(4.1)

で, c<0のときに限り(4.1)は右辺が0となる解

H- - 、-tanh辛
をもつ.また,幾何的条件よりH,<0である. (4.1)は右辺が0でないときも

更に1回積分できることまでは知られていたが, Painlev6第3,第5,第6万

程式

pm :y" -吉(y'y一手′ +チ(αy2・β)+rv3+君,

Pv.y" - 去+請 (y'r一手′十
1_′　E b-1)2

告)+争+6禦
pv-‥y"-畠+吉+吉)の2 * 1吉+吉)′

y(y-1)(y-0

α +β吉+γ品+6号謡)
との関係が明らかとなったのは最近のことである([6]).

Bonnet曲面は一般にはPainleve超越関数を用いることが必要だが,定曲率

のものはより具体的に記述される.まず, R3内の平坦Bonnet曲面は円柱,対

数螺旋上の柱面,円錐,或いはより一般にCartan錐とよばれる錐の何れかの変

形によって得られることがRoussosにより示された([28]).また, Colares-

KenmotsuはR3内の定曲率Bonnet曲面は平坦であることを示した([13]).
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特に, Hが一定でないとき, Gauss曲率Kは

K-H2-RWs

と表されるから,これはC-0としたときのKが一定となる(4.1)の解はR-S

で

H-- (a>0)
s

のみであることに対応している.更に, Takeuchi, Chen-Liは空間形内の定曲

率Bonnet曲面は平坦か外在的に平坦であることを示し([33, 12]), Fujioka-

Inoguchiはこれらが2次元空間形内の特定の測地的曲率をもつ曲線を用いて記

述されることを示した([20]).

Bonnetの問題は4次元空間形内でも考えられる.但し,ここでは曲面は膳点

のないものを考え,平均曲率ベクトルの長さを保ちながら局所的に等長的に変形

できるものをBonnet曲面とよぶことにする.曲率Cの単連結完備4次元空間形

me)は

ツUc) -

(

(R¥( , )　　　　　　　　　　　　　(c-0),

tx ∈則(x,∫)e- ‡　　　　　coO),

tx∈R51(x,x)C-手)の連結成分　(c<0)

と表される.但し, (,)Cはc-0, c>0のときそれぞれRl, R5の標準内積, C

<0のとき符号数(1, 4)のR5のLorentz内積である.甥l'(c)内の曲面は局所

的にRiemann面Mからツnc)への共形的はめ込み

F : M-OT(c)

とみなせるから, Zを正則座標　e"dzd.之を誘導計量, Nu N2を直交する単位法

ベクトルとすると, Gauss-Weingarten方程式は

Fa-eoJi', + QiNl +Q2Nl,

F*- - Ice"F+ y#1e-Wl + ytf2e-W2,

Wi),- -HIF,- 2Qle-"F,+ANl,

GV2)ォ- -H^z- 2Q^-"Fi-ANi

(4.2)

と表される.但し,
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随伴族をもつ曲面 (67)

くF*, Ni)c-a,く'Fe, N,>c-yH<erォ- 1> 2). ((NIX, N2>c-A

である.特に, 4次微分(0冒+Q茎)dz<および平均曲率ベクトルの長さ_班+HZは

Nh N2の選び方に依らない. (4.2)の両立条件からGauss-Codazzi-Ricci方程

式

W正+‡cf/R#!+c)e"-2(| Ql | z+ l Q2|2)ォr�"-0,

(Q.)*-I(JIdjer十A Qz -I-AH*T

(Q2),-‡(.Hd^ -AQi +^AHV,

Al-Az- 2 (.Ql(32 - GiQ2)<r"

(4.3)

を得る_

(4.3)より極小曲面や更に一般に平行な平均曲率ベクトルをもつ曲面はBon-

net曲面であることが分かる.実際,極小曲面の場合, (4.3)は

wォ+yce"-2(IO,l2十IQ212)e�"-0,

(.Qdt-AQ*

(Q2X-- -AQu

Al-A,-2(.QIQt-Q,Qz)e "

1.4)

となるから,A, 〟∈Cを

接'蝣+¥fi¥2-l毎-kfl

となるように選んでおくと, (4.4)は変換

Q1-人Qi+vQu Qi--vQi+ス02

で不変である.また,極小でない平行な平均曲率ベクトルをもつ曲面の場合,法

束が平坦となることからA-0でHlt H2は一定としてよい.このとき, (4.3)

は

(

coa+I(m+用+c)e"-2(|<3,i2+ |Q2|!)e-"-0,

(Q.)f- (Q2),-0,

QiG2 - <)iQ2

となり極小曲面の場合と同じ変換で不変である.更に, Chen-Yauの簡約定理

([11, 37])により,極小でない平行な平均曲率ベクトルをもつ曲面は全測地的
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または全勝的3次元空間形内の平均曲率一定曲面となる.上の2つの例のように

スペクトル径数が本質的にSlに値をとる場合を単純であるということにすると,

法束が平坦な単純Bonnet曲面に対してはGraustein型の定理が成り立っ.特

に,単純Bonnet曲面については法束が平坦であることと共形曲率線座標が存在

することとは同値である.更に,法ベクトル束が平坦な単純Bonnet曲面は全測

地的または全麿的3次元空間形内のBonnet曲面となる.これはChen-Yauの

簡約定理の一般化とみなせる([18]).

5　調和逆平均曲率曲面

Bonnet曲面は平均曲率一定曲面の自然な一般化であるが, Bobenkoは調和

逆平均曲率曲面とよばれる新しい一般化を次のように発見した([5]).まず,

(2.3)に対しゲージ変換

T-　吉　<D

を行うと,

1

-Qe~争

1

IAHeす　-Tw2

1

丁的-IA lHe半

ee賢　-rio.

(5.1)

を得る.そこで,スがMからSlへの写像, HがM上の関数のときに(5.1)が

成り立っと仮定すると, Hは正則関数fを用いて

H-古
と表される.このような平均曲率をもつ曲面を調和逆平均曲率曲面とよぶ.調和

逆平均曲率曲面は主曲率の比を保ちながら第一基本形式を共形的に変形できる.

また,平均曲率一定曲面の場合と同様にはめ込みを与える公式が存在するが,一

般の場合にLax表示を解くことは困難である.しかし,曲面に幾何的対称性を

付加することにより具体的な構成が可能となる.例えば,共形曲率線座標をもつ
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随伴族をもつ曲面 (69)

調和逆平均曲率曲面に対するGauss-Codazzi方程式はHazzidakis方程式に還

元される.特に,回転面の場合はPillの解を用いて記述される([7]).なお,

Grausteinの定理により, Bonnet曲面は共形曲率線座標をもつ調和逆平均曲率

曲面と互いに双対である.主曲率の比が一定の共形曲率線座標をもつ調和逆平均

曲率曲面は平坦Bonnet曲面となるが,これは定曲率Bonnet曲面の分類の双対

版ともいえる.

調和逆平均曲率曲面は空間形内でも定義できる([16]). ′を〟上で0となら

ず,定数でない正則関数とすると, Gauss方程式は変換

ew-げV. If+c-jT㌻QF+c), Q一周

で不変である.この変換が97'(c)内の曲面を定めると仮定し, Codazzi方程式と

両立させると, Hの逆数は

甲2c<p
l+c(p2¢U2-0

をみたす.(5.2)は1次元Riemann多様体(L9c)杏

・c-'(R,9c)

R¥|ァ耕(c>o),

(c<o),

(i+cfy
df

(5.2)

により定めたときのMからZcへの調和写像の方程式である.このことより,辛

均曲率の逆数が(5.2)をみたす野V(c)内の曲面を調和逆平均曲率曲面とよぶ.

甥?3(c)内の調和逆平均曲率曲面はk/qt+c)という量を保ちながら第一基本形式

を共形的に変形できる.特に, c-0のときはBobenkoによる定義と一致する.

また, C≠0のときについてもはめ込みを与える公式が存在する.更に, Law-

son対応の一般化が成り立ち, -般には異なる空間形内の調和逆平均曲率曲面全

体の問に局所的に共形的な対応が存在する.例えば,空間形内の平坦Bonnet曲

面は調和逆平均曲率曲面となるから,これらはLawson対応により移り合う

([20]).
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6　Bianchi曲面

R3内の定曲率曲面についても調和逆平均曲率曲面と同様な一般化が考えられ

る.簡単のためK<0のときを考え,正値関数pを

l
Kニー-

p

により定める(w,tOを漸近線座標とすると,第一,第二基本形式はそれぞれ

I -A2du2+2ABcos<idudv+B2dv¥ H -
2A5sin¢

となる.但し,

,4-1^,1,5-1^1

で少はChebyshev角,即ち漸近線のなす角である.更に,

a=旦,b-旦
p 〟

とおくと, Gauss-Codazzi方程式

・.サ+思sinO +笛sin<p) -a&sin桓0,

-+tォー昔bcos桓0,

bu+昔b -昔acos桓0
を得る.

pが一定のとき, (6.1)は

(

¢　-absin¢-0,

a,-b,-Q

(6.1)

(6.2)

dudv

となり変換

a-Aa,b-A lb (ス∈Rx)

で不変であるから, Chebyshev角と第二基本形式を保つ変形が存在する.また,

a, bはそれぞれu, Vのみの関数となるから,座標変換を行うことにより(6.2)

はsine-Gordon方程式

¢サ-sin ¢
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随伴族をもっ曲面 (71)

と同値となる.負定曲率曲面に対するはめ込みを与える公式はSymにより見っ

けられた([32]).更に,漸近線の一方が直線であると仮定する.このような曲

面をAmsler曲面とよぶ.このとき,少は〟と即との積のみの関数となるから,

<j> -f(uv) -f(t)

とおくと, sine--Gordon方程式は

tf+f-sin f

となる.これはP"-において

1

y-e-f,a-‡,β--す,γ-5-0

とおいたものと同値である.

同じ領域からの写像により表されるR3内の曲面を2つ考え,対応する2点を

結ぶベクトルが互いの曲面に接し,長さが一定で,更に対応する2点での法ベク

トルのなす角が一定であると仮定する.最初の条件を接線叢が与えられていると

いう.このとき, 2つの曲面は同じGauss曲率をもつ負定曲率曲面となること

をBacklundは示した([1]).これは次で与えられるsine-Gordon方程式の解

の変換を導く.

I

(¢-0).-lasin

・v...三、il'.,'

I:・ .:・

_2

但し, α∈Rxである.例えば,幾何的には意味のない真空解i-0からDini曲

面に対応する1ソリトン解

卓-4Tan~exp αu+昔+β) oseR)

が得られる. sine-Gordon方程式に限らずこのような解の変換はB云cklund変

換とよばれる.例えば, Liouville方程式

<p*サ=er

と波動方程式

¢ォ,-0
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との問にはB且cklund変換

_生1ヱ_

!>-</>) -αe　2

2 1也-
(++¢)-一言e　2

が存在する. ¢はuまたはVのみの関数の和となるから, q)はそれぞれuまたは

uのみの関数/(ォ), g(v)を用いて

・p- log器
と表される.また, Cauchy-Riemann方程式

u,≡V,,

はLaplace方程式

u㍊+ww-0

に対するBえcklund変換とみなせる.

Backlundの定理における仮定を少し変更し,接線叢が与えられ,対応する2

点でのGauss曲率がともに負で等しく,更に漸近線を漸近線にうつすとする.

このとき,

pササ-0

となることをBianchiは示した([2]).このようなGauss曲率をもっ曲面をBi-

anchi曲面とよぶ. Bianchi曲面はChebyshev角を保ちながら第二基本形式を

共形的に変形できる.また,負定曲率曲面の場合と同様にはめ込みを与える公式

が存在する([24]). Gauss曲率が漸近線座標の一方にのみ依存するBianchi曲

面はPvの解を用いて記述される([29]).

定曲率Bonnet曲面,或いは主曲率の比が一定の共形曲率線座標をもっ調和逆

平均曲率曲面の分類と同様の考察をするために,負定曲率曲面がChebyshev座

標,即ち

a-b-一定

となる座標をもっことに注目し, a-bとなる座標を一般化Chebyshev座標と

242



随伴族をもっ曲面 (73)

よぶことにする.例えば,平坦点をもたない極小曲面はChebyshev角n/%の

負曲率曲面であるから,Codazzi方程式よりそれぞれuまたはVのみの関数α

(〟),β(のを用いて

、Ia-α(tdp一丁,b-βiv)p-

と表される.従って,一般化Chebyshev座標をもつ.Chebyshev角が一定の

一般化Chebyshev座標をもつBianchi曲面は常螺旋面となる.特に,極小Bi-

anchi曲面は常螺旋面に限る([17]).

7中心アファイン極小曲面

TzitzeicaはR3内の曲面に対しGauss曲率と支持関数,即ち原点と接平面と

の距離の4乗との比が中心アファイン変換,即ち原点を固定するアファイン変換

で不変であることを発見し,この比が一足の曲面をS曲面とよんだ([34]).こ

れは現在,H有アファイン球面とよばれるTzitzeica方程式

</>ォサ-e中一el2少

の解を用いて記述される曲面である.Dodd-Bulloughはsine-Gordon方程式,

sinh-Gordon方程式を含む非線形波動方程式

<Pォ-F(¢)

で可積分なものを分類し,Tzitzeica方程式を再発見した([14]).アファイン

球面についても調和逆平均曲率曲面,Bianchi曲面と同様な一般化が考えられる.

簡単のためK<0のときを考え,支持関数をdとし

A"

,/

とおく.(m,v)を漸近線座標,hdudvを中心アファイン計量,adu3,bdv3を3

次微分とすると,Gauss方程式は

iv-普+PJF,+許,
Fm - -hF+pf. +PUF,,

KM窓+p. h
と表される.この両立条件は

(7.1)
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(log K)---h一昔+帆

au十pJlu -PuJl,

b, +pji,-pji

である.

pが一定のとき, (7.2)は

(
となり変換

(log h)m--h-

a,-oォ-O

(7.2)

(7.3)

a-Aa,b- A lb (入∈Rx)

で不変であるから, a≠0またはb≠0ならば中心アファイン計量を保つ変形が

存在する.また,固有な場合はa, bはそれぞれ0とならないu, Vのみの関数

となるから,座標変換を行うことによりa, bは一定で0でないとしてよい.特

に, ab-1とし改めて入-aとおくと, (7.1)は

p -ihLp j-Apの

Fu,- -hF,

F---Fu +告Fu

(7.4)

となる.また,

/i--e*

とおくと, (7.3)はTzitzeica方程式と同値となる.アファイン球面の例として

中心アファイン計量の曲率が平坦なものを考えると,双曲放物面および

Kxux2,X3)∈R3 (x亨+x芸)x3-1}

により与えられる曲面が得られる([26]).更に,中心アファイン計量の曲率が

一定のアファイン球面の例として上のもの以外に一葉双曲面が得られる([31]).

同じ領域からの写像F, Fにより表されるアファイン球面を2つ考え,接線叢

が与えられ, F, Fはともに(7.4)の解であると仮定するー　このとき,スと異な

る〟∈R,
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随伴族をもつ曲面

¢uu -窓Qu・鉢

¢ ,--h<p,

h ,

をみたす関数¢が存在し

F-F+
(A -u)h (Å&-F,-v&-FA ti-h+2(log 4>)-.

(75)

となる.この変換は特にTzitzeica変換とよばれる.

中心アファイン曲面は

Aサ-0

をみたすとき,中心アファイン極小曲面とよぶ([25, 35]).このとき,座標変

換を行うことにより

p-CM+CiV+Cz (cl. C2. C3ER)

としておくと, (7.2)は

(log h)-- -h一昔+ciC2,
a,+ciォォ-O,

b.+cJi,-O

となり変換

a-Aa, b一入'6,ci一入ci,C2-A"ft (え∈Rx)

で不変であるから,中心アファイン計量を保つ変形が存在する　Tzitzeica変換

は中心アファイン極小曲面の場合にまで一般化できる([30]).中心アファイン

極小球面についても上と同様に特徴的性質をもつものを考えると,中心アファイ

ン計量の曲率が一定で既に[25, 26, 31]に見られるものとは異なる例として

(霊cos(w-v),霊sin(ォーv), 1 -五五)
と表される曲面が得られる([19]).
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