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　Black-Scholes方程式は、金融工学あるいは数理ファイナンス全体を通しても最もよく知られた方程式である。

今回はこの著名なBlack-Scholes方程式に関連する話題を再訪する。まずデリバティブ理論のうちでも、一つの

主要な対象を成す金融オプションに関して復習する。無裁定価格理論を用いて得られる評価を列挙する。次に

Black-Scholes方程式の導出と、ヨーロピアン・コールオプションに対する厳密な価格評価公式を導く。数理と

して煩雑にならないような範囲で述べた。最後に、アメリカン・プットオプションの評価、取引費用を考慮した

場合、volatility変動モデルなど、非線形なBlack-Scholes方程式となる話題について簡単に触れる。

１．はじめに

　Black-Scholes方程式は、金融工学あるいは数理

ファイナンスにおいて最も著名な方程式である、

と述べて大きな誤りではない。特にその厳密解の

一つ、ヨーロピアン・コールオプションの評価

公式とともに、他の分野の人々にとっても名高い

方程式となっている。自然科学系の研究者にとっ

て、何々理論の創始者と評価されるのは、恐らく

大きな夢あるいは願望であろうが、自分の名前で

呼ばれる方程式が、重要な研究対象として認知さ

れるのも、それに劣らず高く称賛される。Black-

Scholes方程式は、金融工学・数理ファイナンス

の扉を開けたという意味でも、確かに歴史に残る

だろう方程式である。

　もちろん現在においては、この方程式が基礎と

する変動モデル、対数正規過程は実情に合わない

と認識されている。しかし厳密な価格評価公式が

導出されたことは、後の理論の比較対象となるだ

けでも、やはり強いのである。さらに加えて、今

１．はじめに

２．オプション再訪

３．Black-Scholes方程式をめぐって

４．非線形の問題

５．終わりに

目 次

（第３回）

Black-Scholes方程式とその周辺

石　村　直　之

デリバティブ再入門

本稿は、『証券アナリストジャーナル®』平成21年8月号に掲載された論文を同誌の許可を得て複製したものです。 
本論文の著作権は日本証券アナリスト協会® に属し、無断複製・転載を禁じます。



©日本証券アナリスト協会　2009� 87

デリバティブ再入門

回の最後で、実際の世界に合わせるような努力を

幾つか紹介するが、それらは概して方程式が複雑

になり過ぎ、厳密解は期待できそうにない。他の

研究分野でもしばしば観察されることだが、最初

のBlack-Scholes評価公式だけがあまりに見事に求

められたのである。そのような気分の一端でも感

じていただけたら幸いである。

２．オプション再訪

　オプション

　証券アナリストの皆様にとっては恐らくいまさ

らながら、の話題であるが、まずは標準的な金融

オプションについて復習しよう。実は前回の二項

モデルについて述べたときも、実例としてオプシ

ョンはあえて用いなかった。その理由は、オプシ

ョンの考え方や仕組みそのものは、数理モデルに

何を採用するかどうかといったモデリングの問題

とは全く関係がなく、それ自身で存在する独立し

た対象であることをはっきりさせるためである。

金融工学や数理ファイナンスが地歩を固めたの

は、数理モデルを用いて、これらいわば普遍的な

存在であるオプションの指標となり得る価格評価

を論理付けて与えたことにある。

　さて記号を定める作業とともに、オプションに

ついて言葉で述べれば次のようになろう。すなわ

ち、その価格 S が変動する金融商品を、将来の

ある時点 T において、現時点 t ( t ＜ T )で取り決

めた価格 E で取引する権利のことを、 S を原資

産（underlying asset）とするオプション（option）

という。 T を満期日（maturity date）、 E を行使価

格（exercise price）という。取引する権利が買う

権利であるものをコールオプション（call option）

といい、売る権利であるものをプットオプション

（put option）という。また権利行使可能なのが満

期日においてのみ許されるオプションをヨーロッ

パ型といい、満期日までのいつでも権利行使が可

能なオプションをアメリカ型という。この中間型

のオプションもある。よって例えばアメリカン・プ

ットオプションとは、満期日までのいつでも行使

が可能な売る権利のことである。実際には、売買さ

れるのは通常は取引時間中に制限されるので、ア

メリカ型はもちろん理想化していることになる。

　オプションはその名の通り権利（right）すなわ

ち選択権（option）であって義務（obligation）で

はない。よってオプションの保有者（holder）は、

満期日 T においては損をすることは全くない。と

いうのは損につながるような場合は、その権利を

破棄し行使しなければよいからである。リスクは

オプションの提供者（writer）が負う。実際、コ

ールオプションの保有者は、満期日 T において

もし S ＞ E となるならば、市場価格が S である

ものを行使価格 E で購入できるため、オプショ

ンの権利を行使し、市場価格で購入する場合に比

べて S － E の利益を得る。一方 S ≤ E となるな

らば、市場価格の方が安価なのでオプションの権

利を行使せずオプションからの利益は０である。

よって、コールオプション保有者の満期日におけ

る損益は

　

であり、これを図に描くと

　　　

となる。これをコールオプションのペイオフ（pay 

off）関数という。

　ところで、満期日で正の価値となる金融商品
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は、現時点で何も費用なしに購入することはでき

ない。なぜならそれは、現時点で０の価値のもの

が満期日に確率１で正の価値という裁定機会とな

るからである。よって現時点では何らかの契約料

（premium）を支払ってこの金融商品、今の場合

はコールオプションを購入することとなる。この

契約料がどのように評価されるかを、論理的に求

めるのがオプション価格評価の問題である。オプ

ションの現時点の価格から、満期日の価格を引い

たものがオプションの契約料となるのである。

　オプション価格評価の問題には、 S の価格変動

モデルを設定する必要がある。二項モデルはその

一つの例である。Black-Scholes-Merton理論では、

標準ブラウン運動を含む対数正規過程を用いる。

その結果が著名なヨーロピアン・コールオプショ

ンに対するBlack-Scholes評価公式である。しかし

それを述べる前に、 S の価格変動モデルとは無関

係に成立するオプションの価格範囲、いわゆるオ

プションの固有価値の評価を考えよう。

　オプションの固有な価値

　まず記号を決めておく。原資産が S である満

期日 T 、行使価格 E のヨーロピアン・コールオ

プションの、現時点 t ( t ＜ T )における価格を

C(S,t;E)あるいはC(S,t)と書く。対応するアメリカ

ン・コールオプションの価格は小文字を用いて

c(S,t;E)あるいはc(S,t)と書く。同様にプットオプ

ションの価格を、ヨーロッパ型、アメリカ型それ

ぞれ P(S,t;E)、p(S,t;E)あるいは P(S,t)、 p(S,t)と表

す。また原資産には配当（dividend）はないもの

とする。

　さらに以下では安全な利子率を r で表し、連続

複利で考えるものとする。連続複利とは次のよう

に極限操作で与えられる。安全な年率 r で１年運

用すれば、１単位の債券は１＋ r となる。これを

半期複利で運用すれば、半期の利子率は r /２な

ので、やはり１単位の債券を１年運用した場合、

半期が２度繰り返され

2

2
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となる（注１）。同様
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となる。すなわち、満期日 T において１となる

債券の現時点 t ( t ＜ T )における割引価格は e
–r(T–t)

である。この利子率を連続複利という。

（非負性）

　先にオプションの契約料を意味付ける際に述べ

た理由と同様に、裁定機会を与えないため、オプ

ションの価格は非負である。すなわち

　 0,0,0,0 ≥≥≥≥ pPcC  （２－１）

（ヨーロッパ型とアメリカ型）

　満期日および行使価格が同じならば、アメリカ

型の方がヨーロッパ型より価値が高い。なぜなら

権利行使の可能性がアメリカ型の方が柔軟だから

である。よって

　 );,();,( EtSCEtSc ≥ );,();,( EtSPEtSp ≥  （２－２）

（上からの評価）

　アメリカン・コールオプションは原資産を購入

する権利に過ぎないため、原資産の価値を上回る

ことはない。よって（２－２）と合わせて

（注１）　これはもちろん近似計算である。年率 r と等しくなる半期の利率を q とすれば、 rq +=+ 1)1( 2
すなわち、

11 −+= rq である。 r が小さいときの近似
2

11 rr +≈+ を用いれば
2
rq = を得る。
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　 );,();,( EtSCEtScS ≥≥

これより特に、オプションの非負性（２－１）を

用いると、原資産が０のときコールオプションの

価値も０であることが分かる。

　 0);,0();,0( == EtCEtc

　アメリカン・プットオプションの価値は、原資

産が０のとき行使価格に等しい。さらに原資産が

正のときも行使価格を上回ることはない。よって

（２－２）と合わせると

　 );,();,( EtSPEtSpE ≥≥

実はヨーロピアン・プットオプションに関しては

さらに強く評価できる。というのはヨーロッパ型

は満期日においてのみ権利行使可能で、そこでは

プットオプションの価値は行使価格を超えない。

よって現時点では、安全な利子率で割り引いて

　
);,()( EtSPEe tTr ≥−−

となることが分かる。

（下からの評価）

　ヨーロピアン・コールオプション１単位と、そ

の行使価格に等しい債券を保有するポートフォリ

オ（portfolio）、すなわち投資戦略を考える。その

満期日における価値は

　 { } SEESEETSC ≥+−=+ 0,max);,(

よって現時点では、無裁定価格理論より

　 SEeEtSC tTr ≥+ −− )();,(

となる。最右辺では同じ S を用いているが、現時

点と満期日とでは変動し得る量であることに注意

しよう。この評価を、オプションの非負性（２－

１）と合わせて考えると

　 { }0,max);,();,( )( tTrEeSEtSCEtSc −−−≥≥

特に、S – Ee–r(T–t) ≥ S – E であるためアメリカン・

コールオプションは満期前に権利行使する理由が

ない。なぜならアメリカン・コールオプション

を現時点で権利行使してもそのペイオフ関数は

max{S – E,0}であるから利益にならないのである。

　次に、１単位のヨーロピアン・プットオプショ

ンと１単位の原資産を保有する投資戦略を考え

る。満期日における価値は

　 { } ESSESETSP ≥+−=+ 0,max);,(

となるので、現時点では

　
)();,( tTrEeSEtSP −−≥+

すなわち（２－１）と合わせて

　 { }0,max);,( )( SEeEtSP tTr −≥ −−

　アメリカン・プットオプションの場合は、権利

行使がいつでも可能なため、現時点においても満

期日のペイオフ関数を上回るはずである。よって

　 { }0,max);,( SEEtSp −≥

（プット・コール・パリティ）

　最後にコールオプションとプットオプションの

間に成り立つ関係式、プット・コール・パリティ

（put-call parity）について触れる。これはヨーロ

ッパ型アメリカ型その他の型にかかわらず成立す

る関係式である。

　それぞれ１単位の原資産 S とプットオプション

P を購入し、やはり１単位のコールオプション

C を売却する投資戦略 Пを考える。つまり

　 CPS −+=Π

満期日 T における Пの価値は

　 { } { }0,max0,max)( ESSEST −−−+=Π = E

となる。最後の等式は、 S > E となる場合、

S ≤ E となる場合のそれぞれを調べれば、確かに

E となることが分かる。やはり無裁定価格理論

より、現時点においては П =Ee–r (T–t)、すなわち

　 )(),(),( tTrEetSCtSPS −−=−+  （２－３）

これをプット・コール・パリティという。この関

係式から、例えばプットオプションの評価は対応

する満期日と行使価格が同じコールオプションの

評価から導かれることが理解される。
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　オプションを利用する

　ここでオプション取引の理想的な利用例を考え

てみよう。これは仮想的なもので、実際に行われ

ているわけではない。

　登場するのは稲作農家である。現在は田植えの

時期６月である。昨今頻発する異常気象に鑑み、

今年は冷夏になるのではないかとの疑念を抱いて

いる。あるいは昨年幸いにも台風の被害がなかっ

たので、今年あたりは台風に襲われるのではない

かと案じている。しかし一方で、これらの悪い予

想はことごとく外れ、今年も例年にまして豊作と

なるのではないか、という期待もある。気象庁の

長期予報は、経験上あまり当てにならないことは

分かっているが、今年の夏は例年並みの気温、台

風も少ないとのことである。

　この農家は、細かな世話をいとわず行い栽培技

術には自信を持っている。よって夏の天候不順で

全国的に不作となり、米価が上がる状況はそれほ

ど気にならない。むしろ、歓迎すべき夏の好天続

きとその結果としての豊作により、米価が値崩れ

を起こす方がより心配である。そこでこの農家は、

収穫予定米の一部を担保と考え、ある米の仲介業

者からプットオプションを購入した。あるいは別

の仲介業者にコールオプションを提供することに

した。原資産は米およびその価格であり、満期日

は収穫時の10月、ヨーロッパ型のオプションで

ある。もちろん、このような取引を実行してくれ

る業者が存在すると仮定しての話である。

　プットオプションは価格が下落したとき利益

を生む（in-the-moneyという）ため、この農家は、

米価が高騰した場合の利益を放棄する代わりに、

米価が値崩れした場合のリスクを軽減したことに

なる。オプションの利用法としては一種の理想で

はないであろうか。

　実は例として米を取り上げたのには理由があ

る。それは、江戸時代の大阪、堂島米会所では、

18世紀前半から今日の先物取引の原型が現れ、

1730年には幕府から公に許されたという（注２）。

江戸時代は、現在より天候に対して無防備であり、

天候を原因として米価が乱高下するリスクも大き

かったと想像されるが、当時の日本人はそのよう

なリスクに感性豊かに対処していたのである。そ

れなのに現在の日本で、商品先物取引に米が上場

されていないのは不思議といえば不思議である。

３．Black-Scholes方程式をめぐって

　方程式の導出

　Black-Scholes方程式は、オプション価格理論の

みならず、金融工学あるいは数理ファイナンス全

体を通じて著名な方程式である。しかしその導出

には、正確に行おうとすればItoの公式をはじめ

として多くの予備知識が必要である。ここでは、

前回までに述べたブラウン運動と二項モデルの考

え方を基にして、厳密性にはこだわることなく、

発想法を中心に導出を試みたい。

　基本となる変動モデルは、次の対数正規過程で

ある（注３）。すなわち原資産 S の確率過程が

　 )( dWdtSdS σµ +=  （３－１）

と与えられるとする。ここで μdt はdrift項で、考

えている期間での上昇傾向(μ > 0)とか下降傾向

(μ < 0)を表す。 σ はvolatility、dWはもちろん標準

ブラウン運動である。前回の二項モデルで触れた

ように、このモデルでは S が負の値になることは

（注２）　大阪証券取引所ホームページ（http://www.ose.or.jp）での取引所前史の記載を参照。

（注３）　なぜこの過程を対数正規過程と呼ぶかというと、（３－１）を書き直せば dWdtSd σσµ +







−=
2

)(log
2

とな

り、対数値が標準ブラウン運動の線形関数となるからである。
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ない。Itoの補題(dW)2 = dtを用い、さらに(dt)2,dtdW

などの微少項を無視すれば、（３－１）式の両辺

を二乗して

　 dtSdWSdS 222222 )()( σσ ==  （３－２）

が得られる。

　二項モデルのときと同じように、ヨーロピアン・

コールオプション C (S,t;E)を、原資産 S と債券 B

で複製しようと考える。つまり

　 BSC +∆=  （３－３）

ここで ∆は原資産を保有する単位であり、債券

B は、安全な利子率を r に対してdB = rBdtを満た

す。（３－３）式の変動を考える。詳しくは注に

回すが（注４）、結果は

　
rBdtdSdS

S
Cdt

S
Cdt

t
C +∆=

∂
∂+








∂
∂+

∂
∂

2

2

2
1

両辺において変動リスクを含む項、すなわちブラ

ウン運動を含む項は

　
S
C

∂
∂=∆  （３－４）

とすれば相殺されなくなる。このとき dt の係数

を取り出し、（３－３）式を用いれば

　
)(

2
1

2

2

SCrrB
S
C

t
C ∆−==

∂
∂+

∂
∂

S
CrSrC

∂
∂−=

整理するとBlack-Scholes方程式を得る。
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これを、ヨーロピアン・コールオプションの満期

条件 C (S,T) = max{S – E,0}の下で解くのである。

解くとは、方程式を満たす関数、すなわち方程式

の解を求めることを意味する。

　この導出において、（３－４）式 ∆ = ∂C/∂Sの計

算には、一瞬前の S の値を用いるとする。二項モ

デルでは１期間前の値を用いたことを思い出して

いただきたい。ポートフォリオを連続的に組み換

えるという動的ヘッジ（dynamic hedge）を行う

ことに対応する。今の場合は特にデルタヘッジ

（delta hedge）と呼ばれている。このようにして

自己充足的ポートフォリオの考え方を、連続変数

の場合に拡張したのである。

　Black-Scholes評価公式

　1973年に公表されたヨーロピアン・コールオ

プションに対するBlack-Scholesの評価公式につい

ては、既に、数理ファイナンス関連のありとあら

ゆる書物で取り上げられている。しかし結果の

み提示されることがほとんどであり、導出が述

べられている書物はそう多くない。理由の一つ

は、もちろんそこで用いられる数学が、どのよう

な手法で導くにせよ、ある程度の準備が必要なた

めである。導出まで丁寧に解説した蓑谷教授の好

著（2000年）や三浦教授の良書（2000年）は珍

しい部類である。ここでも詳しい計算は注に回

し（注５）、結果のみを述べておく。ヨーロピアン・

コールオプションの価格に対するBlack-Scholes方

程式（３－５）の解は

　 )()(),( 2
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1 dNEedSNtSC tTr −−−=  
で与えられる。ただし
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　ヨーロピアン・コールオプションに対する

Black-Scholes方程式の厳密解が求められたこと

は、問題が本質的に線形であったことが大きい。

方程式が線形であるとは、方程式を満たす解の和

やその定数倍もまた方程式を満たす解となるとき

にいう。微分方程式のうちでも最も基本的なもの

である。今の場合、Black-Scholes方程式に対して

うまく変数変換を行えば、第１回でも触れた標準

的な一次元熱方程式に変換される。この熱方程式

に対しては厳密解の公式が知られている。得られ

た厳密解を、逆に変換すれば評価公式となるので

ある。熱方程式への変換を最初に見いだした業績

は、やはり卓越した結果である。しかし一度分か

ってしまえば、変形そのものは日本の自然科学系

での学部演習の水準である。

　ともあれ厳密解は強い。基本となるモデルの対

数正規分布が、実務と合わないことは認識されて

いる。しかし他のモデルを用いれば、その場合は

非線形問題となることが多いが、このような厳

密解を導出することは一般にはあまり期待でき

ない。Black-Scholes評価公式が、基本的な結果と

して常に参照されるのは当然だろう。次章では

Black-Scholes方程式にまつわる非線形の問題を幾

つか取り上げる。

４．非線形の問題

　アメリカンオプションと自由境界問題

　Black-Scholes-Mertonによるオプション評価理

論が建設される当初から、アメリカンオプション

の評価問題は難しいことが認識されていた。特に

アメリカン・プットオプションには早期権利行使

の可能性があり、これが自然科学系においては非

線形現象における難問として知られる自由境界問

題（free boundary problem）に相当するからである。

　まずアメリカン・プットオプションには満期前

に権利行使する可能性があることを見よう。オプ

ションを現時点で権利行使したときのペイオフ関

数はmax{S – E,0}なので、オプションの市場価値

はこれを上回るはずである。しかるにプット・コ

ール・パリティ（２－３）より

　 ),(),( )( tScSEetSp tTr +−= −−

c(0,t) = 0なので、 S の価格が小さいときは、

t ＜ T ならばp(S,t)＜E – Sとなるのである。すな

わち、アメリカン・プットオプションは満期前に

権利を行使しなければ不利益なのである。

　さて、満期前に権利行使されることは、Black-

Scholes方程式を解くに際して新たにどのような

問題を引き起こすのだろうか。それは方程式が設

定される領域までもが未知量となる、という問題

である。満期前権利行使される点をS = Sf (t)とす

れば、これが新たに求めるべき未知関数となるの

（注５）　Black-Scholes方程式（３－５）に対して、まず変数変換 ),(),( ττ xuEetSC bax+= を行う。ただし、k = 2r/σ
2
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条件 C(S,T ) = max{S – E,0}に上の変数変換を行った結果得られた初期条件である。よって、空間一次元の

熱方程式に対する初期値問題に変換されたので、よく知られた基本解の方法を用いて解くことができる。

すなわち
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計算を実行し、元の変数へと逆の変換を行えばBlack-Scholes評価公式を得る。
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である。このSf (t)を自由境界という。下付きの添え

字 f はfreeに由来し、固定されていないという意

味である。アメリカン・プットオプションに対す

るBlack-Scholes方程式の解を求めるときは、プッ

トオプションの価格と共にこの自由境界の二つを

同時に見いだすことになる。このような問題を自

由境界問題という。典型的な非線形の問題である。

　自由境界問題は、そもそもは氷が解けて水とな

るような状況のモデル化として提出された。これ

をシュテファン（J.Stefan 1835-1893）問題という。

簡単のため一次元で考えると以下のようになる。

これを一相シュテファン問題という。

　長い筒状の容器に氷が詰められており、その一

端が熱源に接している（下掲図参照）。氷が解け

て水の領域と混在しているとする。その境界にお

いて、氷から水へと変化している。水の領域では

温度が未知関数となり、それは第１回で触れた線

形の熱方程式で記述される。水と氷との境界も未

知量の自由境界であり、ここにおいて熱のやり取

りがなされる。

　全体として、熱方程式、自由境界の位置、およ

び自由境界における熱のやり取りを意味する関係

式、これらで構成される非線形問題となるのであ

る。ちなみにアメリカン・プットオプションの問

題でも、自由境界において価格がなめらかに接続

される（smooth pasting）という条件が課される。

　自然界には、自由境界問題として設定される現

象が実に多い。例えば半導体の製造過程における

半導体の結晶成長では、成長する結晶界面の解析

は重要な問題であるが、それは自由境界問題とし

て定式化されることが多い。結晶界面が自由境界

であり、そこで反応が起こるのである。また、河

川のダムにおいて、貯水された水はダムの堤防に

染み込んでいくが、その現象も自由境界問題であ

る。染み込んだ水の表面が自由境界である。自然

現象の自由境界問題に関して、その数値解法と

共に解説された専門書として河原田教授の著書

（1989年）を挙げておく。ともあれ自由境界問題

は、このように自然現象では重要な問題であった

ため、自然科学から金融工学に取り組み始めた研

究者には、まずはこのアメリカン・プットオプシ

ョンの評価問題に興味を覚える者も多いようであ

る。そのためか現在でも、満期前行使境界近くの

価格の挙動を詳しく解析した研究論文などが公表

されている。

　取引費用を考慮した場合

　取引費用は、実務の上では極めて重要な問題で

ある。また実際に投資を行う場合も、取引費用は

意外に無視できない必要経費である。しかし金融

工学の理論においては、取引費用の取り扱いは大

変な困難を引き起こす。その大きな理由は、ポー

トフォリオの組み替えを連続的に行うという動的

ヘッジの考え方にある。ポートフォリオの組み替

えごとに取引費用が発生するとすれば、連続的に、

すなわち無限に小さい時間ごとに幾らか正の費用

が加算されるので、合計では無限の費用が必要と

なってしまう。これは明らかに不合理である。

　このような困難を回避しつつ取引費用を考慮す

るモデルとして幾つか提出されているが、その一

つにLeland［1985］によるものがある。その基

熱

　源氷 水 

 
自由境界  
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本的な考えは、０への極限を考えない微小な時間

間隔ごとにポートフォリオの組み替えを行う、と

動的ヘッジを変更するものである。これで無限

の費用になる矛盾を避けた。しかし結果として、

Black-Sholes方程式は非線形になる。その詳しい

導出は行わないが、非線形になる理由は、取引費

用が売買に伴って、すなわちポートフォリオ組み

替えのために資産を売却する場合でも購入する場

合でも、どちらでも加算されることにある。取引費

用は加算されるのみ、と一方向の影響なのである。

　取引費用を考慮した非線形Black-Scholes方程式

の解析に対しては数値解法と共に解説した拙論

（Ishimura and Imai［2008］）を挙げておく。われ

われのそれまでの研究をまとめたものである。

　Volatility変動モデル

　Black-Scholes評価公式において用いられている

変数や定数は、原資産 S 、現時点から満期日まで

の残存期間T – t、行使価格 E 、安全利子率 r 、そ

してvolatility σ である。このうちvolatilityが最も

厄介な定数である。実際、volatilityのみが前もっ

て設定することができず、何らかの手法により後

で求めることになる。主に次の二つの値がよく用

いられる。一つは、volatilityが、ブラウン運動モデ

ルでは変動の激しさを表す量であることに注意し

て、過去の時系列データの変動から推定したもの

である。このように求めた値をhistorical volatility

と言う。しかしこれは、推定期間により異なる値

となり得るし、また現在の評価に用いるには単な

る予測値を与えるに過ぎないものである。

　ほかにはimplied volatilityがある。これは、市場

で実際に取引されているオプションの価格に対し

て、逆にBlack-Scholes評価公式がそのような値と

なるようにvolatilityを求めたものである。このと

き、原資産 S 、残存期間T – t、行使価格 E 、安全

利子率 r の関数としてvolatility σ が与えられる。

別の述べ方をすれば、オプションの市場価格に

implyされたvolatilityということである。市場デー

タからimplied volatilityを計算する手法は幾つか開

発されている。

　さて、行使価格を横軸に、implied volatilityを縦

軸にしてグラフを描くと、通常は原資産 S の値

（at-the-money）を大体の底にした凸関数、つまり

原資産価格から離れるにつれimplied volatilityが大

きくなる現象が観察される。これをニヤリとした

口の形になぞらえてvolatility smileと呼ぶ。もち

ろんBlack-Scholes方程式では、グラフは水平直線

となることを仮定している。Volatilityが大きくな

れば評価価格も大きくなるので、市場ではat-the-

moneyから離れるほどオプションをより高く評価

していることになる。

　そこで、最初からvolatilityを原資産変動とは別

に与えられる確率過程とするモデルが考えられて

いる。幾つかの差異はあるが、これらのモデルを

総称してvolatility変動（stochastic volatility）モデ

ルという。やはり一般に方程式は非線形となり、

もはや厳密解は期待できない。このvolatility変動

モデルについては、例えばFouque et al.［2000］

を参照されたい。

５．終わりに

　まとめ

　今回は著名なBlack-Scholes方程式に関連する話

題を再訪した。まず、金融オプションに関して、

無裁定価格理論から導かれる各種評価を述べた。

正確な価格評価式には至らないが、オプションの

価値がとり得る値の範囲をある程度に絞ることが

できる。この部分は多くの教科書にも述べられて

いる。齋藤教授の名高い著書（2000年）のうち
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にも解説されている。

　次にBlack-Scholes方程式を導出した。ヨーロピ

アン・コールオプションに対しては、変数変換に

より空間一次元の熱方程式に変形でき、それは基

本解の方法を用いて解くこと、すなわち厳密解を

求めることが可能である。基本解の方法は、確率

過程論でのFeynmann-Kacの定理と同等の、偏微

分方程式論ではよく知られた手法である。ともあ

れ、偏微分方程式論の色合いが濃いBlack-Scholes

［1973］の、および確率過程の手法を最初に導入

したMerton［1973］の両原論文は、今でも重要

性を失っていない。

　最後にBlack-Scholes方程式の拡張、そのうちで

も非線形問題となるものを幾つか取り上げた。具

体的にはアメリカン・プットオプションの評価問

題、取引費用を考慮する問題、volatilityにかかわ

る問題である。これらの問題では困難さが急に増

し、厳密解が一般には求められない。ヨーロピア

ン・コールオプションに対する評価公式は、まさ

に幸運な厳密解であると言える。

　展望に代えて

　金融オプションに関するBlack-Scholes価格公式

は、既に歴史的な部類に属し、実用としては現在

ではもはや参考程度に過ぎないのかもしれない。

とはいえ、新しい領域に金融工学の考え方を応用

しようとする場合は、やはり基本的な内容であろ

う。これに対して、Black-Scholes方程式の学術上

の、特に非線形モデルの研究は今後もしばらくは

続くことになろう。とはいえその内容は、残念な

がら実務とは離れることも確実である。
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