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時変ベクトノレ自己回帰モデノレ

サーベイと日本のマクロデータヘの応用1）

中島上智・渡部敏明

　マクロ経済変数を分析する時系列モデルとして，時変ベクトル自己回帰（Tim帥arying　VAR）モデ

ルが注目されており，近年，様々な拡張が試みられている．本稿では，このモデルについて解説を行

うとともに，モデルの構造および実証研究における最近の展開について概観する．このモデルはマル
コフ連鎖モンテカルロ（Markov　chain　Monte　Caエ！o，MCMC）法を用いてベイズ推定することが多いの

で，そうした推定方法に関して詳しく説明する．また，日本のマクロデータを用いたモデルの推定結

果牽紹介するほか，予測精度を基準としたモデル比較を行う．
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　　　　　　　　　1、序論

　ベクトル自己回帰（Vectorautoregressive；

VAR）モデルは，2011年ノーベル経済学賞を

受賞したChristopherSimsの研究（Sims
（1980））を先駆けに経済時系列データの有力な

分析手法として広く用いられるようになった．

特にマクロ経済学では，経済の内生的なシステ

ムと外生的なショックを識別することにより，

経済理論の実証分析や金融政策の波及効果等を

定量的に分析するフレームワークとして定着し

た（例えば，LeepereCαム（1996），Chri§tiano功

αム（1999），照山（200ユ），宮尾（2006）を参照）．

これまで様々な拡張が議論されてきたが，近年

では，経済の構造や金融政策のスタンスが時期

によって変化するという考え方を基に，システ

ム内のパラメータが時間を通じて変化するとい

う構造を．加えた，時変VAR（Time－varying

VAR）モデルが従来のVARよりも柔軟性の高
いモデルとして注目を集めている．本稿では，

この時変VARモデルについて詳しく解説する

ほか，日本のマクロデータを用いた実証分析を

紹介する．

　まず，時変VARモデルが提案されるまでの

議論を概観する．従来のVARモデルは，その

推計の容易さもあって，経済理論の検証に有用

な手段として幅広く用いられてきたが，システ

ム内のパラメータが時間を通じて一定であると

いう仮定に疑問が呈され，様々なモデルの拡張

が試みられた．その背景には，人々の経済行動

および期待が変わることで，経済変数間の相互

関係も変化するという，いわゆる「ルーカス批

判」（Lucas（1976））がある．そのため，Canova

（1993），Sims（1993），Stock　and　Watson

（！996）等によって，VARモデルの係数がラン

ダム・ウォーク過程やマルコフ・スイッチング

モデル（KimandNe1son（1999））等に従って，時

間を通じて変化するモデルが開発された．

　Cog1eyandSargent（2001）はVARモデルの
係数がラン女ム・ウォークに従う，時変係数

（Time－varying　coefficient）VARモデルを用い

て米国のマクロデータの分析を行った．この論

文に対してSims（2001）とStock（2001）は，係

数だけでなく構造ショックの分散も時間を通じ

て変化している可能性を指摘した．もし現実に

係数もショックの分散も時変である場合，分散

を通期一定として係数のみを時変にしたVAR

モデルをあてはめると，分散の変動までも時変

係数で捉えてしまうこと．になり，推定値にバイ

アスが生じる可能性を示唆した2〕．この指摘に

応える形で，Cog1eyandSargent（2005）は時変

係数VARの構造ショックの分散に確率的ボラ

ティリティ（Stochasticvo1ati1ity；SV）モデルを

仮定し，米国データについて再推計した結果を

報告している3）．さらにPrimiceri（2005）が構

造ショックの同時相関のパラメータも時変にし

たことによって，今日よく用いられている時変

パラメータVAR（Time－varying　parameter
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VAR；TVP－VAR）モデルが確立する．

　構造ショックの分散に用いられているSVモ

デルは，元々，計量ファイナンスの分野で株価

や為替レート等の資産収益率の時系列データを

分析する際，2次のモーメントであるボラティ

リティが時間を通じて変化するモデルとして広

く用いられてきた（例えば，Ghyse1seCαム
（2002），Shephard（2005），渡部（2000）を参照）．

SVモデルはボラティリティを潜在変数とする

非線形状態空間モデルであるため，最尤法によ

る推計が困難である．代わりに，ベイズ推定法

の枠組みにおけるマルコフ連鎖モンテカルロ

（Markov　chain　Monte　Car1o，MCMC）法を用い

た研究が多い．TVP－VARにおいても，係数

だけが時変の場合はカルマン・フィルターを用

いた最尤法で推定できるが，構造ショックの分

散にSVモデルを仮定した場合は，Cog1ey　and

Sargent（2001．2005），Primiceri（2005）に倣っ

てMCMC法で推定することがほとんどである．

本稿では，MCMCによるTVP－VARモデルの
推定方法を詳しく解説する．

　本稿では，日本のマクロデータを用いて

TVP－VARモデルを推定するほか，予測精度

を基準としたモデル比較を行う．VARモデル

のパラメータを時変にすることに．よって，予測

精度がどのように向上するかを検討する、様々

な時変パラメータの組み合わせを比較すること

により，予測精度と時変パラメータの関係を分

析しているのが本稿の特徴である．

　本稿の構成は以†の通りである．まず，第2

節でTVP－VARモデルの構造について説明す

る．次に，第3節では，MCMC法を用いた
TVP－VARモデルの推定方法について解説す

る．第4節では，時変VARモデルの最近の展

開について説明する．さらに，第5節では，日

本のマクロデータを用いたモデルの推定結果お

よび予測精度を基準としたモデル比較を紹介す

る．最後に第6節で本稿のまとめを行うととも

に今後の発展について述べる．

　　　　　2．TVP－VARモデル

　ここでは，Primiceri（2005）によって提案さ

れたTVP－VARモデルを説明する．為個の変
数をψ＝（V・1，…，吻）’として，次のラグ次数∫

のVARモデルを考える．

研　　究

　　　ψ＝⑭十五1〃一1＋…十”、必一、十ψ，　（1）

　　　吻～jV（0，Ω圭），　オ＝∫十1，…，n．　（2）

ここで。｛は（后×1）の時変定数項ベクトル，

且、は（后×尾）の時変係数行列（｛＝1，…，∫），ψ

は（后×ユ）の誤差項ベクトルである．誤差項ψ

は，（2）式の通り，平均0，時変共分散行列Ω’

の冶変量正規分布に従うと仮定する．時変共

分散行列Ω；は，通常，コレスキー分解によっ

て次のように展開される．

　　　　　　Ω’＝■4「1Σ＝Σ；ノr1’．　　　　　　（3）

ただし，んは対角成分が全て！の（尾×尾）の

下三角行列

一一

il1二二ニ∵

また，Σ’は（后×后）の対角行列

・一 i∵）

；／

である．σ婁は変数ゼの構造ショックの時変分

散，α桝は変数ゴの構造ショックが変数4に与

える時変同時相関のパラメータである．式を見

やすくするために，定数項と係数を横に並べた

行列1Ω，丑。＝，…，凪一の各要素を行ごとに一列

に並べた（后（！＋∫后）×1）ベクトルをβ’とおく．

また，これに対応するようにXFム⑳（1，ψニュ，

…，此且）と定義すると（ただし，ムは后×后の単

位行列，⑧はクロネッカ⊥積），（！）一（3）式は，

次の式に書き換えられる．

　　　　　　ψ＝X’β＝十λr1Σβ，，　　　　　　　（4）

　　　　　　　e壬～W（0，∫昆）．　　　　（5）

ここで，eF（eユ’，…，e苗’）’は基準化された構造

ショックである．

　次に，時変パラメータの時系列構造を仮定す

る．んの下三角成分を行ごとに一」列に並べた
ベクトルをαF（α21土，α舳，∂棚，α41，，…，伽，由＿L’）∫

とおき，Σ’の対角成分を加＝1Ogσ婁と変換し

た上で一列に並べたベクトルを
尻F（乃。f，…，加）∫と定義する、TVP－VARモデ

ルにおける時変パラメータは（β’，吻，尻’）であり，

多くの場合，次のランダム・ウォークに従うと

仮定される．

　　　　　　　β仲、＝β’十m肋，　　　　　　　　　（6）
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　　　　　　　α’十1＝α’十m刎，　　　　　　　　　（7）

　　　　　　　尻’十ユ＝尻’十ω〃．　　　　　　　　　（8）

ただし，　（4，ω島，mらf，mω’～N（0，diag（ム，Σβ，

Σ切，Σ施））と仮定する．ここで，diagは引数の

行列が対角要素に並ぶ行列を表わす、

　ここで5つの留意点を述べる．1点目は，

（3）式のコレスキー分解がVARのショックの

識別方法としてのリカーシブ制約（Sims
（1980））に相当することである．リカーシブ制

約はその使いやすさから多くの文献で用いられ

ているが，Christiano勿αム（1999）等で指摘され

ているように複雑な経済理論に基づいた構造シ

ョックの識別を目的とする場合は，んに別の

形の制約が必要となる．以下で述べるTVP－

VARモデルの推定方法は，んに下三角行列の

制約以外の仮定をおいた場合でも適用可能であ
る4）．

　2点目として，（6）一（8）式において，時変パー

ラメータが非定常なランダム・ウォークに従う

と仮定している．定常な白日回帰（AR）過程を

考えることも可能であるが（例えば，Nakajima

and　West（20ユO））；多くの文献がランダム・ウ

ォークを仮定している理由として，ARモデル

よりもパラメータ数を節約できることが挙げら

れる、また，定常AR過程は定常値のまわりで

パラメータが変化していくのに対して，ランダ

ム・ウォークは非定常であるため，非再帰的な

経済あ構造変化（例えば，別の均衡点へのレジ

ーム・シフト）を．捉えるのに適しているとも考

えられる．もちろん，推計データの期間におい

て，ある定常的な経済モデルを想定している場

合は，定常過程に従う時変パラメータを用いた

方が整合的かもしれない．定常，非定常パラメ

ータの違いを具体的に調べた論文は筆者の知る

限り見当たらないが，モデルのあてはまりや予

測精度における比較は興味深い論点である．

　3点目として，共分散行列（Σβ，Σ。，Σ品）は，

推定を効率的にするためそれぞれに対角行列を

仮定する場合もある．特に，β，の次元（尾（1＋

∫々））が高い場合，Σβの推定が不安定になる可

能性もある．N荻ajimaθCα五（2011）では，Σβを

一般的な行列としても，対角行列としても結果

はあまり変わらないと報告している、また，後

述のようにΣ免はSVモデルの推定方法によっ

て対角行列を仮定した方が推定が簡単になる場

合がある．この点についてNakajima（2011a）は，

結果の違いはわずかであると報告している．

　4点目は（Σβ，Σ。，Σ免）の事前分布に関する留

意点である．以下，推定方法を簡単にするため

にΣ切およびΣ比を対角行列と仮定し，それぞ

れ｛，プ番目の対角成分を〃島，m島とおく．本稿

では，次の事前分布を設定する、Σβ～∫π（m。，

S。），m2｛～∫G（〃。。／2，篶。／2），m島～∫G（吻。／2，

”o／2）．ただし，∫Wは逆ウィッジャート（In－

verse　Wishart）分布，∫Gは逆ガンマ（Inverse

Gamma）分布を表わす．これらの事前分布によ

り，時変パラメータの時間を通じた動きの度合

いが，データから得られるモデルの整合性と合

わせて決定される．TVP－VARモデルの推定
では，β’，吻，伽にどの程度の動きを許容するか

がショックの識別において重要である．βfに

大きな動きを許容して，ψと伽にほとんど動

きを許容しなければ，データのほとんどの動き

をVARの定数項やラグ係数の変動で捉えるこ

とになる．極端な場合，夙に含まれる定数項①

が挑のほぼ全ての変動を吸収してしまう可能

性もある．．これらの調整はデータの構造やラグ

次数によって区々である上，一概に最適な方法

はないが，β圭にある程度ゆるやかな動きを許

容するのが現実的かもしれない、特に，定数項

Qの動きには相対的に小さい分散を仮定する方

が望ましい、

　5点目として，時変パラメータの初期値の事

前分布については次の正規分布を設定する．
β、十1～jV（μβ。，Σβ。），　α、十1～jV（μ。。，Σ。。），・ゐ、十1～

N（μ免。，Σ免。）とおく．この事前分布の平均と共

分散行列にどのような値を設定するかは，主に

2通りの方法がある．1つ目の方法は，データ

セットを事前データと本推計データに分けて，

事前データに通常の固定パラメータVARモデ

ルをあてはめた推定値を用いて事前分布を構成

する．例えば，Primiceri（2005）は，τ＝！95の

四半期データから最初の40四半期（10年分）を

事前データ，残りn＝155を本推計データに分

割しており，事前データに固定パラメータ

VARモデルをあてはめて得られた推定値βoお

よび共分散行列の推定値γ（β。）を用いて，

β、。1～N（βo，4γ（βo））と設定している．つま

り，本推計の時変係数の初期値は，それ以前の

10年間の平均的な係数β’（≡β）の値に近いだ
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ろうという考え方である．ただし，共分散行列

に4を掛けて（この数字自体に根拠はないが），

ある程度幅を持たせている．もう一つの方法は，

十分にフラットな事前分布を設定する方法であ

り，Nak到ima　eCαム（2010），Nak幼ma（2011a）

等で使われている．例えば，Nakajima助泓
（2010）では，β、。。～N（0，10∫）と仮定している．

パラメータのスケールに関して事前の情報がな

いため，大きめの分散を設定している．両者を

比較すると，前者の方法は本推計データの直近

までのデータの情報を使うため確実な方法であ

るが，データの期間数が限られるときは事前デ

ータが確保できない状況もあるかもしれない．

また，事前デー一夕を確保できたとしても，その

期問が短いときは固定パラメータVARモデル

の推計値が不安定になる可能性がある．後者の

方法は事前データセットを必要としない上，フ

ラットな事前分布を置くため恣意的にならなく

てよいが，乃∫。。の事前分布が十分にフラット

でない場合は推定が不安定になることもあるの

で注意が必要である．この事前分布に関する議

論については，Primiceri（2005），Koopand

Korobi1is（2010）も参照されたい．

　　3．TVP－VARモデルのベイズ推定

　本節では，TVP－VARモデルの推定方法を

解説する．TVP－VARモデルは時変パラメー

タとして潜在変数の個数が多く，構造ショック

の分散が非線形なSVモデルに従っているため，

最尤法による推定が困難である5〕．このため，

ほとんどの場合，ベイズ推定法の枠組みにおけ

るMCMC法が用いられる．モデルの事後分布

からパラメータの確率標本を乱数発生させて，

得られた標本を基に統計的推測を行う．

MCMC法は1回前にサンプリングされた値に
依存させて次のサンプリングを行う方法の総称

である（MCMC法について詳しくは，Koop
（2003），GamermanandLopes（2006），中妻

（2007），伊庭他（2001），和合（2005），小西他

（2008）等を参照されたい）．

　まず，〃＝｛ω仁1，β＝｛β’｝仁、。1，α＝｛α〃三。。1，

尻＝｛尻〃一、。ユ，ω＝（Σβ，Σ皿，Σ免）と定義する、デ

ータψが得られたときのTVP－VARモデルに
おける同時事後確率密度関数π（β，α，尻，ω1〃）

からの確率標本は，MCMC法を用いたサンプ

研　　究

リングによって得ることができる．サンプリン

グの詳細についてはNakajima（2011a）が詳し

い。）．以下，各パラメータのサシブリング方法

を概観する．

3．1βのサンプリング

　β1を潜在変数とする以下の状態空間モデル

を考える．

　　ψ＝X’β’十ノr工Σβ＝，　C＝∫十1，…，一n，

　　β；十1＝β｛十m碗，　C＝∫，…，n－1．

ただし，β、＝μβ。，ωβ、～W（0，Σβ。）である．線形

で誤差項が正規分布の状態空間モデルであるた

め，deJongandShephard（1995）やDurbinand

Koopman（2002）によって提案されたsimu1a－

tionsmootherを用いてβをサンプリングする

ことができる7）、簡単な方法としては，βV≡

｛β、1τ≠c｝を条件として，β’をその条件付事後

分布β一βv，α，尻，Σβ，〃から芹∫十1，…，nの順

にサンプリングすることは可能であるが，
simu1ationsmootherを用いて（β、。。，…，β弼）を

その同時条件付事後分布β1α，尻，Σβ，〃から一

度にサンプリングする方が効率的であることが

知られている、

3．2αのサンプリング

　αのサンプリングも同様にSimu1ation
．smootherを用いるため，吻を潜在変数とする

状態空間モデルを考える．⑰＝〃rx励と定義

し，その壬番目の成分を砺と表記する．また，

　　　　　　O　…

　　　　　グ1主00…

　｛　　　Oす1’92＝O…
　x三一
　　　　　　00091i…
　　　　　　　　　　　　　0　…

　　　　　　O…　　　091’…

と定義すると，次の式を得る．

　　蔵＝X〃＝十Σβ，，　　C＝∫十！，・・，n，

　　吻十1＝α＝十m刎，　C＝∫，…，m－1．

ただし，α、＝μ。o，m伽～N（0，Σ、o）である．こ

の式は線形ガウス状態空間モデルであるため，

simuIationsmootherを用いてαをサンプリン

グする．なお，んが下三角行列でないような

識別条件を仮定する場合，上の元の定義式に

おけるグ胆の配置を変えることによって，この
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アルゴリズムがそのまま適用可能である．　　　　乱数を表し，int1・1は整数部分を表す、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　MCMC法のアルゴリズムにおいて，ブロック

3．3尻のサンプリング

　SVモデルに従う潜在変数万の条件付事後分

布からのサンプリング法としては，んに関し

て線形ガウス状態空間モデルで表現できないこ

とからsimu1ation　smootherを直接適用するこ

とができない．そこで，主にsing1e－movesam－

p1er，mu1ti－move　samp工er，mixture　samp1erの3

つがしばしば用いられる．mu1ti－move（b1ock）

samp1erはShephard　and　Pitt（1997）および

Wata皿abe　and　Omori（2004），0mori　andWata－

nabe（2008）によって，mixture　samp1erはKim

eCαム（！998）およびOmori　eCα五（2007）によって

それぞれ提案された方法で，Sing1e－mOVe　Sam－

p1erよりも効率的であることが知られている．

（詳しくは，渡部（2000），大森・渡部（2008）等

を参照されたい）．Primiceri（2005）はΣ免に一

般的な行列を仮定し，Kim　e広αム（ユ998）のmir

ture　samp1erを用いている．Mixture　samp1er

は尻の条件付事後分布を近似した密度関数か
らサンプリンー Oする．その近似は非常に精密で

あることが知られており，その近似誤差を修正

することも可能であるが，mu1ti－move　sampler

を用いれば元の条件付事後分布から直接サンプ

リングできる、本稿では，Nak帥maeCo工
（2011），Nakajima（2011a）に倣って，尻の推定

にmu1ti－movesamp1erを用いる．

　妨，舳をそれぞれベクトルん砺とψの主番

目の要素と定義すると，次の式が得られる．

　　　　　　μ差＝exp（松ノ2）e甜，　　　　　　　　（9）

　　　　　　　ゐ圭，f＋1＝ゐ主f＋m此批，　　　　　　　　（10）

　　　　　（二1）一心（1ふ））（11）

ただし，m〃、～N（O，m島）であり，m島はΣ免。の

～番目の対角成分である．いま，（伽，、十1，…，伽閉）

全体をK＋ユ個のブロックに分割し，任意のブ
ロックを（伽，（句．1。、〕，…，ん，昆j）と表す．ただし，

プ＝！，…，K＋1，后。＝∫，加十1＝〃である．ブロッ

クの分割方法は，例えば，ShephardandPitt

（1997）が提案しているstochastic　knotsという

方法があり，プ＝1，…，Kに対して島＝int［（m一

∫）（プ十α）／（K＋2）1＋∫と定める．ただし，

ひは区間［O，！1で定義される一様分布からの

の節目である（冶、，…，后K）を毎回ランダムに決

めることにより，サンプリングの効率性を高め

ることができる．このようにして各ブロック
（ん，（毘ゴー1＋1〕，…，払，昆j）をノ＝1，…，Kの順に，それ

以外の和および他の潜在変数を条件付けした

事後確率密度関数からサンプリングする．この

アルゴリズムをゴ＝1，…，是に対してそれぞれ行

う．具体的なサンプリング方法については，

N永ajima（201！a）のAppendixA．2を参照され

たい、なお，Σ免を対角行列でな．く一般の共分

散行列と仮定した場合でも，アルゴリズムはや

や複雑になるがmu1ti－move　samp1erが適用可

能である（OmoriandWatan尋be（2008）を参照）．

3．4ωのサンプリング

　βが与えられたときめΣβの条件付事後分布

は，Σβ1β～∫W（ガ，S）となる．ただし，ガ＝mo

＋n一∫一1，S－1＝Sr1＋Σ仁呈十。（β三十。一β’）（β’十。一

β’）’である．次に，γ∈｛α，尻｝について，αお

よび尻が与えられたときのm品の条件付事後分
布は，〃呉1γ～∫G（βγ／2，γγノ2）となる．ただし，

6γ＝〃γ。十n1－！，γγFγγ。十Σ㌘；｛。、（γ｛，’。。一

γ批）2である．

　　　41時変VARモデルの最近の展開

　Primiceri（2005）によりTVP－VARモデルが

確立されるまでの経緯は第1節で概観したか，

本節ではその後の時変VARモデルによる分析

例やモデルの発展について，いくつかのカテゴ

リに分けて紹介する．

マクロ経済理論と実証分析

　近年のマクロ経済学における大きな論点の1

っとしてGreat　Moderationがある．例えば，

米国のマクロ経済であれば，失業率やインフレ

率といった変数の動きをユ965年から1980年の

間とそれ以降の約20年間で比べると，後者が

前者の期問に比べて安定している、その原因と

して，様々な理論が展開されているが，実証分

析の枠組みでは大きく分けて2つの可能性が指

摘されている．1つは，経済システムに加わる

外部からのショックの大きさが小さくなったこ

とである．これは通称，“Good1uckの要因”と
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も呼ばれる．もう1つは，経済変数間の連関性

の変化，特に金融政策のスタンスが変化したこ

とである．これは前者に対して，“Good　po1icy

の要因”と呼ばれる．この論点に対して，

TVP－VARモデルを用いると，データの変動

の安定化は，ショックのボラティリティに当た

るんの低下によるものなのか，あるいは，経

済変数間の連関性に当たるβfや吻の変化によ

るものなのか，という問題として検証すること

ができる．TVP－VARモデルを用いた実証研

究として，米国のデータを用いたものにBe－

natiandSurico（2008），英国のデータを用いた

ものにBenati（2008）がある．どちらの論文も

“Good1uck”を支持しており，経済システムに

加わるショックの大きさが以前に比べて小さく

なったことにより経済の予見性が高まったこと

がGreat　Moderationの要因であると主張して

いるが，その他の論文も含めて議論が続いてい

る、この論点のように，経済変数間の構造変化

について様々な検証ができるという点において，

時変VARモデルは有益な計量モデルといえる．

　TVP－VARモデルを用いた日本の実証分析

として，NakajimaθCαム（2010，201ユ），Franta

（2011）等がある．NakajimaθCα五（2010）は日本

銀行が行ったゼロ金利政策および量的緩和政策

におけるコミットメントの効果について，様々

な期待代理変数を用いることにより，政策前後

で実体経済変数と期待代理変数の連関性がどの

ように変化したかを議論している．Nakajima

材α五（20u）は，日本のマクロ経済変数にTVP－

VARモデルをあてはめた結果，1980年代から

2000年代にかけての約30年間で変数問の連関

性に大きな変化があったことを示している．ま

た，固定パラメータVARモデルや一部のパラ

メータを時変にした準TVP－VARモデルに比

べて，全てのパラメータが時変であるTVP－

VARモデルの方が周辺尤度（margina11ikeli－

hood）が高く，データのあてはまりがよいこと

を報告している．別の観点から，西崎他（201ユ）

はTVP－VARモデルを利用して時変パラメー

タ・フィリップス曲線を推計している．具体的

には，TVP－VARモデルを推定した後，TVP－

VARとフィリップス曲線の期待形成プロセス

をマッチングさせることによって，フィリップ

ス曲線の時変パラメータを推計している．

研　　究

符号制約

　固定パラメータVARモデルで議論される分

析手法が時変VARモデルにも応用されている．

VARモデルではショックを識別するために，

構造ショックによって各変数が正と負のどちら

に動くかという理論的制約を加えることが可能

であり，符号制約（Sign　reStriCtiOn）と呼ばれて

いる（Uh1ig（2005）等）．TVP－VARモデルは各

時点において異なるインパルス応答が得られる

ため，全ての期間における符号制約だけでなく，

個別の期間における符号制約を課すことが可能

になる．例えば，金融緩和ショックに対して，

生産は全期間において2期以上の上昇，マネタ

リーベ一スはある一定の時期のみ1期問以上の

上昇，といったような制約を課すことができる．

　ただし，符号制約を課すためには推計方法の

修正が必要である．原理的には，時変パラメー

タが符号制約を満たす場合にのみ正の値をとる

指示関数（indicatorfunction）を事前分布に加え

ればよいが，時変パラメータの推計にsimd1a－

tionsmootherを用いるため，このアルゴリズ

ムに直接制約を加えることは難しい．単純な方

法としては，MCMCで時変パラメータを発生
させる度にインパルス応答を描いて符号制約を

満足すかどうか確認し，満たさなければそのサ

ンプルを棄却し，制約を満たすまで繰り返しサ

ンプルを発生させるという方法が考えられる．

ただ，この方法では，データや制約条件によっ

ては，棄却率が高くなることにより計算負荷が

増加する．そこで，ショックと同時点の相関関

係を表す行列んに回転行列を掛け合わせるこ

とによって，基準化された構造ショックを符号

制約を満たすショックに変換する方法が提案さ

れている（例えば，Baumeister　and　Benati

（2010），Franta（20ユ1））．．実証例として，Cano－

vaand　Gambetti（2009）は符号制約付きTVP－

VARモデルを米国データにあてはめた結果を

報告している．また，Baumeister㎜dBenati

（20！0）も符号制約付きTVP－VARモデルを用

いて，最近の金融危機においてイールドカーブ

を緩やかにする政策が経済にどのような影響を

与えたかをユー口地域，米国，英国，日本のデ

ータで検証している1

　他の論点として，VARモデルは係数の推定

値によって発散的な（exp1osive）システムにな
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ってしまうことがあり，経済データを分析する

上では好ましくない性質としてそのような解を

排除することが多い．TVP－VARモデルにお

いても同じことが言える（CogleyandSargent

（200ユ））1係数は時間を通じて変化するため，

厳密には各時点において係数β’が発散解であ

るかどうかをチェックする必要がある．ベイズ

推定の枠組みでは，符号制約と同様に，そあよ

うな発散解となる係数の値について密度がゼロ

となる事前分布を置けばよい．ただ，通常の

simu1ationsmootherを用いた係数のサンプリ

ングでは全ての係数（β苫。ユ，…，β囲）をサンプリ

ングしてから個々の係数について発散解がどう

かチェックし，1つでも発散解があればそのサ

ンプル全体を捨てて，全ての係数が発散解でな

いという条件を満たすまでサンプリングを続け

なければならない．この計算負荷を軽減させる

ため，Koop　and　Potter（2011）は発散解を排除

する条件を入れた制約付きフィルタリングを開

発し，実証例を紹介している．

時変パラメータの検証

　TVP－VARモデルにおいては全てのパラメ

ータが時間を通じて変化すると仮定されている

が，実際のデータにあてはめた場合，その仮定

が正しいかどうか（モデルのあてはまりがよく

なるのかどうか）を検証している研究がいくつ

かある．例えば，NakajimaeC〃（20ユ1）は調和

平均（Harmonic　mean）法により固定パラメー

タVARとTVP－VARモデルの周辺尤度（Mar－
gina11ike1ihood）を計算，比較することにより，

日本のマクロデータにおいて後者の方があては

まりがよいと結論付けている．また，D’Agos－

tinoeCα五（2012）は米国のマクロデータを用いて

予測精度を検証しており，TVP－VARモデル

が単純なランダム・ウォークモデルや固定パラ

メータVARモデルに比べて予測精度が高いこ

とを報告している．

　パラメータが時変かどうかをベイズ推定の一枠

組みで検証する方法として，Koopefα五（2009）

は時変パラメータの状態方程式をγ｛，f。エ＝γ｛汁

λ舳，ただしγ∈（β｛，α壷，ω，ん∈（O，1）と仮定す

ることにより，λF0であれば固定係数，ん＝1

であれば時変係数となる混合分布を提案してい

る．これは誤差項がゼロかゼロ以外の値を取る

というマルコフ・スイッチングモデルに相当す

る．米国のマクロデータを用いた実証分析では，

（β，α，ゐ）の全てが時変であり，その中でも特

にβとゐの時変性が重要であるという結果を

報告している．さらに，Chan　eCα五（2010）は上

式のんをんと置き換えて，各時点で時変であ

るかどうかを検証するモデルを一変数の回帰モ

デルで提案しており，TVP－VARモデルヘの

応用も可能であると考えられる．

　VARモデルは変数やラグ次数が増えるにつ

れて係数の個数が飛躍的に増えてしまい，推定

の不確実性も高まると考えられる．そこで，

GeorgeeCα五（2008）やKorobi1is（2008）はベイズ

推定における確率的探索変数選択法（Stochas－

ticsearchvariab1ese1ection；イ列えば，George

a血d　McCu11och（1997），C1yde　and　George

（2004）等を参照）を固定パラメータVARの係

数に適用している、具体的には，各係数（ろ1と

おく）の事前分布として，π（ω＝ψ圭δ。（ω十（1

一が）∫w（0，τ2）とおく．ただし，O＜伽＜1，∫」v

は正規分布の密度関数，およびδ。（ろ壷）はディ

ラックのデルタであり，ろFOでのみ密度をも

つ関数である、π（ろ｛）は確率がでゼロ，確率

（！一力1）で正規分布にしたがう混合分布である．

VARモデルにおいて各係数を入れるか入れな

いかという全てのモデルを考えてモデル選択す

ることは不可能に近いが，このような事前分布

を設定することにより，効率的にモデル選択を

することができる．Korobi1is（2010）はこの方法

をTVP－VARモデルの時変係数に適用し，各
時変係数一（β打，…，β｛荊）がモデルに含まれるかど

うかというモデル選択を議論している．また，

時変係数（β杜，…，β主刑）が推移する中でそれに関

連するパラメータに構造変化が起こる可能性の

あるモデルも提案している．

ゼロ金利制約

　NakajimaeCαム（201！）やNakajima（2011a）で

言及されているように，日本のマクロデータを

用いた分析で，短期金利がゼロに近くなる期間

を含む場合，通常のTVP－VARモデルではこ

のゼロ金利期間中も短期金利に関するパラメー

タが動いてしまうことになり，現実的ではない

という指摘が考えられる．IwataandWu
（2006）は，固定パラメータVARについて，潜
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在金利（imp1iedinterestrate）という変数を導入

してトービット（Tobit）モデル型の非線形な関

数を考えた．そこで，Nakajima（201ユb）はこの

Iwata　and　Wu（2006）のトービットモデル型変

数をTVP－VARモデルに応用し，ゼロ金利期

問を含む日本のマクロデータで推計した．通常

のTVP－VARモデルと比較すると，短期金利

に関して構造ショックのボラティリティが十分

に小さく推定されることから，金利に関するイ

ンパルス応答以外はほとんど差異がなく，通常

のTVP－VARモデルでもゼロ金利期間を含む

ことによるバイアスはほとんどないと結論付け

ている、

　このような非線形性をTVP－VARモデルに

取り入れた研究がいくつかある．Nakajima
and　West（20！0）は時変パラメータ（の絶対値）

がある潜在的な閾値（1atentthresho1d）より小さ

くなったとき，観測方程式におけるそのパラメ

ータの値がゼロになるというモデルを提案して

いる．具体的には，TVP－VARモデルの時変
係数をろ1Fβ11∫砧と定義して，β趾は式（6）のよう

なランダム・ウォークやAR（1）モデルに従う

潜在変数とし，∫批＝∫11β批1≧洲とモデル化し

ている．ただし，η・1は括弧内の条件が満た

されれば1，そうでな一ｯればOとなる指示関数，

心は閾値である．各時変パラメータが，ある期

問はゼロ，それ以外の期間は閾値以上の値を動

くというモデルになっており，被説明変数を説

明するのに統計的に寄与していないラグ変数を

各時点で除くことができ，推定の不確実性を減

らすと同時に，予測の精度を上げることを米国

および日本のマクロデータを用いて示している．

また，日本のデータのゼロ金利期間には関連す

る時変パラメータがギロとなることにより，そ

の期間は短期金利の効果がゼロになるようなイ

ンパルス応答が得られる．

　また，Franta（201ユ）は，前述の符号制約付

きTVP－VARモデルを用いて同じようなゼロ

金利時期の政策について分析レている．ゼロ金

利政策時期および金利がゼロに近い時期におい

て，金融緩和ショックに対するマネタリーベ一

スの応答は1四半期以上の上昇を仮定するほか，

コールレートについては，ゼロ金利政策時期に

5bp（べ一シスポインド）以下の下落，量的緩和

政策時期に1bp以下の下落，金利がゼロに近

所　　突

い時期に50bp以下の下落を仮定して推定を行

っている．

TVP－FAVAR
　VARモデルの発展形として，BernankeeC

αム（2005）によって提案されたFactorau－

gmented　VAR（FAVAR）に時変パラメータの

仮定を加えたTVP－FAVARモデルがKorobi－
1is（2009），Baumeister　eτα五（2010），Mumtaz

θCαム（2011）一によって提案されている．これらの

論文は米国のデータで数百の系列を用意し，そ

こから抽出される3～6個のファクター（factor；

因子）と政策金利の構造変化をTVP－VARによ

って計測している．なお，ファクターと数百の

系列の連関も時変パラメータを用いてモデル化

されている（詳しくはKoop　and　Korobi1is

（2010）を参照されたい）．Moussa（2010）は

TVP－FAVARモデルを日本のデータに当ては

めて，日本銀行によって行われた量的緩和政策

の生産や物価に与えた影響について従来の実証

研究よりも大きな効果があったと主張している．

類似の研究として，Mumtaz　and　Surico（2009）

やBianchieCαム（2009）は，イールドカーブを3

つの因子で表わすネルソン・シーゲル（Ne1son－

Siege1）モデル（NelsonandSiege1（1987），

Diebo1deCαム（2006））をTVP－FAVARの枠組み

に応用し，前者は米国のデータ，後者は英国の

データをそれぞれ分析している．

TVP－VECM
　また，別の発展系として，Koop　eCα五（201ユ）

がベクトル誤差修正モデル（VeCtOr　errOr　COr－

rection　model；VECM）に時変パラメータの仮

定を加えたTVP－VECMを提案している．ラ
グ係数だけでなく，共和分を表わすパラメータ

も時変にすることによって，自由度の高いモデ

ルとなっているのが特徴である．彼らは，この

モデルを英国の短期金利とインフレ率の2変数

データに適用しており，フィッシャー効果
（Fisher　effect）の有無を検証している、推定の

結果，1970年代の数年間にフィッシャー効果

が示唆されるが，それ以外のほとんどの時期で

確認さ札なかったと結論付けている．
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図1．日本のマク□データ（上段）とTVP－VARモデルによって推定された構造ショックの分

　　散（下段：δターexp（ω）．データは，消費者物価指数（力）．GDPギャップ（”）．金利ギャ

ップ（主），名目実効為替レート（召）．
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5．1データと事前分布

　本節では，TVP－VARモデルを第3節で解
説したベイズ推定法により日本のマクロデータ

に応用する．推定に用いたデータ（四半期べ一

ス）は，消費者物価指数（力），GDPギャップ（”），

金利ギャップ（｛），名一目実効為替レート（e）の4

変数である．消費者物価指数（総合除く生鮮食

品，季節調整済み）は前年比．をとってインフレ

率とし，GDPギャップは日本銀行作成系列，

金利ギャップはコ．一ルレート（オーバーナイト

物）にHPフィルターをかけた趨勢の動きから

の対数乖離を用いた．また，為替レートは前期

比を用いた8）．期問は1977年第I四半期から

2007年第1V四半期までを推定に用いた．図1

に時系列プロットが描かれている、モデルの

VARショックの識別には2節で説明したコレ

スキー分解を用いており，ψの変数の順序は

上で説明した順である．物価は他の同時点の変

数の動きにあまり左右されず，また，金融政策

決定の情報には実物変数の動きが考慮されると

仮定し，コールレートを物価やGDPギャップ

よりも内生的な変数として識別している．為替

レートは経済変数の動きに敏感に反応するため，

最も内生的で他の全ての変数に同時点で反応す
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ると仮定している．

　ラグ次数を1から5まで変えてモデルを推定

し，周辺尤度（margina11ike1ihood）を計算した

ところ，ラグ次数3のときに最大となったため，

以下の結果はラグ次数3のモデルについて報告

する9〕．事前分布は次のように設定した．Σβ～

∫π（100，O，1∫），〃i｛～r（2，0，01），m島～r（2，

O．01），吻。、～N（0，10∫），尻、。、～川0，100∫）、

時変パラメータの分散については，β＝が比較

的緩やかに推移する一方，ψとんには相対的

に大きな動きを許容しているといえる．時変パ

ラメータの初期値に関しては，フラットな事前

分布を設定している．MCMC法による推定は，

稼動検査（burn－in）期問として最初の5，000個を

捨てた後，50，OOO個のサンプルを発生させた10）．

5．2　時変パラメータの推定結果

　図1の下段には構造ショックの分散，つまり

σ墓＝exp（加）の推定値が描かれている．実線が

事後平均，点線が事後平均から±1標準偏差の

幅をもつバンドである．物価は1970年代末の

第二次石油危機を主因としてボラティリティが

高まっている．その後は，．比較的安定している

よう・にみえるが，2000年代に入ってからのデ

フレ化の状況で事後標準偏差が大きくなってお

り，VARのシステムで捉えきれないシ目ック
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図2．∬ユの推定値．事後平均（実線）と土1標準偏差のバンド（破線）．
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のボラティリティが上昇していた可能性がある．

GDPギャップのボラティリティは！980年以降，

低下してきている．金利の動きをみると，1980

年代に2度の大きな金融政策ショックが推定さ

れている．また，1990年代後半からはゼロ金

利政策，量的緩和政策によりボラティリティは

ほぼゼロに近づいている．為替レートは他の変

数に比べてボラティリティの水準が高いが，

1970年代末，80年代末，90年代末にそれぞれ

ボラティリティあ上昇がみられる．

　次に，図2はショックの同時点相関である

∬ユの事後平均および事後平均から±1標準

偏差の幅をもつバンドを描いたものである11〕．

いずれの同時点相関も標準的な経済理論どおお

むね整合的である．特に，金利ギャップヘの波

及経路である，あ’（力→ゴ）どる（”→圭）は！980

年代と1990年代に変化がみられる．

　次に，TVP－VARの推定値から得られるイ

ンパルス応答関数について議論する．各時点で

異なるパラメータの値となるため，インパルス

応答関数も各時点で異なるものが描かれる．ま

ず，加えるショックのサイズは，特に理由がな

ければ，サンプル期間を通じて一定とすること

が多い．本稿では，構造ショックのボラティリ

ティ（標準偏差）の期問平均値，δ垂＝
Σ仁、。1exp（加／2）を用いる．すなわち，サンプ

ル期間で推定された構造ショックの平均的なサ

イズがシステムに加わった場合のインパルス応

答を考える．時点。において，ε砿≡σ幽＝δ1の

構造シ目ックが加わり，同時点相関α1を用い

てショック時点でのインパルス応答が得られる．

19日0　　　　　　　　　　　2000

…（三→召）

2000　　　　　　　　　19畠0　　　　　　　　　　　2000

ユ期先のインパルス応答は，β1・ユを用いて計算

され，同様にτ期先までのインパルス応答は，

β1・・，…，β・、を用いて順に計算される．サンプ

ル期問の終盤（c＞m一τ）はβ1・、を得ることが

できないため，β叶τ＝β＝。τ一1とする．このイン

パルス応答関数はMCMCで毎回計算すること

により，事後平均や事後分散を得ることができ
る12）．

　TVP－VARモデルによって得られたインパ
ルス応答関数はそれぞれの変数のショック及び

応答について，（1）サンプルにおける時点，（2）

ショックからの経過時間，（3）応答のサイズの

3次元プロットが得られる．例えば，図3は

GDPショックに対する物価のインパルス応答

（ε皿→φ）を3次元で描いたものである．インパ

ルス応答の形状は時期によって大きく異なって

いるのがわかる．1980年代前半と1990年代中

頃に他の時期より大きなインパルス応答が観察

されるが，前者がシ宮ックから6四半期後にピ

ークを迎えて減衰する一方，後者はショックか

ら3，4年後に至るまで緩やかに上昇している．

2000年以降はインパルス応答のサイズが小さ

くなっており，長期的なデフレ化において

GDPショックによる物価の上昇圧力が弱まっ

ていたものと推測される．

　インパルス応答の形によっては，3次元プ・ロ

ットでは全体像が把握し難いことがあるため，

上述（1）か（2）のどちらかを固定レて2次元プロ

ットで表わすことが多い．例えば，図4は図3

のインパルス応答を1980年，1990年，2000年

の3時点（全て第I四半期）で描いたものである．
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図3．GDPショックに対する物価のインパルス応答関数（ε。→力）．エ軸（Ye目r）はデータ期間の各

　　時点．μ軸（Horiz㎝）はショックからの経過時間（四半期）．i軸は応答のサイズ（事後平均）

　　を表わす．
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図4．GDPショックに対する物価のインパルス応答関数（ε一力）。事後メディア

　　ン（実線）と．25％一75％の信用区間（点線）．エ軸はショックからの経過時

　　間（四半期）．
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図には事後メディアン（50％分位点；実線）と

25％一75％の信用区間（点線）が描かれている．

1980年は他の2時点よりも大きなインパルス

応答となっているほか，1990年と2000年は事

後メディアンの大きさは大差ないが後者の方が

信用区間が広くなっており，GDPシ司ックか
ら物価への波及経路の不確実性がそれ以前に比

べて高まったと考えられる．

　また，図5はショックから1年後，2年後，

3年後の応答のサイズを全ての変数間の応答に

ついて時系列プロットしたものである．全体的

に，同じサンプル期間で（力，”，｛）の3変数

TVP－VARを推計したNakajima（2011a）と整

合的な結果が得られており，多くのインパルス

応答で時期による違いが観察されている．例え

ば，物価ショックに対するGDPギャップの応

12　　　　　16

ように，TVP－VARモデルは時期による構造

ショックの変動や経済構造の違いを様々な側面

から口今味することができる．

答（ε’→”）は，1990年代前半ま

では負の連関がみられるが，それ

以降は逆に正の連関なっている．

これは長期的な不況の中で物価の

下落がGDPギャップの下落につ

ながるデフレ・スパイラルの可能

性を示唆している．また，為替レ

’トショックに対するGDPギャ
ップの応答（ε。→”）をみると，サ

ンプル期問を通じておおむね正の

達関がみられるが，2000年代に

入ると負の方向にシフトしている．

これは円安の恩恵を受けて経済が

拡大したこの時期の構造を反映し

ているものと考えられる、以上の

5．3予測精度の比較

　本節では，TVP－VARモデルの予測精度を

固定パラメータモデルと比較することにより・

時変パラメータの役割を検討する．予測精度の

モデル比較には様々な方法が考えられるが，本

稿では以下のように予測分布に基づいた予測値

を用いる．TVP－VARモデルを例にとると，n

時点までのデータ（ムとおく）が得られたとき

の1期先予測値〃蜆・1の事後確率密度関数は次

のように表せる、

9（V”。11篶）
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　表1．予測精度によるモデル比較．

時変パラメータ 物価（φ〕　GDP（”） 金利（壬）　為替（召）

（1）β

（2）β，α

（3）　　尻

（4）　α，尻

（5）β，　尻

（6）β，血，比

2．630

1．386

0．809

0．755

0．738

0．733

1．055

1．Oユ0

1．008

0．999

0．977

0．980

0．825

1．438

0．73！

0．691

0．573

0．605

注）数値は固定パラメータVARモデルに対する相対RMSEを表わす．

　　　　　　　　　　　　　　　に1992年第W四半期ま

　　　　　　　　　　　　　　　での期問をデータとし
ε↑→1　　　　ε↑→色
　　　　　　　　　　　　　　　て翌年の1993年第I～
　　　　　　　O．2　　　　　　　　　　　　　　　1V四半期を予測する．

　　　　　　　　　　　　　　　このようにして，2007

　　　2000　　1980　　2000　年第工～W四半期まで
　　　　　　　　ε↑→ε
　　　　　　　o・2　　　　　　の合計16年間の予測誤

　　　　　　　o・o　㌦　　　差を集計する．．予測精
　　　一公＝’｛．一・一・

　　　　　　「、、。　、吉。。度としては平均二乗誤

　　　　　　　　ε↑→、　　　　差（RMSE；Root　Mean

　　　　　　　　　　　　　　　SquareError）を用いる．
　　　　　　　　　ノ　　一
　　　　　　　o・o　　　　　　なお，GDPおよび金利

　　　　　　　1980　　2000　については，全期間の
　　　　　　　　ε↑→e　　　趨勢の動きから算出さ
　　　　　　　O．5
　　　　　　　　　　　　　　　れたギャップを用いて
　　　　　　　O，O
　　　　　　　　　　　　　　　いるので，サンプル期

　　　2000　　1980　　2000　間の途中で実際に利用

　　　　　　　　　可能であった値とは異なることに留意
　　　　合計　　　　　　　　　が必要である．
　O．995　　　　　ユ．047

　1，050　ユ．061　　　表ユには，予測精度によるモデル比

　1℃02　　α996　　絞の結果が報告されている．固定パラ
　O．992　　　　　0，985

　αg7g　　αg7ユ　　　メータVARモデルのほか，（β，α，尻）

　O・976　　0・968　　のうちいくつかが時変でそれ以外が固

　　　　　　　　　足となっている5種類のVARモデル

㏄∫！（汕れんω，篶）π（畑んω1篶）

　　　砺dαd舳ω．　　　　　　　（12）

ただし，g（・1・），∫（・1・），π（・1・）はすべて条件

付密度関数を表す．

　第3節で説明したMCMC法のアルゴリズム
に次のステップを加えることによって，吻。、

の予測分布からの確率標本を得ることができる．
　（1）　（β閉十1，α蜆十1，尻蜆十1）1β押，α胴，尻祀，ωからサン

　　　プリングする．
　（2）　〃蜆十エ1β蜆十1，α蜆十1，ゐ卸十1，V冊，…，V腕＿、十1　か　ら

　　　サンプリングする、

月期先予測値V荊・免（ゐ＝2，3，…）も同様にしてサ

ンプリングすることができる工3）．

　前節で用いたマクロデータから1～4期先の

予測分布を推定し，その事後平均と実現値の差

を予測誤差とする．具体的には，まず！977年

第I四半期～199ユ年第1V四半期をデータとし

て1992年第I～1V四半期を予測する．つまり，

前年末までのデrタを入手した状態でその年の

4四半期分の推移を予測することを考える．次

（表の1列目に時変と仮定されたパラメータの

セットが記されている），およびTVP－VARモ

デル（表の（6））を比較しており，表中の数値は

固定パラメータVARモデルのRMSEを1と
したときの相対RMSEを表している．結果を

みると，ボラティリティを固定にしたモデル

（1）と（2）が固定パラメータモデルよりいくつか

の変数で予測精度が悪化している、これは

Sims（2001）やStock（2001）の指摘にもある通り，

時変係数が（モデル（2）の場合，同時点相関毛）

本来の分散変動を吸収してしまう…とにより，

余計な変動を捉えてしまっている可能性が示唆

される．一方，分散を時変にすると係数が固定

であっても予測精度は改善している（モデル（3），

（4））．同時点相関（α）の時変性についてモデル

（5）と（6）を比較すると，ほぼ同程度の予測精度

であるため，追加的な予測精度の向上はβや尻

に比べると小さいのかもしれない．全てを時変

にしたTVP－VARモデル（6）は，固定パラメー

タVARモデルに比べてどの変数でも予測精度

を改善していることがわかった．
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　　　　　　6．まとめと今後の課題

　本稿では，TVP－VARモデルの推定方法を

解説するとともに，関連文献における最近の展

開および日本のマクロデータを用いたモデルの

推定例を紹介した．日本のマクロデータはここ

30年間で変数問の相互連関性に大きな変化が

起きたことが示された．また，予測精度を基準

としたモデル比較を行い，時変係数や時変ボラ

ティリティによってVARの予測精度が大きく

高まることを確認した．こうした時変VARモ

デルの開発は，様々なマクロデータを用いて実

証研究が蓄積されているところである．以下，

今後の課題について述べる．

　1点目は，ゼロ金利期間に関する問題である．

第4節で触れた通り，TVP－VARモデルはデ
ータがゼロの値を続けてもパラメータが動いて

しまうので，データにゼロ金利期問が含まれる

と実感にそぐわない結果が得られることがある．

Nakajima（2011b）やNakaゴima　and　West（2010）

がそれぞれ非線形性を取り入れた解決法を提示

しているが，KoopefαZ．（2009）やChan召fαム

（2010）の方法をゼロ金利期間を合むデータに適

用するのは興味深い．また，Franta（2011）の

ように符号制約によるアプローチもあるが，頑

健性も含めてさらなる研究の蓄積が期待される．

日本だけでなく主要先進国において政策金利が

ゼロに近づいている昨今の状況下では，ゼロ金

利制約を加えた推定が重要であると思われる．

　これに関連して，2点目は時変パラメータの

モデル選択についてである．TVP－VARモデ

ルには非常に多くのパラメータが潜在変数とし

て含まれるため，その数を統計的に減らすこと

によってモデルのあてはまりおよび予測力を改

善しようとする研究が増えてきた．例えば，

Koop　eCαム（2009），N吐ajimaandWest（2010），

Chan　efαム（20！0）等である．ただ単純に基本的

なTVP－VARモデルをデータにあてはめるだ

けでなく，統計的に不要なパラメータが含まれ

ていないかということに関して，頑健性のチェ

ックが重要である．

　3点目は，TVP－VARモデルの予測精度につ

いて他のモデルとの比較も興味深い．時変パラ

メータについてランダム・ウォークを仮定する

場合が多いが，例えば定常なAR（ユ）モデルを

仮定した場合や，マルコフ・スイッチングを仮

定した場合との予測精度の比較，また，AR過

程等の時系列モデルとの比較は，特に中央銀行

や民間機関の実務においても重要な論点である

と思われる．

　最後に4点目は，最近の金融危機におけるリ

ーマンショック等，非常に不規則な観測値をデ

ータに含める場合，SVモデルに従う誤差項だ

けでは十分でなく，誤差項が従う分布として。

分布等の正規分布よりも裾の厚い分布を仮定す

る必要があるかもしれない．直近までのデータ

を用いた分析としては，このような発展形につ

いても考えていく必要があると思われる．

　　　　　　　（デューク大学統計学部博士課程・
　　　　　　　一橋大学経済研究所）

　注
　　1）本研究は，一橋大学グローバルCOEプログラ
　ムr社会科学の高度統計・実証分析拠点構築」，文部

科学省科学研究費基盤研究（A）「金融危機下のマクロ

経済政策の計量分析」（代表者1渡部敏明），文部科学

省科学研究費基盤研究（A）r金融リスクと経済行動の

　ベイ・ズ計量経済分析」（代表者：大森裕浩）から助成を

受けている．一橋大学経済研究所定例研究会参加者お

　よび討論者の石原庸博氏（一橋大学経済学研究科）から

　多くの貴重なコメントを頂いた1ここに記して感謝の

　意を表したい．

　2）　どのようなバイアスが生じるか，Nakajima
　（201ユa）がシミュレーシ」目ン・データを使って議論し

　ている．

　3）　それ以前にUh1ig（1997）等が構造ショックの分

散に確率的ボラティリティを用いている．

　4）　リカーシブ制約を用いた構造シ目ックの識別は

ψの変数の順序に依存する．従来の固定パラメータ

VARモデルの場合，共分散行列Ωを推定してからΩ
　をコレスキー分解することで構造シ目ックを識別する

　ため，係数βの推定値はψの変数の順序に・よって影

響を受けない（つまり，変数順序によって尤度は変わ

　らない）．ここで，固定パラメータVARモデルでは，

共分散行列や係数が一定なので，Ω，βの添え字まを削

除した．しかし，TVP－VARモデルの場合は，構造
　ショックの同時相関パラメータ職が時間を通じて変

化するため，ψの変数順序は係数β！の推定値にも影

響を与える（変数順序によって尤度が変わる）．この一こ

　とに注目して，・Nakajima　and　Watanabe（2011）は

TVP－VARモデルにRevers1b1ejumpMCMC法を適
用し，あてはまりの良い変数順序を選択する方法を提

案している．

　5）構造ショックの分散が一定の場合は，カルマ
　ン・フィルターを使って最尤推定が可能である．

　6）時変VARモデルの推定プログラムがいくつか
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公開されている．Koop㎜d　Korobi1is（2010）が固定パ

ラメータVAR，TVP－VAR，TVP－FAVARモデルのベ
イズ推定について包括的に解説を行っており，MAT－

LABによる推計プログラムを提供している（Gary
Koopのホームページhttp：〃personaI．strath．aαuk／

garγkoop／research．htmからダウンロ］ド可能）．ま

た，Nakajima（2011a）はTVP－VARモデルのサーベ

イおよび解説を行っており，MATLABおよびOxに
よるプログラムを提供している（中島のホームページ

https：〃s：tes．goog1e．com／site刈n永ajimaweb／tvpvar

からダゥンロ．一ド可能）．

　7）　中島・渡部（2012）の補論を参照されたい．

　8）消費者物価指数はユ989年4月の消費税導入と

！997年4月の消費税率引き上げの影響を調整した．

コールレ」トの原系列はユ988年11月以前は有担保コ

ールレート，それ以降は無担保コールレートを用いた．

GDPギャップ以外は月次データを取得し，四半期平
均を計算してからフィルターや階差等のカロエを行った．

　9）　さらに，時変定数項αを含むモデルと含まな

いモデルでモデル選択を行った結果，含まないモデル

の方が周辺尤度が高かったため，⑰を除いたTVP－

VARモデルの推定結果を報告するl　TVP－VARモデ

ルの周辺尤度の計算については，Nakajima助αム
（201ユ）を参照されたい．

　！0）MCMCの収束判定や非効率性因子（inefficicy

factor）についての結果は，注7と同じく，中島・渡

部（2012）を参照されたい．なお，本稿における数値計

算は全て行列言語Ox5．O（Doomik（2006））を用いてい
る．

　ユ1）　MCMCでサンプリングされたα土からλ「ユを

計算し対応する時変パラメータをδ枕として事後分布

を推定した．∬1も対角成分が1の下三角上列であ
り，δ甜は｛αヵ｝ラー、の線形結合で表される．

　12）簡便な方法として，時変パラメータの事後平

均を用いてインパルス応答関数を描くこともできる．

実際，本稿のデータについてMCMCで毎回計算して
求めたインパルス応答関数の事後平均と比較すると，

ほとんど変わらなかった．厳密に両者は一致しないが，

インパルス応答関数の計算はパラメータのサンプリン

グに比べて計算負荷が高いため，時変パラメータの事

後平均を用いた方が計算時間の短縮になる．ただし，

この方法はあくまでも近似的であり，また，インパル．

ス応答の信用区間を得ることもできない．

　ユ3）　これらの予測分布からBank　ofE㎎1and等の

中央銀行が公表している予測ファン・チャート（Fan

chart）に相当する図を描くこともできる、TVP－VAR

モデルを用いたファン・チャートについて，Cogley
助α工（2005）が詳しく議論している．
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