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Umezawa [4] formulated various intermediate predicate logics and investigated the 

relations between them. One of his intermediate logics is the system LD obtained from 

the intuitionistic predicate logic by adding the axiom schema 

Vx(A V B(x)) :) A V VxB(x). 

On the other hand, Gabbay [1] introduced an intermediate logic CD as the logic deter-

mined semantically by constant-domain Kripke structures. Klemke, Gdrnemann and the 
author independently proved that CD is equivalent to LD. Motohashi established certain 

faithful interpretations of LJ and LD in a two-sorted logic**. The two-sorted system, 

which we shall call "tree logic T", is a syntactic counterpart of Kripke structure. 

For any formula A and a unary predicate P not occurring in A, Iet AP denote the 
formula obtained from A by relativizing every occurrence of quantifier to P. For any 

formula A whose free variables are al' " " a~, the P-relativization of A is the formula 

~xP(x) A P(al) A . . . A P(a.) :) AP. 

The author [3] conjectured that a formula is provable in LJ if and only if its P-

relativization is provable in LD. Semantically, this is evident. We shall prove this 

statement by finitary methods. The proof uses Motohashi's faitnful interpretations. 

We suppose that the logics LJ and LD are formulated in a first-order language L. 

Now we introduce the tree logic T. The language of T is two-sorted. In addition to 

the free and the bound L-variables, T has the free tree variables a, P, ･･･ and the bound 

tree variables ~, V, ･･- . For any n-ary L-predicate P, there corresponds a (1, n)-ary T-
predicate P/. . Moreover, T has a (1, 1)-ary predicate U and a (2, O)-ary predicate ~ . If 

Q is an (m, n)-ary T-predicate, an expression of the form 

Q(al' "' a~, al""'a~) 
is an atomic T-formula. We write a~p instead of ~(a, p). If A and B are T-formulae, 

then iA, AAB, AVB and A :)B are T-fonnulae. If F(a) is a T-formula, then VxF(x) 
and JxF(x) are T-formulae. If G(a) is a T-formula, then V~G(~) and ~~G(~) are T-
formulae. The axioms and the inference rules of T are those of the classical two-sorted 

first-order predicate logic and the additional axioms : 

V~(~ ~ ~) 

and 
V~VvV~(e ~ v A v ~~ :) ~ ~o. 

For any free tree variable a, mappings f* and g* (from the set of L-formulae into 

the set of T-formulae) are defined recursively as follows**$: 

* Assistant Professor (Jokyo~'ju) in Mathematics. 
$* Motohashi calls it "two-sorted classical predicate logic LK". 

*$* [2. S l]. Modil~cations due to the present author. 
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　　　　　　　　　五（P（α1，．．．，απ））ニPノ（α，α1，，．．，㊧，

　　　　　　　　　9α（P（α1，．．．，απ））＝Pノ（αりα1，．．．，㊧，

　　　　　　　　　　　　五（rオ）＝∀ξ（α≦ξ⊃r丑（孟）），

　　　　　　　　　　　　9。（r孟）ニ∀ξ（α≦ξ⊃r9ξ（オ）），

　　　　　　　　　　　　ゐ（オ〈β）＝ノと（オ）〈孟（B），

　　　　　　　　　　　　9．（∠〈B）＝9．（左）〈9、（β），

　　　　　　　　　　　　ノと（∠VB）冨ノ』（イ）Vノと（B），

　　　　　　　　　　　　9．（∠VB）＝9α（・4）V9、（B），

　　　　　　　　　　　　五（∠⊃β）＝∀ξ（α≦ξ⊃（丑（孟）⊃丑（β））），

　　　　　　　　　　　　9、（左⊃β）ニ∀ξ（α≦ξ⊃（9ξ（浸）⊃9ξ（B））），

　　　　　　　　　　　〆』（∀ル4（X））＝∀ξ∀X（α≦ξ⊃（U（ξ，X）⊃∫ξ（∠（X）））），

　　　　　　　　　　　9、（∀渥24（芳））ニ∀ξ∀x（α≦ξ⊃9ξ（オ（x））），

　　　　　　　　　　　五（ヨX次κ））ニョX（U（α，X）〈五（4X））），

　　　　　　　　　　　9α（ヨX14（X））＝ヨxgα（オ（X））。

　　For　any　L－formula、4，let　U、（左）be　the　co煽unction　of　formulae　U（α，α）for　all　the

丘ee　variablesα　occuπing　in14，1etオg　be　the　co典junction　of　sentences

　　　　　　　∀ξ∀η∀κ1．．．∀Xπ（ξ≦η⊃（Pノ（ξ，X1，．．．，Xπ）⊃Pノ（η，X1，．＿，Xπ）））

負》r　an　the　pre（licates　P　occurring　in14，an（11et4プbe　the　co可unction　of　the　sentences

　　　　　　　　　　　　∀ξ∀η∀X（ξ≦η⊃（U（ξ，X）⊃U（η，X））），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∀ξヨァu（ξ，』y）

andオg。Mappings∫and　g　from　the　set　of　L－formulae　into　the　set　of　rfomulae　are

define（l　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　∫（∠）ニ・4∫⊃∀ξ（uξ（オ）⊃丑（左）），

　　　　　　　　　　　　　　　　9（∠）＝∠9⊃∀ξ9ξ（∠）．

　　FA皿HFuL　IMERpRETATIoN　THEoREM（Motohashi［2D．　∫b7αηアLテb朋吻∠，バオ）討
p70vα扉θ加丁グαn40nかグ∠’s．ρ70vαわ1θ功fhθ’n珈i’∫on’sガi6p7ε4’o召‘θ10g’oLλ　掬1αnア

L卿肋吻∠，9（∠）仰ア・vαわ1θ∫nTグαn4・nかガ痴sρ7・励1ε∫ηfhθ∫nガθ朋ε伽θρ7ぬαガθ

‘09’OLP．

　　For　any　L－fomulaイ　and　any　tree　variεしbleα，let　hα（∠）be　the　result　of　substitution

ofUforP／ing、（14P）wherePisaunary五一predicatenotoccurringin・4・
　　LE㎜．動・αηアL知灘1一αn面nア戸8εrrεθvα励1εα，h、（∠）～五（オ）碑7・vαわ1θ
該n　T．

　　Proo£By　induction．Fix　a　unary　L－predicate　P　and　let　F＊denote　the　fomula
obt由皿e（1by　substituthlg　U　for　P／in　a　T・fo㎜ula　F，　Then　hα（オ）is　gα（∠P）＊・　For　any

atomicL－fbmula4
　　　　　　　　　　　　h．（オ）＝9．（∠P）＊＝9．（オ）＊＝9．（オ）＝九（∠）・

　　Induction　step　is　proved　by　dividing　cases　according　to　the　outermost　logical　symbol

occurrence　of。4。

　　Case1．　イ4isβ〈C．　Thenプと（イ）＝五（B）〈五（C）and
　　　　　h、（オ）＝9、（（B〈C）P）＊＝9、（BP〈cp）＊＝㎏、（βP）〈9、（cp））＊ニh。（β）〈h・（C），

hence　h、（オ）～孟（∠）is　deducible　f士om　the　induction　hypothesesる

　　Case2．　。4isβ⊃C．　Then
　　h、（∠）＝9、（（B⊃C）り＊＝（∀ξ（α≦ξ⊃㎏ξ（BP）⊃9ξ（cp））））＊＝∀ξ（α≦ξ⊃（hξ（B）⊃hξ（C）））

an（1

　　　　　　　　　　　　　ノ賑（オ）＝∀ξ（α≦ξ⊃（ン急（β）⊃丑（C））），
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hence　hα（イ）～ゐ（イ）follows　f士om　the　induction　hypotheses．

　　Case3。　∠is∀x石（κ）．　Then

　　　　　　　hα（イ）＝9．（∀xF（x）P）＊＝9、（∀x（P（x）⊃FP（x）））＊

　　　　　　　　　　ニ（∀ξ∀X（α≦ξ⊃9ξ（P（X）⊃FP（X））））＊

　　　　　　　　　　＝（∀ξ∀κ（α≦ξ⊃∀η（ξ≦η⊃（Pノ（η，x）⊃9η（FP（x））））））＊・

hence　hα（オ）～んα（オ）is　de（lucible　ffom　reflexiveness　an（1transitivity　of≦where

　　た。（オ）＝（∀ξ∀x（α≦ξ⊃（Pノ（ξ，κ）⊃9ξ（FP（x）））））＊＝∀ξ∀x（α≦ξ⊃（ひ（ξ，x）⊃hξ（F（x）））），

Since五（4）＝∀ξ∀x（α≦ξ⊃（U（ξ，x）⊃丑（F（κ）））），h、（オ）～九（∠）is（leducible丘om　the　in－

duction　hypothesis．

　　Case4。∠isヨxF（x）。Then　h、（オ）～五（オ）follows丘om　：

　　　　　　　　　　　　　hα（イ）＝ヨx（U（α，x）〈h．（FP（κ））），

　　　　　　　　　　　　　ん（∠）ニヨX（U（α，X）〈九（F（X）））

and　the　induction　hypothesis．

丁血e　other　cases　are　treated　similarly．

　　THEoREM・　Lα’4加αノb7”2μ14・P6θα㍑nα7アP1αJioα館no∫ooo配17珈9’n∠4’αn‘」σ1’

＿，α〃ゐ81hε1醜夢α〃戸θε剛α旋s…酬ng’n∠，丑επ∠試sp・ovαわZθ’nLJヴαn4

0nかゲ
　　　　　　　　　　　　　ヨxP（X）〈P（α1）〈．．．〈P（ρπ）⊃ポ

むP70Vσわ1ε加L1），

　　Proo£　　Ifイ4is　provable　in　LJl　then　ヨxP（x）〈P（α1）〈．．．〈P（αη）⊃14p　is　provable　in

Lろhence　provable　in　LP．Conversely，assume　that
　　　　　　　　　　　　　ヨκP（x）〈P（‘z1）〈．．．〈P（α．）⊃14P

is　provable　in　LD．　Let　Pα（イ）be　the　co其lunction　of　Pノ（α，α，）fbr　al1∫an（11et跡（g）

denote∀ξ∀η∀x（ξ≦η⊃（g（ξ，x）⊃g（η，κ）））．　By　Motohashi’s　Faithful　Interpretation

Theorem，
　　　　　　　　　イ4檜⊃∀ξ∀η（ξ≦η⊃（ヨκ・Pノ（η，x）〈Pη（オ）⊃9η（」4P））

is　provable　in　T　Hence

　　　　　　　　　　　オ9〈赫（Pノ）〈ヨxPノ（α，π）〈P．（オ）⊃9．（イP）

is　provable　in　T　Substituting　U　for　Pノ，we　obtain

　　　　　　　　　　　・49〈M（U）〈ヨxU（α，x）〈U、（オ）⊃h．（オ），

i．e．　14∫〈Uロ（イ）⊃h醒（イ）．　By　Lemma，this　is　equivalent　to

　　　　　　　　　　　　　　　・4∫〈u．（オ）⊃ノ』（オ）．

Hence∫（∠）is　provable　in　T　L匹provabiHty　of∠follows　by　Motohashi’s　Faithful　Inter・

pretation　Theorem．

　　CoROLL岨Y。LθM加α力肋吻，P加αμnα7アPアθ砒惚ηo’06伽吻g’n∠，αn4
α1，．．．，σπ加1hε1競qプα〃加θγα吻わ1θsocc麗1廟9加∠．丑θnrhεP－7θ励v伽f∫on

　　　　　　　　　　　　　ヨxP（X）〈P（α1）〈＿〈P（α．）⊃∠P

qブ∠1まsp70VOわ1θ∫nL1）ガαn40nり，びπ∫3ρ70VαδZ8加LJl

　　Corrections　of［3］．　Page53，　For“（1）”，read“［1］”、　For“2T＝｛T，F｝”，read

“2TU2DU2D×DU2D×D×DU＿”．　Page55。　In　proof　of　Theorem2，for“ヨァFア”read
“ヨxFx”．Page56，In　proof　of　Theorem3，the　treatment　of　the　f琵e　variables　in　Case

l　is　incorrect．　The　sequence　of　fヤee　variables　exhibited　in　the　antecedent　of　the　left－han（1

upPe㎜ost　sequent　should　be　the　sequence　of　the　free　variεしbles　occu皿ing　in　P　but　not

o㏄u㎡ng　in　T，θ。　Similarly，the　sequence　in　the　right－hand　sequent　should　be　that　of

the　free　vahables　occur直ng　in」D　but　not　occurr血g　in∠，∠重．
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