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This paper is a preliminary report on the intermediate predicate logic called CD by 

Gabbay. Gabbay (1) defined CD as the logic determined semantically by Kripke structures 

with constant domains, and he mentioned that the intuitionistically unprovable formula 

V x(F(x) V G(x)))] xF(x) V V xG(x) 

is valid in CD. Kripke remarked that the formula 

V x(A V F(x)) :)A V V xF(x) 

is valid in any structure with constant domain. Gabbay raised the problem that whether 

CD is axiomatizable or not. In this paper, we propose two axiomatizations of CD : the 

one is a sequent calculus intermediate between Gentzen's LJ and LK, the other is intuition-

istic predicate logic with Gabbay's formula as the additional axiom schema. Further axio-

matizations of CD will be published later on. Independently of the author, Gdrnemann 
[3] established an axiomatization of CD. She adopts Kripke's formula as the additional 

axiom schema to the intuitionistic predicate logic. Besides axiomatizations, some con-

siderations on the logic CD is given in this paper. Except the unprovability results, proofs 

are carried out by using syntactical methods. Gentzen's Hauptsatz does not hold for our 

sequent calculus of CD. This fact causes some difficulties in applying syntactical methods. 

An atomic formula is an expression of the form Pal "' a~ where P is an n-adic predicate 

symbol and al' "" a~ are free variables. Formulae are constructed from atomic formulae 

according to the usual formation rules. Propositional variables are regarded as O-adic 

predicate symbols. A sentence is a formula containing no free variables. As in [2], we 

use different letters for free and bound variables. The set of all free variables is denoted 

~3. The set of all predicate symbols is denoted ~. We assume that the reader is familiar 

with Gentzen sequent calcuii and Kripke models. 

A CD-structure is defined to be (g, K, R, D) where K and D are nonempty sets, geK, 

and R is a refiexive and transitive binary relation on K. Let T stand for the one-element 

set consisting of the empty sequence, and F stand for the empty set c. We suppose D"=T 

when n=0. A CD-nlode/ on a CD-structure (g. K, R. D) is (g, K, R, D, q)) where ~) is a 

function from ~ XK into 2T= {T, F} such that (i) if P is an n-adic predicate symbol and 

ieK then ~p(P, i)CD", and (ii) if i, j~K and iRj then ~p(P, i)C9)(P,j). Let ~(D denote 

the set of all assignments a : ~3 -~D. For ae~rD and ae~3, ~1D(a, a) is defined to be the 

set of,all P~~{D such that a(b)=P(b) for all be~~3-{a}. For ae~rD, ae~3 and any 
formula A, we shall define ~)(A, a, i) and ~p(A, i). The function ~)(A, a, i) is defined induc-

tively as follows : 

(1) If P is an n-adic predicate symbol (n;~O) then 
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　　　　　　　　ψ（Pα1…砺α・∫）一｛隠畿1乙1’。・α（砺））∈9（君∫）’

（2）　ψ（オ〈B，α，∫）＝¢（zf，α，∫）∩ψ（β，α，∫）・

（3）　ψ（14VB，α，∫）ニψ（・4，α」）∪ψ（β，α・∫）・

（4）　ψ（オ⊃β，α，’）ニT一）｛ψ（・4，α，ノ）一ψ（B・α・ノ）げ∈κ・’Rノ｝・

（5）　ψ（r、4，α，∫）＝T一∪｛ψ（、4，α，ノ）1ノ∈κ，’Rノ｝．

（6）　ψ（∀xF（x），α，∫）＝∩｛ψ（F（α），β，∫）1β∈象ID（α，α）｝，whereαis　a　free　variable　not　occur－

　ring　in　∀κF（X），

（7）　ψ（ヨxF（x），α，∫）＝∪｛ψ（F（α），β，’）1β∈敦D（α，α）｝・whereαis　a　free　variable　not　occu「’

　ring　inヨxF（写）。

　　As童nentione（l　in［5］，if∫R／thenψ（、4，α，i）⊂ψ（。4，α，ノ）．　Henceψ（∀x」F（x），α，’）＝T

if　and　only　if　for　allβ∈2ID（α，α）and　for　allノ∈K　such　that’Rノ・ψ（F（α）・β・ノ）ニT　whereα

is　a　fヤee　variable　not　occurring　in∀xF（x）．Next　we　defineψ（、4，∫）＝∩｛ψ（4α，’）1α∈販D｝。

（g，瓦R，P，ψ）■、4is　defined　asψ（！f，g）ニT。A　formula，4isα）一vα1’4if　and　only　if　for　all

CP－model皿＝（g，κ，R，D，ψ），皿1＝∠4。　A　sequent∠41，＿，。砺→β1，＿，βπis　CD－vα1’4if

and　only　if　the　formula　zf1〈＿〈∠4摺⊃β1V＿Vβπisα）一valid。

　　Now　we　set　up　three　predicate　calculi　Cl，C2an（1C3。C2is　equivalent　to　G6memann’s

system．　CI　is　a　sequent　calculus　lying　between　Gentzen’s　LI　and　LKl　CI　is　LK　with　the

restrictionf。rinferencerules→⊃and→r：・nεαn4・nかoηεルr脚Zα（∫。ε。’hθρ・’n⑫α1

／brη2吻）oooμ7s∫扉hθsμごoε4εn硬μhε10肥r　sθgμεη’。It　should　be　compared　with　Mae－

haraラs　system　which　we　shall　call　L1ノ．L1／is　Lκw三th　the　above　restriction　for　rules→⊃，

→rand→∀．Maehara［6，7］pr・vedthatL1／isequivalentt・以C2isintuiti・血stic
predicate　calculus　with　the　additional　axiom　schema

　　　　　　　　　　　　　　∀x（∠〉F（x））⊃オV∀xF（x）・

C3is　intuitionistic　pre（licate　calculus　with　the　additional　axiom　schema

　　　　　　　　　　　　∀x（F（x）V（7（x））⊃ヨκF（x）V∀x（7（x）・

　　THEoREM　l．　Foアαnアノb〆η躍1α！霊，診hθノb〃owingα〆εε9μivα1εnむ

（a）　／1’sC1）一vα1’4ノ

（b）石sCl一ρ70vαわ1εノ

（c）オ∫sC2ツovαわ1θ∫
（d）　！霊　∫s　C3一ρ70vαわ1ε・

　　PRooF．We　omit　the　proof　ofthe　fact　that（a）implies　either（b），（c）or（d）．A　proof

of　completeness　is　published　by　G6memann．
（1）　Implication　of（a）by（b）is　evident　because　CP－validity　is　preserved　by　Cl－inferences。

（2）　Implication　of（c）by（b）。It　su伍ces　to　deduce

　　　　　　　　　　　　　　　　T→θ，∀xF（x）
from　C2－axiom　an（1

　　　　　　　　　　　　　　　　　T→θ，F（α）
in　L1／under　the　assumption　thatαdoes　not　occur　in　T，θ，∀xF（x）．Ifθis　empty　then

it　is　clear．　Ifθis　a　sequence、41，＿，14π（n≧1）then　it　is　shown　as　follows：Let！i　be　the

formula／｛1V＿Vイ4πシthen
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　∀x（オVF（x））→θ，∀xF（x）

is　L1ノーdeducible　from　an　axiom　sequent

　　　　　　　　　　　　　　　　　→∀x（孟VF（x））⊃∠〉∀xF（x）・

thence　we　have

　　　　　　　　　T→θ，F（α）

　　　　　　　　　T→／IVF（α）

　　　　　　　T→∀x（イVF（x））　　　　∀x（オVF（x））→θ・∀xF（x）

55

　　　　　　　　　　　　　　　　　　T→θ，∀xF（x）．

（3）Anyf・rmula・fthef・rm∀x（オVF（x））⊃オV∀xF（x）f・ll・wsimmediatelyf「oma

C3－axiom．Hence（c）impHes（d）・
（4）Assh。wnbel・w，anyf・rmula・fthef・m∀x（F（x）Vθ（x））⊃ヨxF（x）V∀xσ（x）is

Cl－provable。Hence（d）implies（b），

　　　　　　　　　　　F（α）→F（α）　　　　　　　　　　　　　　θ（α）→（7（α）

F（α）Vσ（α）→F（α），（7（α）

∀x（F（x）Vσ（x））→F（α），6（α）

∀x（F（x）VC（x））→ヨxF（x），（7（α）

∀x（F（κ）〉G（x））→ヨxF（x），∀xG（x）

∀κ（F（x）V（7（x））→ヨxF（κ）V∀x（7（x）・

A　formula　is　saidα）グovφ1εif　it　is　provable　in　Cl，C20r　C3．

THEoREM2．　（7ε鷹z8n’s　H曜ρ’5α∫z漁”s／br　Cl・

PROOF．

Eα→ヨァ亙y，rEα

C。nsiderthef。ll・wingPr・・finC1，whereFisam・nadicpredicatesymb・1・

Eα→動　　　　　　　　　　rEα→rEα　　　　　　　　　　勲→勲

　　　　　　　　　　　　　r勘→ヨx」Flx，r勘　　　　　　　r勘・勘→

1弛Vr」F初→ヨx」FX，rEα 加，∀Xr療→

∀x（FズV　r血）→ヨx療，r・肋 ヨxa，∀κr」F詫→

∀κ（a〉r翫）→ヨx歌，∀Xr療 ∀Xr療→rヨx翫
　　　　　　　　　　　　　　　　　∀X（翫〉rFx）→ヨX盈，rヨxFx

Thecutcann。tbeeliminatedfr・mthispr・・£F・r，supP・setherewerecut－freepr・・f・f

∀x（黛〉r療）→ヨxa，rヨx翫BySubf・mulaPr・perty・n・inference→∀occu「sin
t短spr・・fsincethereisn・P・sitive・ccurrence・f∀intheendsequen田encethiswould

be　an　Lアーproo£　By　Maehara’s　theorem，

　　　　　　　　　　　　　　　　　∀x（FxVr恐）⊃ヨx黛Vrヨx撫

would　be　LJ」provable，which　is　a　contradiction・Q・ED・

　　LetPbeam。nadicpredicatesymb・LTheP－78枷｝，’zα！’・nオP・fanarbitraryf・rmula

／4is　defined　by　induction　as　follows＝

（1）lfn・quantiners・ccurinオ，thenオpisん

（2）（オ〈B）PisオP〈夙
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（3）（孟VB）Pis孟PVβP．

（4）（左⊃B）PisオP⊃BP．

（5）（rオ）PiSr浸P．
（6）（∀κ石（x））pis∀x（Px⊃Fp（x）），whereFp（α）is（F（α））P．

（7）　（ヨxF（x））p　isヨx（Px〈Fp（x）），where　Fp（α）is（F（α））丑

If互standsf・rasequenceオ1・…・オπ・ff・rmulaethen脚en・testhesequenceオ1P，．．．，オπ亙

Ifαden・tesasequenceα・ラ…・α〃・fvariablesthenPαden・testhesequencePα1，．．．，Pσπ

of　formulae．

Thewell－kn・wnRelativizati・nThe・remreads：F・rsentenceイc・ntainingn・P，オispr・v．

ableintheclassica1（intuiti・nistic）predicatecalculusifand・nlyifヨxPx⊃左pispr・v－
ableintheclassical（intuiti・nistic）predicatecalculus．

　　THEoREM3・Lα肋θαs朧η蜘n4Pδθ卿・nα砒ρ7θゴi6α’θs励・1n・’・cc繭9
試nオ・丑ε耐読sρ〆・り・δ1飾CD抑n4・nひゲ∀x（PxVrPx）⊃（ヨxPxMP）碑〆。v。わ1θ
’n　C1）．

　　PRooEF・ranysequenceE・ff・rmulae，letP（E）den・tethesequencePα1，Pα2，．．．，
Poηwhereα142，＿，oπare　all　of　the　free　variables　contained　inε．　Letπdenote　the

se（luence　consisting　of　the　formulae　∀x（PxVrPκ）andヨxPx．　Given　proof　E　in　Cl
of　a　sequentψ→ρis　transformed　into　a　proof　in　CI　of

　　　　　　　　　　　賦P（ψ，ρ），∀x（PxVrPx），ヨxPx→ρP

byinducti・n・nthelength・fEWedividccasesacc・rdingt・the1。wem。sti醜rence
Sin丑．

　　Case1：S　is　a　cut．Let8be　of　the　from

　　　　　　　　　　　　T→θ，z）　　　　　　z），∠1→∠

　　　　　　　　　　　　　　　　T，∠→θ，∠1，
andletαbethesequence・fallthefreevariablesc・ntainedinPbutn・tinT，θ，∠，∠．
We　transfom　S　into

　　　　　TP・Pα・P（T・θ），ZZ→θP，1）P　　　　　DP，∠P，、Pα，P（‘4，z1），ノ7→」P

TP，Pα，P（T，θ），z乙4P，Pα，P（∠，z4），zz→θP，∠P

Pα，TP，、4P，P（r，4，θ，∠1），π→θP，zfP

ヨxPx，TP，ポ，P（T，4，θ，∠），π→θP，ガ

　　　　　　　　　　　　TP，∠P，P（．r’，∠，θ，z1），π→θP，z1死

　　Case2：　S　js　an→⊃．　SupPose　S　runs　as　follows：

　　　　　　　　　　　　　　　　　オ，T→8

　　　　　　　　　　　　　　　　　T→。4⊃8．
Then　S　is　transforme（1into

　　　　　　　　　　　　　オP，TP，P（オ，8，T），π→BP

Case3：Sisan→∀．

TP，P（護，β，r），π→オP⊃以

SupPose　S　runs　as

　　　　T→θ，F（α）

T→θ，∀xF（x），
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then　S　is　transformed　into
FP（α）→FP（α）

TP，、Pα，P（T，θ，∀xF（x）），π→θP，FP（α） FP（α）→Pα⊃FP（α）

TP，Pα，P（T，θ，∀xF（x）），π→θP，PのFP（α）

P・，TP，P（T，θ，∀xF（x）），11→θP，Pα⊃FP（α） ．．．（1）

Pα→Pα

rPα→Pα⊃FP（α）

（1） P・，TP，P（T，θ，∀xF（x）），一π→θP，PのFP（α）

PαVrPα，TP，P（T，θ，∀xF（x）），丑→θP，Pα⊃FP（α）

∀x（PxVrPx），TP，P（T，θ，∀xF（x）），π→θP，Pα⊃FP（α）

rP，P（T，θ，∀xF（x）），，π→θP，PのFP（α）

　　　　　TP，P（T，θ，∀xF（x）），π→θP，∀x（Px⊃FP（x）・

The　other　cases　are　treated　similarly。Q．E　D，

　　Remark．We　can　not　dispense　with　the　fomula∀x（PxVrPx）in　the　last　theorem．

Let、F　be　a　mona（1ic　predicate　symbol　an（L4be　the　CP－provable　sentence

　　　　　　　　　　　　　　∀x（EκV　ra）⊃ヨx黛V　rヨxFκ，

thenヨxPx⊃∠P　is　not　C1）・provable，　For　if　it　were　provable　then　by　substituting

λx（EκV　ra）for・P　we　could　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　ヨXr血⊃ヨx翫Vrヨx∫X
while，as　shown　later，this　formula　is　not　provable。

　　Theorem　3（1epends　on　the　fact　that　for　any　α）一model鋤～ニ（g，瓦R，1），ψ），

駅←∀x（P刃VrPx）ifand　oniyifψ（、P，∫）ニψ（P，ノ）for　all　i，ノ∈た。

　　Now　let／f　be　an　LJ」provable　sentence　and　P　a　monadic　predicate　symbol　not　occurring

in。4．ThenヨxPx⊃。4P　is　C∠）一provable　since　it　is五みprovable　by　Relativization　Theorem。

The　converse　seems　to　hold：

　　CoNJEcTuRE．LθMわθαsθn’θnc8αn4Pわeα脚nθゴ’・p雇’・α∫θ5遡わ・1n・’・・館一

吻g’nオ．丑εnオ’sρ〆・vα旋’nL1伽η4・めびヨxPx⊃バ’s脚励1e’nCD・

　　THEOREM4．
ρ70vαδ1θ加C1）’
（
1
）

（2）
（
3
）

（4）

（5）

（6）

ゲF∫sα溺・nαゴi・ρrε伽’θsツ励・11hθn～he力〃・wingか溜αθα78n・‘

ヨx血くヨXra⊃rr∀x（RVra）l
rr（∀Xrr翫⊃rr∀xa）l
rrヨκ療⊃ヨXrr療；

ヨXr翫⊃ヨxaVrヨxEκ；
ヨx∀y（匠ソ⊃Fκ）⊃ヨxaVrヨxa；
ヨκ∀ア（εソ⊃a）・

　　PRooF．　Let　N　be　the　set　of　nnite　ordinals（i．e。nonnegative　integers）・

（1）　Countermodel（0，N，≦，N，砂）where　g（丑i）＝｛ノ1ノ∈N・0＜．ノ≦’｝for∫∈N・
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(2) Let G be lx(FxV~Fx). If ~~(Vx~~Fx:)~~VxFx) were provable then 
~~VxG(x) would be provable (cf. [4], p. 491), contradicting (1). 

(3) Countermodel (~,K, C,' {O, l}, ~p) where K={ip, {O}, {1}} and q)(F, i)=i for ieK. 

(4) Countermodel (O, {O, 1}, ~, {O, 1}, ~) where 9(F, O)=c and ~(F, 1)={O}. 

(5) Countermodel (O, N,.~, N, q))where p(F, i)={jljeN,j<i}. 
(6) Countermodel ((~', NU{(L,}, ;~,N, ~p) where p(F, co)=ip and ~)(F, i)={jlj~N, i~j} 

for i~N. Another countermodel is the countermodel to (3) given above. Q. E. D. 

Remark. The formula ~~VX(FXV~FX) is valid in every model (g, K, R, D, p) 
with finite K. 
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