
可変ボラティリティを持っデリバティブ

　　　　　　　モデルの価格理論

藤　田　岳　彦

§1．イントロダクション

　Black　and　Scholes（［1］）は，株価に対するヨーロッパオプションの

価格式を理論的に導出するという基本的な仕事を成し遂げ，それは，現在

に至っても非常に重要な結果であり，実際の市場でもその公式は，広く使

用されている．しかし，彼らの結果は，ボラティリティ（収益率の標準偏

差）が一定という仮定の下に導かれており，実証研究によれば，必ずしも

実際のデータと合致しない面もある．特に，為替や金利のモデルには，不

向きであるといわれている．そこで，ボラティリティが変動するモデル

（可変ボラティリティモデル）や，ボラティリティ自身が確率過程である

ようなモデル（確率ボラティリティモデル）の解析が，重要な問題となる．

　本論文では，まず，ボラティリティが平方根で与えられるC・1・Rモ

デルを取り上げ，ゼロクーポン債の価格の計算，一般のペイオフを持つヨ

ーロッパオプションの価格式の導出，また，C・1・Rモデルを少し別な

角度から見直しある下方境界を持つモデルヘの応用について論じる．

　次にボラティリティ自身が平方根過程となる確率ボラティリティモデル

（Hestonモデル）を考え，特性関数を通して，ヨーロッパオプションの

価格式の計算を実行する．C・1・RモデルもHestonモデルもその生成作
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用素の係数が1次式であるという著しい特徴（アファインモデル）をもっ

ており，そのため，ラプラス変換やフーリエ変換のテクニックが使えるの

である．

　最後にC・1・Rモデルを拡張して，筆者が提唱する上下にターゲット

ゾーンを持つあるモデルについて論じる，それは，既に集団遺伝学に於い

て使われていたモデルであるが，金融工学的には，介入を表現するモデル

として，ちょうど良いと思われる．このモデルは，アファインモデルでは

なく，それゆえ，解析しにくい面もあり，実際，金利モデルにおいては，

closed　form　solutionは持たない．そこで，汎用性のある摂動法による近

似解法にっいてもふれておいた．

　本論文の執筆にあたり，三浦教授に有益な助言をたくさん頂いた．この

場を借りて御礼を申し上げたい．

§2．C・1・R　モデルについて

團　モデルの導入と推移確率密度

金利7（‘）が，次の確率微分方程式

　　　dプ（‘）＝（α一房（オ））鷹＋o爾一・dβ（オ）　（a，b，cは正の実数）

を満たすとする．このとき，7（∫）は，C・1・Rモデル（［2］）に従うとい

われる．

すると，7（哲）の生成作用素Lは，

　　　　　　　L一（α吻募＋静募となる、

よって，∫（‘，コじ）＝Eヱ［9（7（‘））］は，

　　　　　　　　σ　　　　　　　　π＝L五∫（0，∬）；g（∫）　を満たす。
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まず，ア（∫）の推移確率密度ρ（’，¢，ぴ）の具体的な表現を求める．

ここで，g（¢）＝θ一肋とおくと，

　　　　　　　　　∫（虚，¢）一E∫［・一λ「（f）］

　　　　　　　　　　　　　一f¢一λ争（鞠）吻

つまり，この∫（護，¢）は，7（‘）の推移確率密度ρ（‘，¢，μ）のラプラス変換に

なっている．

これから，まず，

　　　　　　　巫＝L凶∫（0，コじ）＝θ一λz　を具体的に解く．

　　　　　　　∂‘

解を，∫（孟，碕λ）＝2c（4λ）＋o（の苫一λ∫，C（0，λ）＝P（0，λ）＝0と仮定して，解を求

める，

すると，C（∫，λ），．0（‘，λ）の方程式は，

　　　　　　　C’（‘，λ）＝α（P（‘，λ）一λ）

　　　　　　∬（4λ）一一わ（D（ちλ）一λ）＋音c2（P（4λ）一λ）2

これらを解くと，

　　　　　　　　　　　　　　　　一θ一腕λ
　　　　　　　　z玲，λ）一λ＝　　　　一醒
　　　　　　　　　　　　　　　1　21一θ
　　　　　　　　　　　　　　1十一c　　　　λ
　　　　　　　　　　　　　　　2　　　わ

　　　　　　　　C（ちλ）一一誓1・9（1＋妥’ヂλ）

よって，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一9一腕λ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　τ　　　　　∫（僑λ）一（1＋妥1ヂ樹＋穿1ヂD
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　　　　　　　9『わ‘　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　θ一醜　　　　　　　　且
　　　　　　　　　　　　　　　　ヱ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヱ

　　　　　　旦1一θ『δε　　2　－b‘　肋c21－9一δ‘1＋c21一ゼう’λ

　　　一θ2わ（1＋号1〒λ＞一7戸♂、ヲ扉ひ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1十一　　　　　λ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　り

ここで・だ∫（λ）一
。。

一λ

（μ）伽とすると，

　　　　　　　　　　　　　　ロえ
　　　　　　　　　　　　　¢λ4λ謡ゐ（απ）

（cf，岩波数学公式II，ゐは，0次のBessel関数）より，

　　　　一2一占fλ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　μ

葦孕i一募1≠c暢辱睾初
（ここで，る（ε）＝ゐ（4二丁‘），るは，変形Bessel関数）

また，κ（％α一【）＝T（α）λ一αより

　　　（1＋妥1ヂー西fλ）卜夢一’　1一。、肋
　　　　　　　　　　　　　　　　丁（髪一1）（誓1芽）7－1

　　　善一嘉舞）

よって

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　セ
　　　　∫¢切一誰－（妥1≧）雇、D

壷㍉舞σ／＜詫舞）
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　　　　　　　　　θ一δ∫　　　　　　　　　　2σ

　　　　　』孔1判r屡一1）

擁（・妥筆暗夢／

ここで，

　　　　　　　び　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

　　　　　房1織（22研一δ、π）語一b誰一2

　　　　　　　　　　　0　1一¢
　　　　　　　　　　　2　　δ

　　　　　　』舟議（2妥筆幽

　　　　　　　一邑12（τθ一讐，伽器1（1－s）誓＝2♂4s

　　　　　　　炉o（η！）2（宍）

　　　　　　　　。．1（τθ一δγ膿一2）T（η＋1）

　　　　　　　ニΣ
　　　　　　　　・＝0（η！）2（乎ヂアr（争η）

　　　　　　　一r儂一1瞬）慌｝屡）

（ここで，る，んのべき級数展開

　　　　　　　　　　　　　　。．、（号）肋

　　　　　　　　　　る（9）＝渇。ヲπT（π＋1）
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　　　　。．1（号）助籾

4（言）＝Σ一
　　　π＝oη！r（η十∂十1）

を用いた．）

よって

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
）

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
4
2

）
　
　
　
　
　
　
　
6

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
（

　
　
加痂
　
　
一
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
－

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
『

　
　
　
昭
δ
　
　
　

夢

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
1

　
　
1
　
　
　
　
　
勿
7

　
　
2
二
2
　
　
　
卜

（
　
　
　
　
　
　

）

．
罫
　

傷

　
　
ド
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
わ

　
　
↓
　
　
　
　
　
　
⊥
2

　
　
　
2
δ
　
　
　
　
　
一

　
1
一
　
－
　
　
↑

　
　
－
　
　
　

『
　
　
　
　
　
）

　　

。『

助一

麗
　
㌦

て
ヂ
　

＠

　
『
　
　
　
　
　
　
餌
　
『
　
　
　
　
　
　
り

　
西
　
　
　
　
　
　
　
　
1
　
　
　
　
　
　
　
δ

　
『
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
一

覗
秀
　
　
　
旦
2
　
　
助
叩

θ
1
　
　
　
一
　
θ
　
　
　
G

　
旦
2
　
　
）
　
♂

一
θ
　
　
　
ご
　
　
θ

㍑
縛
δ
転

　
　
訊
　
2
・
「
2
　
b

　
　
¢
　
　
（
　
　
　
0

　
　
4
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
り

　
バ
　
　
　
↓
　
だ
　
ま

　
　
　
　
　
　
－
髪
　
一
一
　
つ

距一

卜）傷
　
屍

－
『
2←

の十％ひ9
　
δ

　
「

δ
　
9

2
　
一

　
‘　

¢
　
　
）

　
　
腕

　
　
一
θ

肋
『

　
　
G

　
　
2
c

　
＝

　
）
　
写

　
偽

　
4

　
（

　
ρ

鮎（達葎））

匿≧］C・1・R　モデル上のゼロ・クーポン債の価格

　時刻孟（＜T）で7（オ）＝¢の時，満期がT，ペイオフ1のゼロ・クーポン

債（割引債）の価格を∫（‘，偽丁）とする．

すると，

∫（嬬丁）一E（ちー）［2一∫T7（s）4s］一E［2一∫㌃（5）肉17（置）＿∫］，

∫（T，∫，T）＝1

8



　　　　　　可変ボラティリティを持っデリバティプモデルの価格理論

が成立する．すると，ファインマン・カッツ公式より一，∫は，

　　　　　　　　　　　　砺
　　　　　　　　　　　一十L∫一が＝0
　　　　　　　　　　　　∂孟

∫（7’，亀丁）＝1の解である．

∫（君，∫，T）ニθκ1（T一ε）＋駆丁一f）エ，私（0）＝璃（0）＝0と置いて解を

求める．

すると，

　　　　H1一（T一’）＝α璃（T一’）

　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　偽’（T一彦）一一ひ瑞（T一∫）＋喜・2瑞（T一∫）一1

となり，まず，第2式を解いて，

雌一∫＿　2（θγ（T－f）一1）　（ここで，γ一暦とおいた）
　　　　　　（尻γ）（♂丁一ご）一1）＋2γ

っぎに第1式より，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　あ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ニガ　　マ　　あ　　　θ”耳（T一’）一｛（わ＋γ）（θγ（T一‘）一1）＋2γ｝‘（2γ）cθ石（T『’）

よって

ゼロ・クーポン債の価格＝∫（♂，¢，T）

　　　　　　　　　　　％　助　　　　2（9γ（T　f）一E）
一ゆ＋γ）（θア（T－f）一1）＋2γ｝一7（2γ）7θ一鉾γ（T一‘）θ一（δ＋γ）（9γ（T－f）一E》2γ■

匿塁］C・1・Rモデル上の一般のペイオフを持っオプション価格式

時刻孟（＜T）で7（‘）ニ¢の時，行使時点丁，ペイオフ∫のオプション価格

をC（∫，¢）；C∫（ご，¢）とする．すると，

c（ω詔（乱，．）［∫（7（T）θ一唐）砺］であり，ファインマン・カッツ公式より，

∂C

一＋乙C一∫C＝0，C（T，∫）＝∫（∫）を満たす．
∂オ

以下，この偏微分方程式を解く．まず，ペイオフ∫（¢）を2一λヱとし，解を

　　　　　　　　　　　　　　　9
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求ある．

C（∫，τ）＝θE（T一の÷F（T一のπ一λ∫．E（0，¢）＝F（0，∫）＝0と仮定する．

すると，E，Fの満たす方程式は，

　　　　　　　　　E’＝α（E一λ）

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　F’－一〇2（F一λ）一ひ（F一λ）一1
　　　　　　　　　　　2

となる．

まず，第2式を解いて，

　　　　　　　　　　　　　　　α一β　　　　　　　　　F（哲，λ）＝　　　　　　　2　　　＋β
　　　　　　　　　　　　　　λ十α　 三二（α＿β）ど

　　　　　　　　　　　　　1－　　　22
　　　　　　　　　　　　　　λ＋β
（ここで・αβは・麗についての2次方程式青c2％2一わ％一1一・の2解）

次に，第1式より，

　　　　　　　　　2δ　2　　　　　α一β　　　　　E（孟，λ）＝一⊇一孟十一r　lo9　　2　　　　　　　　2

　　　　　　　　　c　c　2号・ご（λ＋α）昭号β’（λ＋β）

よって，この時，C（‘，∫）軍C（オ，¢，λ）は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－

・α切一艶（画訴翫，）ア

　　　　辱認

ここで，2．1節のラプラス変換公式を変形すると，

　　　　（1＋㌔、，錨一卓一・（馴㌃・（2季〉

　　　　　（＝∠　んAB（μ）とおく）

すると，

　　　　　　　　　　　　　　　10



　1　　　θ　　　　　　　　　　　　　　　　　　 θ

（1＋Cλア （1一劉（1＋諜E（λ＋秀）グ

ここで，

　　　　C2　　　C2　　　　　　　　c2　　　σ2　　　2一β（丁一ご㌧。Tα（T一’）　　αCτβ（丁逆β2丁α（旬

　C－　c2　　C2　・P；　c2　　σ2　ラ　　　　丁β（T一’）　丁α（T－4）　　　　7β（T一ご）　7α（T一‘）
　　　βθ　　　　一αθ　　　　　　　　　　　　　βθ　　　　一αθ

　　　　　2　　　　　α一β　E＝αβ＝　一一三r・　　F＝　　　σ2　　　　　　　σ2　　　　　　　　・

　　　　　C　　　　　　　　　　　　一α（T一ε）　　　一β（T一‘）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　αθ　一βθ
とおくと，

　　　　　　わ　　　　　　　　　　　　むえ　トど
　　c（砿λ）一ゐ7（1呈cλア2　

　　　　　助　 2　　　　　　　　　　　　E
　　　　　Tご7　　1　　　　 一万召

　　　　＝2‘FC　　　2　£2　んc∂　ρ2（μ）
　　　　　　　　（1一誓）7　　D－CE－o－CE

　　　　　ゆ　
　

　　　　　－‘－　　1　　　　＝gCF‘　　　2
　　　　　　　　（1一誓ア

κ・ 吾E、毒幽一・（爾L、．／2辱亟）

一謙濃E亡樹㌦、（2華）
よって，λは，任意の正の実数より，

可変ボラティリティを持っデリバティブモデルの価格理論

　　　　　　む　えナの
　　1　．ε脚＋。）謡¢槻A8（μ）

（1＋且（λ＋わ））

　　　　　　　　　　　　　p婆E（λ＋吾）

。λ÷E　　　　　　　　　ド。呈薯E（λ＋吾）
1＋Cλ　　　l　　　　　l

行使時点丁，ペイオフ∫のオプション価格C（‘，¢）は，

ll
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Cノ（該，¢）；

　　　　　　　　　ひ　　　　　　　　　　　　　　　　ヒ　こ　　　ヒ
　　　∫＋㌻（％）θ7（丁可》結（p弩E】万＋7θ万〔が＋（鵬）

　　　辱1（2辱亟）伽

　　　　ご

ここで，

　　　C2　　　マβ（丁一‘）

　　βθ　　一αθ

　　　　　　2E＝αβ＝　一一コr，

　　　　　o

C＝

　　　　　　　　　　　　
じ　　　　　　　　　　　じ
万β（T一∫）　三rα（T一ご）

θ　　　　　一θ
＝P

　2　　　　　　　　　2　じ　　　　　　　　　　　　　一β（T一ε）　　　　一α（T－f）

αθ2 一β22
ご2

一α（T－f）
2

『一F

　βθ

α一β

2　　　　　　　　　　2　　　　　　，
ご　　　　　　　　　　　ご
一β（T一‘）　　　　一α（T一‘）
2　　　　　　　　2

　　　一αθ

　2　　　　　　　　　2　　　　　　　　　　　　　ご
　一¢（T一‘）　　　一β（T－f）
　　　　　　　　　　　
αθ　　一βθ

　　　　　　　　　　　　　　1（α，βは，㍑についての2次方程式702％2一伽一1＝0の2解）

注意Cox，1ngerso11，Rossは，［2］において，ゼロ・クーポン債におけ

るコールオプション，っまり，ペイオフが，

　　　　　　　　　　max［P（T，7（T），s）一K，0］

（ここで，Pは，ゼロ・クーポン債の価格，s（＞T）は，ゼロ・クーポン債

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　』の満期，Tは，オプションの行使時点）

で表される場合にっいて，その価格式を求めている，

　　　α礁矯κ）詔（、．）［max（P（の7（T），s）一κ）θ一∫写（・）肉］

は，

　　　　　　　　　　　　C（‘，碕丁；s，K）

一一
瞼剛・讐・碗等注、）

　　　　　　　　　　　　　　　12
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一唾臆］・讐器）・な五

ここで，κ2（循∂，2〃）は，非中心κ2分布（［6］参照）

1β（4s）一（δ＋ 1≡彗＋2γ・P（τ7（T）・s）一且（τs）9麗緬

　　　φ一♂（〆（籍）一1）一＊一［1・9（A（髪S）】／B（スS）・

ただし，Cox，lngersoll，Ross［2］では，結果のみで途中式は何も書かれ

ておらずその導き方は，まだ筆者には，確認できていない．筆者の出した

価格式（2．3節）に（2．2節）の結果を代入して計算を続行すれば良さそ

うであるが，非常に複雑な計算になってしまう．

匿ヨ　下方ターゲットゾーンを持っ通貨オプション・株価オプション

　C・1・Rモデルの特徴の1っにγ（渉）が，0に近づくと，ドリフト項

α一わ綿）の影響で正の方向に引き戻されることが挙げられる．この作用に

より，7（8）は，決して0に到達することは無い．つまり，0は，到達不能

境界（lnacessible　boundary）である．よってこれを少し修正すること

により下方ターゲットゾーンを持つ通貨モデル・株価モデルを作ることが

できる．つまり，ターゲットゾーンに近づくと政府や日銀の介入があり・

決してそこを越えないようになっているモデルである，

まず，通貨モデルを考える．

X（孟）：時刻‘における為替レート

とし，X（孟）は，次の確率微分方程式を満たすものとする．

　　　　　　dX（‘）＝（α一わX（孟））鷹十c厭4β（哲）

ここで，」は，下方ターゲットゾーンで，X（∫）は，決してZに到達するこ

　　　　　　　　　　　　　　13
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とは無い，すると，2．2節と同様にしてX（君）の推移確率密度

ρx（6，∬，す）は，

　ρx（∫，¢，む）＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
　　ぬ㌻）・｛幽）賦e瀦ア7

・倒（4δ（殺一’））

となる．

これを用いて行使価格κ（＞」），行使時点丁のコールオプション価格

Cx（診，亀丁，K）は，安全利子率を7（定数）として

　　　　　Cx（4耶）一〆（T一’）∬（μ一κ）Px（鞠）吻

で得られる．

　次に株価モデルを考える．リスク中立測度のもとでは，株価過程S（‘）

の従う確率微分方程式のドリフトは，安全利子率を1（定数）とすると，

7S（‘）となるので，

　　　　　　　　4s（置）＝γs（哲）4‘＋o願ゴβ（‘）

を株価S（オ）の満たす確率微分方程式としてとる．

すると・前と同様に，株価は，’に近づけば介入があり，決して‘に到達

しない，っまり，」より下には下がらないモデルと考えられる．

この場合の推移確率密度ρs（∫，∫，穿）は次のようになる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ア

　・）一 鯉（、雇ア㌧（4寧）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ
これを用いて行使価格K（＞」），行使時点丁のコールオプション価格

C轟，τ，T，K）は，
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Cs（4謡K）一2舟 （9イ）ρs（4瑠）⑳

で得られる．

§3．Hestonモデルにっいて

匿亘］準備（反転公式）

　まず，準備として反転公式を述べ，その証明を与える．この反転公式は，

一般には，あまりよく知られていない形と思われる．

Xを実確率変数，ψx（オ）＝E（θF「‘x）をその特性関数，

五（∫）をその確率密度関数とする．

　　　　　　　ψx（‘）
E（X）が存在し，　　　∈ム（1，＋。。）∩L1（一・。，一1）の時，
　　　　　　　　オ

　　　　　β＠）血一壱＋券∫㌦（諜）籔（哲）d‘

証明

　　　β（¢）4∬一毒∫㍗≒も（‘）dオ

　　　　　　　ー士∫γ婁吸（‘）4‘＋士∫ごギ娠（‘）4孟

ま凱麟π募娠（ご）d弓を示ず

　　　R・∫ご疇級（・）4‘一呵γ妾14‘

　　　　　一∫ごRθ（COS讐inわ孟）d‘一∫ごsi号わ‘4‘　①

　　　　　　一2fsi号ひ犠薗2×号一π

　　　　　　　　　　　　　　　15
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　　　　　　　　　　　　　　　　　ReψX（r）　【皿ψX（げ）
　　θ一のε　　C。sわ‘＿乞sin扉Il　II
また　　ψx（渉）＝　　　　　　　（9（♂）＋此（‘））
　　　一髭　　　　　　　　一π

一（9（8）s≠COlδ‘ん（‘））＋∫（COlわ‘9（‘）＋si琴転（孟））　②

　　　　　　　偶関数　　　奇関数一∫二で積分すれば・

崖妾ψx（‘）吋ごR・（鴫職（哲））漉

　　　一∫ご畷馨娠（・））4‘＋R・だ≦妾（娠（’）一級（・）励

　　　　だ皇書：‘（職（’）一伽（・））読

　　　一菰1呈書孟（娠（哲）一賑（・））4孟＋辞書孟（級（‘）一娠（・））4‘

　　　　＋∫＋D。三書‘（娠（‘）一娠（・））4‘

よって，定理の仮定，リーマン・ルベーグの補題，

　　　　　無f。。si号㌔一鵡∫。。sigごdオー・より，

　　　　　　　　撫∫影書、（娠（オ）一級（・））4孟一・

　　　　一r了α‘
　　　ヨまた Fr渉ψx（∫）は・偶関数だカ）ら・

　　　　　士∫ご諜㈱一毒∫ご他諜娠（・）鷹

　　　　　　　　　　　　　　　　一罪Rθ諜㈱

よって

　　　ゴ、（¢匪曇偽（諜瀕）姻明終）

　　　　　　　　　　　　　　　　　16
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塵］Hestonモデルにおける株価オプションの価格式

s（‘）：株価

砺：S（ご）のボラティリティ

とし，（S（6），礁「）が以下のS．D．E（確率微分方程式Stochastic　Differ－

ential　Equation）を満たすと仮定する．

　　　　　　　　dS（‘）＝μS（≠）漉＋砺S（‘）血1（‘）　　　　　　　一①

　　　　　　　　　dπ「＝一β両「漉＋δ4z2（‘）　　　　　　　　一②

（ここでμ，β，δは定数，～1（オ），z2（‘）はブラウン運動でcovarianceが

ρ（4zKご）血2（孟）＝ρ4護）を仮定）（ρは定数）

①を見れば分かるように，幾何的プラウン運動（対数正規過程）との違いは

　　　　　　　　　　　　　　　　↑↓
　　　　　　　　　　　　　（響一μ＋σ勾

dglの係数（ボラティリティ）が定数でなく確率過程であることで，本モ

デルをHestonモデル（［4］）と呼ぶ．

②より両一はOmstein・Uhlenbeck過程（ガウス過程であり，マルコフ

過程でもある）に従っている．

②より

　　　　4∂（6）一4（砺）2－2砺4砺＋⊥2・4砺4砺
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　－2砺（一β恢万d什δ偽（孟））＋δ協

　　　　　　　＝（δ2－2β∂（孟））4∫＋2δ爾「血2（オ）

これは，”（置）がCox　Ingersoll　and　Rossモデル（平方根モデル）に従っ

ていることを示している．

　　　　　　　　伽（置）＝規［θ一∂（置）］4∫＋σ爾漉2（‘）　　　　　一③

　　　　　　　（窺，θ，σは定数，解一2β　規θ＝δ2σ；2δ）

　　　　　　　　　　　　　　　　17
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ここでBlack　Scholes型偏微分方程式を作る．

①かっ③において

ぬ1（君）；dβ且（孟）

礁，（哲）一ρ4B、（‘）＋厨4B、（オ）
4Zl（渉）d麹（ご）；ρd‘より

（ここでB1，B2は2っの独立なブラウン運動）

であることに注意して，

①かつ③仁⇒4S（診）＝μSl（‘）砒＋爾一S（∫）4βL（診）

　　薦）覗［θ一∂（‘）池千ρσ砺dβ、（∫）＋画砺dB、（’）

μ隻＝μ（定数）σ1＝存

　　　　　　窺［θ一宮］　　ρσ　　厨σ
　　　　μ2＝　9　砺1＝毎砺2＝存
　　　　　君＋峨＋［吻［θ一ぴ］一ρσψ一7）一厨σλ］馬

　　　　　　　1　　　　　　　　　1　　　　　　＋アエ鳳＋ρσ∬Ψ残＋■σ2μ㌦ガF＝0　　　　　　一④

ここでλに対する自然な仮定（λはボラティリティのリスクの価格）

λ（S，び，‘）＝λ∂（λは定数）をおく．つまり，

　　　　罵の係数＝彿［θ一切一ρσ魚一7）一厨σλ宮となる．

以下，ヨーロッパ型コールオプションのみを考える．

つまり，境界条件として，次のようなものを考える。

K（定数）を行使価格，T（定数）を満期として，

　　　　　　　　　F（S，η，T）＝max（S－K，0）　　　　　　　一⑤

以後，P．D．E（Partial　Differential　Equation）④かつ⑤を考える．

Black・Scholesの類推より，1一一⑥
とおき，君，βの満たすP．D．Eを考える．

また，Black・Scholesと同様に麗＝log¢という変換を考えると，

　　　　　　　　　　　　　　18
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瓦一器一1吾・器一碁瓦．一音（器）一音（碁）

　　　　　1　　1∂　　　　1　　1∂F　∂μ　　　1　　1
　　＝7瓦＋了石罵二一7鳳＋了石×否＝7η＋7へ

　　④⇔⇒

君＋峨＋［窺（θ一創）一ρσ＠一7）一厨・σ・λ・9］暢μ（一賦．）

　　　　　　　　　　　　　　　1　2
　　　　11　　＋ρ嘱〃＋百σ蝿一7F＝o

君＋（7一去宮）瓦＋｛［規θ一ρσψ一∂）］一［規＋λσσ］躯

　　1　　　　　　　　1　2　＋7岨・＋ρσμ㌦＋7σμ㌦一7F＝0　　　　　　　　　　　　『⑦

ここで，S君；θ博（私び）とおいて⑦に代入

罵＝ずP董＋9η1η財＝ずP亘＋2ずβ且＋ず瑞罵り＝ず弓1＋ず瑞より

⑦⇔β且＋（桔写）（P1＋弓1）＋肋θ一卿一7）］一［勉＋λσF司弗1

　　　　　1　　　　＋7穿（P1＋2砂の

　　　　＋ρ⑳（弓1＋窃1）＋麦σ2螺一7P1一・

一写＋（7圏び）21＋｛［窺θ一ρσ¢一・）］一匝躰

　　　　　　　1！　　　　　　　　　　Il　　　　　　　　　　　ll

　　　　　　　鍋とおく　　　　αとおく　　　　　δEとおく

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋万9瑞＋ρρ写瑞＋喜σ㌔瑞＝0　　　　　　　　　　　　一⑧

また，K×2－7（T－f）P2＝Constant×♂P2より♂P2を⑦に代入

君＝名2πP2＋¢π々2より

　　⑦⇔々2＋（桔嘘2＋｛［瞭卿一γ）］一［酬σ厨］媛
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　　　　　　　1　　　　　　　1　　　　　　＋7鑑＋㈱21播σ2嬬一・

よって，P1（ブ＝1，2）は

一⑨

召特鳩踏（α一⑳）穿＋去齢曜珪σ鳩一・一⑩

というP．D．Eを満たしている．

ここで，

初1一 ，μ2一一
，α一窺θ一ρσω一7），わ1一窺＋λσ厨一ρα

　δ2覗＋λσ〉π

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（すべて定数）

また，Pノ（ゴ＝1，2）の境界条件は，Pノ（鉱鉱丁）＝1［1。gκ。。〕（、）一⑪

　　　　　　　　　　つまり，μ≧logKなら1

　　　　　　　　　　　　　κ＜10gKならO

　　S≧κ奪⇒ず≧K仁⇒％≧logKとなり，さらに上記の境界条件⑫を満

たせば，⑥は境界条件⑤を満たすことになり，解の一意性により⑥は④か

ら⑤の唯一解となる．

以下，境界条件⑪のもとで，

P。D．E⑩を具体的に解く．

次のような補助的なS．D．E⑫を考える．このS．D．Eもアフィンモデル

であり，々以外の係数がすべて写の1次式である．

S．D．E⑫

　　　　　　　　1麟1二ll瓢驚1）／一⑫

（ここで，Z1，Z2はブラウン運動で，d21（置）dβ2（渉）＝ρd♂

つまり，　　ぬ1一昭1，成2一ρ昭［＋肩朋2　　　一⑬

　　　　　　　　　　　　　　20
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B1，β2は2っの独立なブラウン運動）

⑬に注意して，

　　　　瑠）一（鋤　（轟σ五÷σ）（1謝

よつて・（ll2）の生成作脚は・

　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　1
　　　L∫＝（7＋切獄（α一⑳ん＋万娠柳垢＋互ゐ・となる・

∫（z4∂，≠）＝E［g（㍑（T），”（T））1μ（孟）＝払び（オ）＝”］は，

　　　　　　　∂　　　　　　一∫＋L∫＝0，∫（劇，T）＝g（鉱”）の解である．
　　　　　　　∂∫

特に，g（妙）＝1［1。蝋＋。。）（銘）ととると，

　　　　　P一（鉱び，♂）＝P［銘，（T）≧log　X　I　z6，（T）＝％”、（T）＝”］

っまり，娠丁）の分布が．求まればよいが，§2と同様なやりかたで麗、（T）

の特性関数が，具体的に求めることができる．

五（鉱鉱φ）一E［〆可φμ（T）1㍑、（‘）一即∫（オ）一∂］は，

妾五＋弊研伽瑚一θ陥の解である・

承駄∂，7〕φ）＝2q（丁一‘）＋P・（T一ご）レ＋F「φT、（0）＝1），（0）；0として解を求める．

C，1）の満たす常微分方程式は，

　　　　C，’（IT一オ）＝FTゆ＋α1），（T一≠）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　1　　　　D、’（T一渉）一・Ffμ・φ一δρ・（T一∫）＋互σ2（P∫（T一‘））2一互φ2

　　　　　　＋4二Tqρφヱ）、（T一オ）

以下は，この常微分方程式を解く．

lT一‘＝sとおいて

　　　　　　　　　1　　　　　P2’（s）＝7（σP2（s）一α冨）（σo・（s）一β2）

　　　　　　　α‘一わ、’一F工ρφ＋4‘

21
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　わ　　　　　　　β3一わ、㌧Fτρφ一4‘，醒一ユ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ

　　　　　　　　　一診一凪φ一壱φ2一壱（Fエρφ一わ，’）2

となり，

　　　　　　　　　　　　σD‘（s）一q　　α星一β8鋸
　　　　　　　　　　　　σP、（s）一βf＝qθ2

　　　　　　　　　　　Z），（0）＝0よりC1＝二と
　　　　　　　　　　β‘

　　　　　　　σP置（s）一α‘αf（・＝『β竃）σ∫α
　　　　　　　σD、（s）一β、×瓦×θ2＝云×2鄭＝9×9恥

一　　α、わ，’一Fてρφ耀、
Lこで9＝ ㌔∫’一πρφ一4、

　　　　　　　　　σo，（s）一α、；σ9β邸×D、（s）一9β，×2邸

　　　　　　　　　　　σ（1－9召邸）D、（s）一α，（1一θ邸）

　　　　　　　　　　　　　　　　　α　　1一θ4重燗
　　　　　　　　　　　　P、（s）＝五×　　　硲
　　　　　　　　　　　　　　　　　σ　　1－9θ8

　　　　　　　　　　　　　　　　δ、㌧F三ρφ＋4∫1一θ邸
　　　　　　　　　　　　　　　ニ　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ　　　　　1－9β邸

また，C、’（s）＝π7φ＋α1），（s）より

　　　　　　　　　q（s）一岳φs＋α∫P，（s）dε＋c

ここで，

　　　　　　　　　　　D・（・）一象×（1（1≡豊1諜）

　　　　　　　　　　　　　　　α星α露1一訊σd3畠βご1σs
　　　　　　　　　　　　　　ニヘ　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　σσ24訊　1－9プ箪σs

　　　　　　　　　∫　　　　　　　　　　　　　　　　α・　　α∫1－91
　　　　　　　　　　D‘（ε）ds＝ユs＋一マ　　1・9（1－9召ごρs）
　　　　　　　　　　　　　　　　σ　　σ　　9言
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ここで，

　　　　　　　　　　　　　　　　α‘
　　　　　　　　　　　　　　　1一一　　　　　　　　1－9　　　　　　　　　σ　　　β2一α3

　　　　　　α一×4軍ゴα3×α置＝4霊＝一2
　　　　　　　　　　　　　　4・×π

　　　　　　　一生s一ろ1・9（1一〆）
　　　　　　　　　σ　　　　σ

　　　　　　　C（S）一Fr7φs＋竺s一誓1・9（1－9βd揮）＋C

　　　　　　　　　　　　　　　　σ　　　　σ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2α
　　　　　　　　　C（0）＝0より　　Cニーrlog（1－91）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ごの　　　　　　　　　　　　　　　　αα　2α　　1一解重
　　　　　　　C（s）一、rf7φs＋！srrl・g
　　　　　　　　　　　　　　　　σ　　　σ　　　　1－91

これで，特性関数がexplicitに求まった．

あとは，反転公式（cf3．1節）を用いればよい．

⑱より

　　　　　、P軍（z4び，彦）；」孕Eμ、（T）≧logκI　z4星（孟）ニz4”置（‘）＝び］

　　　　　　　　　　一窟転（T）（∬）4τ

　　　　　　　　　　一壱＋諾㌔（ゼ警）オ）甑σ・（孟）4ご

　　　　　　　　　　一者＋｝倉・（ゼ警）哲）五瞬φ）d護

（ん、，（T）（∫），残（T）（孟）は，それぞれ，娠丁）の確率密度関数，特性関数）

以上より，

時点孟で，株価＝S，ヴォラティリティ＝び，

行使価格K，行使時点丁のコールオプション価格F（S，u，’；T，κ）は，

23
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F（s，∂，ご；T，κ）一s阜K2一「（丁一∫）弓

ここで1～＝々（logS，”，‘）（ゴ＝1，2）

§4上下にターゲットゾーンを持っ通

　　貨オプション・金利オプション

匡i］モデルの説明

　2。4節では，下方に境界がある場合の確率過程をC・1・Rモデルの変形

として考えたが・本節では，上にも境界がある場合を考察する．

　　　　　　　　　　　　　ひ　ここでは，αゑq¢∫＞αg〈万＜∫としてっぎの為替レートX（‘）

の満たす確率微分方程式を考える．

　　　4x（’）一（α一δx（∫））4‘＋c癖4B（‘）

さらに，境界2，∫を調べることにより，

　　　　　　　　　2θプ（α一δθ）　　2わθブ
　　　　　　　α＝。2（∫一θアβ＝7とおいて・

α≧1，β一α≧1を仮定するとθ，∫は，entrance　boundaryとなり，確率過

程X（∫）は，θ〈X（∫）＜∫を満たす。っまり，確率過程X（‘）が，境界¢∫

に近づくと，反対方向に引き戻す力（介入）が働き，（¢∫）にとどまる．

（2，∫）をX（♂）のターゲットゾーンと呼ぶ．（ターゲットゾーンにっいては，

［3］，［8］，［9］参照）

　Kimuraは，論文Diffusion　models　in　population　genetics（J．Appl。

Prob・（1964）177－232）に於いて集団遺伝学の1つのモデルとして，

　　　dZ（置）＝（α一わZ（∫））説＋0　dβ（∫）を考察し，

その推移確率密度づ（孟，ヱ，〃）を

　　　　　　　　　　　　　　　24
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　　　　　　　　　P（砿μ）一量駅穿）θ｛一・（解＋争一1））f｝

　　　　　　　　　　　　　　Fo

　　　　　Xi（穿）＝’一星（1一び）月一β一iF（君＋ゼー1，一義z4一β，1一μ）

　　　　　　　　　F（且十歪一1，一∫，∠4－B，1一¢）

　　　　　　　　　ノ「（五一β＋1）T（ハ＋2ぎ）1「（。4＋歪一1）

　　　　　　　　　∫！r2（ハーβ）r（β＋づ）T（乃＋2∫一1）

　　　　　　　　　　　　　　　2δ　　　　2α
　　　　　　　　　　　　　A＝一　B＝一　　　　　　　　　　　　　　　　2，　　　　　　2
　　　　　　　　　　　　　　　0　　　　　　　c

F（¢α0，エ）は，超幾何函数（岩波数学公式III参照）

と求めている．

　　　X（渉）一2
y（孟）＝　　　　とスケール変換すると，
　　　　∫一θ

4y（∫）一（砦一ひy（‘））鷹＋蒜y（∫）（1－7（‘））幽となるので

X（置）の推移確率密度ρ（‘，z，馴）は

　　　　　　　　　ρ（砿穿）一量諏y）¢←・（わ＋看（・一1））’｝

　　　　　　　　　　　　　　FO

　　　　　Xi（Y）＝yα一1（1－y「）β『α一且F（β＋∫一1，一歪，β一α，1－y）

　　　　　F（β＋ゼー1，一云β一α，1－X）

　　　　　　　　　T（β一α＋1）r（β＋2ゴ）r（β＋ゼー1）

　　　　　　　　　　Z！T2（β一α）r（α＋乞）r（β＋2∫一1）

＿2δ2∫　　α一わ¢　　写一2　　∫一ε
β＿　2，α；　　　　　y＝　　　X＝　　　となる．
　　0　　62（∫一2）’　∫一θ’　∫一θ

これを用いて行使価格κ（θ＜K＜∫），行使時点丁のコールオプションの

価格C（‘，エ，T，K）は，安全利子率を7として

c（嶋τK）一θ一佃） （穿一x）ρ（4珈⑳

で得られる．
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また，c＝σ’σとして，∫→＋・・とすると，

4X（孟）＝（α＿δX（オ））読＋o’原4β（診）となり，

2．4節で扱ったモデルと一致する，つまり，本節のモデルは，前のモデル

の一般化でもあることを注意しておく．

庭］金利オプションと摂動法

　本節では，金利が（¢，∫）ターゲットゾーンを持つモデルにっいて考察を

進める，この場合，アファインモデルではなく，前のように特殊関数を用

いてもclosed　form　solutionは存在しない．よって近似解を求めるため

に摂動法を適用する．

7（孟）を金利とし，7（ご）は，次の確率微分方程式に従うとする，

　　　　血（‘）一＠一扉（オ））伽羅4β（‘）

すると，前節と同じ仮定を係数に課すると，7（ご）は，θく7（∫）くノ’を満たし

（θ，∫）ターゲットゾーンを持っ確率過程となる．

ここでは，金利に付随するヨーロッパコールオプションの価格を求めてみ

る．つまり，ペイオフをん，行使時点をTとして
C（輔h）一E［h（7（T））θ一P㊦）幽1・（‘）一∫］を考える，

（特にh≡1ととると，Cは，ゼロクーポン債の価格となる．）

　　　∂CCは，一＋五C一∫C＝0，C（T，∬）＝h（¢）を満たしている．
　　　∂哲

　　　∂C上式を一＋LC；¢Cと変形すると，
　　　∂孟

　　C（雄）一μ（写）ρ（T一卿4写一∫Tds∫勉C（S写）ρ（s一鞠）4穿

が得られる．（両辺を‘で微分してコルモゴロフ後向き方程式を使う）こ

れを，Cに関する積分方程式と見て解く．
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　　　　　　　可変ポラティリティを持つデリバティブモデルの価格理論

C（孟，¢）は，次のようにして得られる．

　　　　　　　　　　　　C（置，∫）＝ΣC．（‘，∫）

　　　　　　　　π＝0

ら且（雄）一一
』s序（亀写）ρ（s一鞠）吻

（η需0，1，，，，）

（略証）

（鼻L）偏一¢qより，

　　　　　　（畜＋L）c一（妾＋L）q＋ゑ（岳＋L）q

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝0＋Σ∬C．一且
　　　　　　　　　　　　　　　π＝1

　　　　　　　　　　　　＝¢C

また，∫；Tを代入すると，

c（℃¢）一
）ρ（鞠）砺∫％（び）δ（∬一す）吻一h（¢）（証明終）

（注意1）

近似の度合いについての評価を行う．

　　　　　　maxん（び）＝114，maxC．（6，“）＝び．（∫）とする．
　　　　　　2≦翻≦1　　　　　　　　　　　β≦喜≦∫

すると，

　　！熊1（雄）1≦∫㌔s倉lq（＆写）1ρ（s一鞠）⑳

　　　　　　　　≦酵∫㌦（s）4s∫㌔（s一鞠）吻一雌∫丁篠（s）4s

つまり，

　　　　　　　　　　　　娠1（オ）≦∫、（3）4s
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以下，帰納的にπ≧0に対して，

　　　M∂。（∫）≦万「ヂ（T一‘）”が得られる．

　　　　　　　”　　　　　　　。。　　　　　　　。。　M
　　　『C（雄）一温q（雄）1＝1．耳＋、q（ω1≦．葬＋1万ガ（T一げ

ここで，ぼ＞0で，

　　ガ　　　ハ　　　　　　　　ハ　　　　　　びナヒ
　　　ガ　　　　　　　　ヱ　　　　　エ
ず一Σ一＝　Σ　一≦　　　　θ∫に注意すると，
　得一〇η！　㌍N刊n！　（N十1）l

　　　　　IC（4∫）＿砦q（4∫）1≦雌”＋1（T一∫）N＋1θ∫（T一‘）

　　　　　　　　　η一〇　　　　　　　（κ十1）！

　　　　　　　　　　　　　　びよって・Nを十分大きくとると，ΣC．（‘，∫）は，C（∫，¢）の良い近似であ

　　　　　　　　　　　　　　”＝0
る．

（注意2）

この摂動法は，他のモデルに対しても有効である．

本節では，生成作用素がLとL一¢の場合で，

L一∫をLからの摂動とみて，解を求めた．他にもL－6（∫）や乙＋L1など

をLからの摂動とみなすやりかたも全く同様であるが，ただ，2階微分の

項の摂動は，特異摂動となり少しやっかいである．

（注意3）

　本モデルでは，ρ（‘，∬，び）も固有関数の無限級数展開で与えられているが，

各項にexp（一∫（％＋（ゼー1）02／¢ノ》）の指数関数項が，かかっているので，

項をたくさんとらなくても比較的良い近似値が得られるはずである．
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