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　本稿の目的は，ある組合せ論的な数を提出し考察することにあ

る．この数は，各正の整数πに対して正の整数を対応させるr函

数」として与えられるべきもので，以下ではこれをg（π）であら

わす．g（π）の，πの函数としての具体的表示は知られていない．

我々は，このg（π）が，どのように表現されるか，具体的には，

g（π）が満足するπについての漸化式，あるいはg（π）の母函数

表示等について追求したが今のところ満足すべき結果には到達で

きていない．従って以下では，問題の提起ならびに小さいπにつ

いてのg（π）の値の計算機による計算とこれに付随するいくつか

の問題および予想を述べる，これが小論の主な内容である．

　小さいπについてのg（η）の値で，手計算により計算できるの

はπ＝11，12程度までで，それ以上のπについては計算機によっ

た。計算機は一橋大学情報処理センターのFACOM　M180を使

用した．また，この組合せ論的数藪π）についてはいくつかの機

会に口頭で発表したことがあるので，我々以外にも計算機実験が
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現する．

　　　　　　　乃1㊥…㊥為ε一→庵1／e…e為8－1ノ，

Young図形についても同様の表を現用いることがある．再ぴ上の

％＝10の例にもどると，これについてはひとつの図形から6本の

矢印により6つの図形が結ばれうるわけである．

これを，分割と矢印で

7①2㊥1

6㊦3㊦1

5①4①1

4①3㊥2①1

5（D3①2

4①4㊦2

4㊦3①3

のようにあらわす．

この操作をくりかえしていくと，任意の図形あるいは分割から出

発して最終的に，

一　　一　　　一　　　一　　　冒　　　一

π
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に到達する．もちろんこれは深さ1のただひとつの分割

　　　　　　　　　　　　　π

である． 我々はとくに与えられた正整数πに対して，ただひとつ

の深さηの分割

監
　
　
O
　
　
聖
　
　
陛
　
　
－
　
　
ー

η

から出発し，深さ1に到るまで矢印に沿って進むみちすじを間題

にする．このみちすじの数はπによって決まるからこれをg（π）

とおく．

　各πに対してYoung図形の個数はちょうど％の分割数だけあ

る．以下ではπの分割数をp（π）であらわす．％ニ10の揚合には，

p（10）ニ42個のYoung図形のあいだに，g（10）ニ1832通りのみち

すじが描かれるはずである．この例からも想像がつくように，η

がある程度大きくなるとg（η）は分割数p（π）よりかなり大きく

なるものと予想される．我々はα（1）＝1と約束する．また明ら

かにg（2）＝g（3）ニ1である．この関数g（π）を一般化して，与

えられたひとつの分割，たとえば
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　　　　　　　　　　　　4（D3e2①1

から出発して，これより深さの小さい別の分割，たとえぱ，

　　　　　　　　　　　　　7㊥3

に到るみちすじの数

　　　　　　　　　9（4㊥3㊦2㊥1，7㊦3）

を問題にすることもできるだろう．

　我々はπ＝64を目標に計算機実験を行なったが，計算の実行

に使用できるデータセット等の制限のため，実際には％≦36に

対してのg（箆）の値を得た．計算結果は本文にまわしてここでは

比較的小さいπについての結果をあげておく．この程度なら，手

計算とパーソナル・コンピュータによっても検証可能であろう．
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　πが十分大きいときにg（π）がどのようにふるまうか，その漸

近的な様子は知られていない．荒い評価としては，π≧4のとき

　　　　　　　　　2η一4≦9（物）≦（π／2）π一2

となることがわかる．第2節を参照．上からの評価については

　　　　　　　　　　　　ゆ　　　　　　　　　　9（π）≦一9（π一1）
　　　　　　　　　　　　　2

が，前出の表からも予想できる．もしこれが正しいとしても，得

られる評価

　　　　　　　　　　9（物）≦η！21一π

はまだ不十分なものである．

本稿で考察する組合せ論的な数g（めは，もともとは著者の

ひとりが微分方程式論の研究から考えだしたものである（1）・以下

これを簡単に説明しよう．まず1例として次の常微分方程式を考

える．

　　　　　　　♂2¢　　　　　　　　　4¢
　　　　6（1一哲）諏＋（・一（針ゐ＋1）む）誘一αゐzニ“

ここにα，6，0は複素パラメーターである。この2階線型方程式は

ガウスの超幾何微分方程式として有名なものである．独立変数6

は複素変数，従って未知函数のニの（孟）はオの複素解析的函数で

あるという立揚からは，この方程式がリーマン球面（1次元複素

　　　　　　　　　　　　107
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射影空間）上定義されていると考えるのは自然である．微分方程

式論に関する詳細な議論はここでは必要としないので一切省略す

るが，大切なことはガウスの超幾何微分方程式が，リーマン球面

上に6ニ0，孟＝1，哲二・。という3点に確定特異点とよばれる特異性

をもつという事実である。複素領域における線型微分方程式の一

般論により，方程式の各特異点には特異数という有理数が対応づ

けられる（2）・これは一種の不変量であるが，上述の確定特異点と

は，この不変量が1の特異点であると言うことができる．また，

ある一般的な条件のもとでは，ガウスの超幾何微分方程式は，リ

ーマン球面上3つの確定特異点（すなわち，特異数1の特異点）

のみをもつ2階線型常微分方程式として特徴づけられることが知

られている，そこで我々はこの方程式を，特異数をならべて

　　　　　　　　　　　　1㊦1㊦1

とあらわすことにする．

　次にこの方程式において，独立変数哲を埆でおきかえ，さら

に複素パラメーターゐをε一1で書きかえると，我々はあらたに

6ニ0，む＝ε凸‘＝QQの3点に確定特異点をもつ線型常微分方程式を

得る．これはガウスの超幾何方程式と本質的に同じものだが，こ

こでさらに方程式においてε→0という極限をとる．するとこの

極限によりガウスの方程式は次の微分方程式に帰着する．

　　　　　　　　　♂2詔　　　　面
　　　　　　　　肺＋（・一哲）誘一αω二色

これをクンマーの合流型超幾何微分方程式という．これはリーマ

ン球面上むニ0，むニ。。の2点に特異性を許し，孟＝Oはあいかわら

　　　　　　　　　　　　　108
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ず確定特異点である．他方，哲＝。・はもともと哲二ε一1と6ニ・。と

いう2つの確定特異点の衝突により生じたもので，ここの特異性

は確定特異点より高く，特異数は2である。特異数が1以上の揚

合，その特異点を不確定特異点という．一般に不確定特異点には

ポアンカレーの階数とよばれる有理数が対応する．ポアンカレー

の階数が7の特異点はτ級の不確定特異点とよばれる。また，

前に述ぺた特異数とは，

　　　　（特異数）ニ（ポアンカレーの階数）＋1

で関係づけられる．クンマーの方程式の6＝。Qはポアンカレーの

階数が1，すなわち1級の不確定特異点である．我々はこの方程

式を

　　　　　　　　　　　　2㊦1

で表現する．この意味はもはや明確であろう，

　ガウスの超幾何微分方程式からクンマーの合流型超幾何微分方

程式を得る手続きを，微分方程式の合流という・微分方程式の合

流は，今の揚合もクンマーの方程式からさらに続けることができ

て，我々はさらに

　　　　　　　　　42の　⑳
　　　　　　　　　一一‘一十π謬二〇
　　　　　　　　　　読2　砒

という微分方程式（エルミートの微分方程式という）に到達する・

ここでは特異点は6ニo。のみ，またその特異数は3（2級の不確

定特異点）である．我々の合流の手続きは，特異点がただひとつ

になったエルミートの微分方程式で完了する，この合流の全体像

を
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1（D1∈）1
　
↓

　3

で表現するのは自然だし何の不都合もあるまい．これはちょうど

N＝3の揚合の，箱の分割の問題として述べたYomg図形の図

式である．微分方程式論の言葉を用いれば，前述の組合せ論的な

数g（π）は，π個の確定特異点（特異数1）をもつ微分方程式か

ら合流によって特異数π（π一1級不確定特異点）の特異性をひ

とつだけ許す微分方程式を得るとき，その合流の手順の数を与え

るものである，と言うことができる（3）．g（2）ニg（3）＝1であるが，

g（4）＝2となるのは次頁の図式からわかる．

　この揚合は，微分方程式論の立揚から見ると上述のガウスの超

幾何微分方程式の揚合と同様に重要な理論が含まれている（4）．

　g（π）の計算は一橋大学情報処理センターのFACOM　M180を

使用したことは前にのべた．η＝64を当面の目標にしたが，この

揚合前の評価式から

　　　　　　　　　　9（64）≦3262＝2310
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　　　　　1㊥1㊦1㊦1
　　　　　　↓

　　　　　2①1㊦1

3㊥1　　　　　　　　　　　　　2①2

　　　　　　　4

となるから，g（π）の値には320ビット（すなわち40バイト，10

ワード）をとっておけば十分である．いずれにせよ主記憶容量で

は不十分なのは明らかだからデータセットを使用する。FACOM

OS　Iv／F4のLISPには，“Big　Number”の機能があるので，

10倍長語の加算の実行をする際にもリスプによる限りは多倍長

加算ルーティン等を自作する必要はない・しかし現状ではg（π）

の計算について帰納的な構造を活かした効率的算法は発見されて

いないのだから，計算手順もデータ構造も単純な反復によるしか

ない．従ってリスプではデータセットの扱いにくさという不利に

加えて，プ・グラムの書き易さという点での特長が有効に働かな

い．データセットが扱いやすいこと，プ・グラムの効率のよいこ

と，という、点では，FORTRAN，BASIC，PL！1、COBOL等それ

ぞれ一長一短があり，結果プ・グラム言語としてはASSEMBLER
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を使用することにした．他機種との互換性という一般的問題点が

アセンブラにはあるが，これは当面我々には支障とならない．

FAcoMosIvのアセンブラはンIBMシステム／370のアセン

ブラとは互換性がある、プ・グラムは第4節に載せた．

　実際に計算したπ≦36に対するg（π）の値を素因数分解する

ことは興味あることである．ひとつの実験データを提供するため

に我々はこれを試み，計算時間等の都合で冗≦29に対して結果

を得た．このためのプ・グラムは，その機能を生かしてリスプで

作成した，分解すぺき数の大きさには特に制限を設けぬプ・グラ

ムを書き，これをCOMPIL：Eして使用した．

　小論の内容は次のとおりである．第1節では，問題の定式化を

与えた．g（π）に関する評価式は第2節で示した・次の2節は計

算機実験に関係する．第3節でアルゴリズムを説明し，次の節で

は実際に使用したプ・グラムを載せる，結果は第5節に与える．

これを素因数分解し，その結果を，素因数分解のプ・グラムとあ

わせて第6節で紹介する。我々はこの過程で，230713267586731

という素数をはじめ，多くの大きな素数にであった。

　この研究のため計算機システムの利用に関していろいろと御協

力いただいた一橋大学情報処理センターの諸民に感謝する．この

研究の一部は，文部省科学研究費一般研究（C）r代数的微分方程

式の大域的研究」（課題番号57540066）の援助による．
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1．問題

　まず問題の定式化を行う・正の整数πをひとつとって固定し，

次に高々π個の変数からなるちょうどπ次の単項式

（1）　　　　　　　∫＝詔1㌔2㌃2…ガ‘

を考える．ここで島，…，概とZは

　　　　　　　　　♂≦π
（2）　　　　　　　一
　　　　　　　　　ん1十ん2十…十概二π

となるような正の整数であるが，変数妨，…，均のえらび方の任

意性をなくすために

（3）　　　　　乃、≧碗≧…≧彪＞0

という仮定をつけておく．従って，πを固定すると，単項式（1）

は，（2），（3）を満たすような整数の組（あ、，…，旬の個数と同じ

だけ存在する．この個数はπの分割数で与えられる．我々はこ

れを通常どおりp（π）で表わすことにする．さて，単項式（1）に

おいて勝手なゼ，ブ（舛ブ）について娩二均とおき，さらに変数の

番号をつけかえることにより，我々はz－1変数π次の単項式

（4）　　　　9＝写、肌1“2糀2…勉一、徽一・

を得る．ここで

　　　　　　　　　？π1十鴉2十…十徽．1＝π

　　　　　　　　　鵠1≧7π2≧…≧物一1＞0

とする．この操作により，単項式∫から変数がひとつ少ない別の

同次数の単項式gを得るときこれを

　　　　　　　　　　　∫一→9
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と矢印で結んであらわす．この操作をくり返していけば，単項式

（5）　　　　　　　塀2’”翫

は最終的には単項式

（6）　　　　　　　　　∬・η

に到達する．（5），（6）を含めたp（π）個の単項式の間に上に述

べた操作によって矢印一→がつけられている。矢印の関係を順序

関係とみなせば，π次単項式全体に例えば（5）を最大元，（6）

を最小元とするような順序が定まる．さらにこの矢印により最大

元（5）から最小元（6）へ続く鎖

（7）　　価x一→…一→∫一→9一…一→海五n

が存在する．（5）を丘、、，（6）を血i。と書いた。このような鎖

はすぺて長さπ，すなわちη個の単項式を含む。ここで我々は

次の問題を提出する．

問題　正の整数ηに対して，π次単項式全体に上のような順序を

いれるとき，これに含まれる鎖（7）の個数を求める．

　この問題でのべた個数を，以下ではg（π）であらわすことにす

る．我々は，最終的にはこの妖π）をηで表示することを目標と

するが，今のところ得られているのは比較的小さい％における

g（η）の値のみである，従って将来のために次のような間題を提

出しておく。

問題　g（π）の満足する適当な漸化式を求める。

　　　　　　　　　　　　114
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問題　g（π）の母函数表示を求める．

　ηの分割数p（π）については，これらは加法的整数論，組合せ

論でよく知られている（5〉．後述のように，計算機実験によれば

g（π）は一般に合成数となるがその素因数分解は余り多くの因子

は含まずむしろ素因子として大きい素数があらわれる．たとえぼ

　　　　　　　　　　9（15）ニ6237505

　　　　　　　　　　　　ニ5＞く1247501

など．形式級数

　　　　　　　　　　　Σ推19（π）Xη

が正の収束半径をもつかどうかは知られていない．

　単項式（1）において変数紛，…，鋤には特別な意味がないから

我々はこれを

　　　　　　　　　　乃・㊥焉2㊦…e概

であらわすことにする・前述のとおりこれは正整数πの分割の

ひとつに対応する・（1）ふら（4）を得る手順，すなわち対応す

るπの分割の間の関係は

　　　　　　　　　　h・㊦ん2㊦…㊥窺
　　　　　　　　　　　　　↓

　　　　　　　　　窺1㊥吼2㊦…㊦物一、

と表示する・こうして得られるp（π）個のπの分割の間の関係

を図式化することができればそこから鎖（7）の数を数えあげるこ

ともできるだろうが，当然πが大きくなってくるとこの図式は極

めて複雑である，π＝5については次のようになる．

　　　　　　　　　　　　115
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1㊦1㊥1①1㊥1

　
　
　
↓

　2①1㊦1（D1

3㊦1㊦1

　
、
L

4㊥1

2㊥2①1

　
、
L

　3㊥2

5

これからあきらかにg（5）＝4（p（5）＝7）である。η＝3，π・＝4に

ついては序文に図示した．πニ11程度までなら，このように関係

全体を図示して数えることができる。

2．g（π）の評価

　πが大きくなるときのg（π）の漸近的なふるまいについての決

定的な結果は知られていない．荒い評価であるが次のことはすぐ

わかる．
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命題　η≧4に対して

（8）　　野≦9（％）≦（ザ

また，後述の計算結果から次のことが予想される．

予想　　9（π）≦周9（η一・）

ただし［司はのを越えない最大の整数をあらわす．この予想が

正しいとすれば

　　　　　　　　　　　　　　箆！
　　　　　　　　　　　9（π）≦戸

となる．以下この節では上の命題を証明する．そのために少し記

号を準備しよう・πを正の整数とし，

　　　　　　　　　　　砺㊥…㊥乃α

　　　　　　　　　　　z・㊥…㊦zβ

を2つのπの分割とする，ただしα＞β，このとき前者から始ま

り後者でおわる鎖を考えこの個数を

　　　　　　　　9π（あ・㊥…㊦為α，Z・㊥…㊦Zβ）

によりあらわす・記号の節約のため最大単項式（5）に対応する分

割

　　　　　　　　　　1㊦1㊥…㊦1

を幽axで，最小単項式（6）に対応する分割を∫乱、であらわす

ことにすれば，とくに

　　　　　　　　　9（π）＝9π（∫益、．，∫益血）

である．さらに

　　　　　　　　　　　　117
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　　　　　　9π（為1∈）…㊦な促）ニ9π（∫畠a、，ん1①…①々α）

と記す．

　命題を証明するためにまず次のことに注意せよ．

補題1　　乃1≧…≧乃、＞3ならば

（9）　　　9η（h㊥…㊥あ．）≧9（ん、）＋…＋9（乃．）

さらに，一般に

　　　　　　　　9π（ん1㊥…㊥為、㊥1①…㊥1）

　　　　　　　　　　　　＝9π一β（乃、㊦…㊦あ酊）

ここにβは乃1㊥…㊦あ．のあとにならぶ1の個数をあらわす．

証明　　後半はgπ（・）の定義より明らか．前半はα＝2の揚合

を示せば十分であるが，このときはh≧ん2〉3からg（為2）≧2だ

から

　　　　　　9π（為・㊦ん2）≧9（海、）9（乃2）≧9（乃、）＋9（為2）

となる．実際

　　9η（あ・①海2）≧9π（乃2㊥1㊦…㊥1）×9、（碗①…㊦1，海、㊥為2）

　　　　　　　≧9（あ、）9（ん2）

である．

補題1により，π・≧勘ならば

　　　　　　　　　　　9（η1）≧9（π2）

である。また，πが大きければ（η≧4）
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9（π）一伽（箆一・①・）＋…＋伽（π一［号］①［号］）

　　　　≧9（π一・）9（・）＋9（η一2）9（2）＋…＋9（π｛号］）9（［号］）

であるから

　　　　　　　　9（π）≧9（π一1）＋…＋9（4）

を得る．これから

　　　　　　　　　　　　9（π）≧2”’4

以上で，（8）の左側の不等式が証明された．このことから，η→。。

のときg（π）→OOが保証される．

　次に，茜gともにπの分割とし，これらが直接矢印で結ばれ

ている

（10）　　　　　　　　　∫一→σ

とする。すなわちこれはgを終点とする長さ2の鎖である．この

とき

補題2　πの分割gに対して，gを終点とする長さ2の鎖の

個数は高々 である・

証明　　gを終点とする長さ2の鎖（11）をひとつとる．いま

　　　　　　　　　　∫＝乃、㊦…㊦ん、㊥な、＋1

　　　　　　　　　　9ニz1㊦…㊦zα

とすれば，あるβ，7，δに対して

　　　　　　　　　　　　zβ＝乃，十乃δ
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となっており，分割

　　　　　　　　乃1㊥…㊥乃．＋1（為，，砺を除く）

　　　　　　　　Z・㊥…（∋Zα　（らを除く）

はともにπ一Zβ＝π一乃r一乃δの同じ分割をあらわす，一方，正の整

数勉を2つの正の整数の和に表わす表わし方は圏通りあるか

ら，gを与えたとき，（10）を満たす∫の個数は高々

　　　　　　　　　圏＋…＋圏≦［号］

となる．

　さて，各πに対して

　　　　　　　　　　　　∫飯一→∫

となるような分割はただひとつ，

　　　　　　　　　　　2㊥1㊦…①1

のみである．これを鴛と書くと

　　　　　　　　　　9π（∫豪）＝1

　　　　　　　　　　9（π）＝9π（∫粟，血in）

である．従って丘axに始まり血i・に終る鎖は鐸から始まる長

さπ一1の鎖と1対1に対応する・このことから（8）の右側の

不等式はただちに従う．同様の考察により次のことも証明できる。

補題3　π≧2のとき

　　　　　　　　儀（島㊥…㊥砿）≦（ず
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以上で（8）は完全に証明された．なお，スターリングの公式によ

れば（8）から

　　　　　　　　　　禦≦激書（号ア

となる．θは自然対数の底である．従って

　　　　　　　　　　　　　　9（π）
　　　　　　　　　　　　Σ推】一X％
　　　　　　　　　　　　　　π1

の収束半径は8／2より小さくない．

　　　　　　　　　　3．　アノレゴリズム

　g（π）を計算するためのアルゴリズムを説明する，まず記号を

準備しよう，ハ「を非負整数の集合，ハ7のπ個の直積を亙πと

し，ハ7ηのベクトル

　　　　　　　　　　　rニ（γ1，…，γπ）

であって

（11）　　　　　　　　　Σ9富、碗＝π

を満足するもの全体を趣であらわす．趣はあきらかにπの

分割全体と一致する。例えば分割

　　　　　　　　　　　4㊥3㊥2㊦1

は，Eloのベクトル

　　　　　　　　　（1，1，1，1，0，0，0，0，0，0）

に対応する．また

　　　　　　　　　　　z（r）＝Σ雛、γ乞

とし，ベクトルrがあきらかな揚合は単にzと略記する．1≦z≦π
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に注意せよ．前節の記号では，

　　　　　　　　　πε1ニ（π，0，…，0）＝∫島ax

　　　　　　　　　επニ（O，…，0，1）＝∫塩、n

となる．その他前節の記法をそのまま流用する．たとえば関係

（10）は趣の2つのベクトルr，〆に対して

　　　　　　　　　　　　r一一→〉rノ

と書かれる．さらに，πe、からはじまり分割rに終る鎖の数を

g（r）と書き，これも混乱のおそれがなければgと略すことがある．

　　　　　　　　9（πe1）＝1，　9（eη）＝9（π）

はあきらか．次に

　　　　　　　　　　6πニEηXハ7×ハ7

とし，各分割　rに対してZニZ（r），g＝藪r）を添えて3つ組

　　　　　　　　　　　（r，Z，9）∈8η

を考える．

　まず，次のことはあきらかである．

命題　　分割r，〆に対してト→〆ならば

　　　　　　　　　　　Z（〆）＝Z（r）一1．

さらに

（12）　　　　　　　　　9（r！）＝Σ9（r）

　　　　　　　　　　　　　　r→r’

従ってg（舵1）ニ1からZが減少する順に公式（12）により計算

をくりかえしていくことによりg（π）が求まる．前節，補題1か

らあきらかなように，この過程で，
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（5，0，0，0，0）＝5ε・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」＝5，9＝1

　　　　　　　　　　　　　　　↓

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3，1，0，0，0）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」＝4，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9＝1（＝9（2））

　　　　　　／　　＼

（1，2，0，0，0）　　　　　　　　　　（2・0・LO，0〉

」＝3，9＝1　　　　　　　　　　」＝3，σ；1（＝α（3））

　　　↓　　　　　↓
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　田コ

1≧：ll鞠＼／／階

（0，0，0，0，1）＝ε5

♂＝1，4＝4（＝α（5））
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　　　　　　　　　　　9（乞）1乞≦π

がすべて計算される．序文で述べたように分割rをYoung図形

と同一視することができる．Z＝Z（r）は対応するYoung図形の

深さである。上に書いたアルゴリズムをπ＝5の場合にYoung

図形を用いて説明したのが前頁の図である．

　集合列軌，9耐，…，9・（9‘⊂伊）を次のように定める．まず

　　　　　　　　　　9π＝｛（ηε1，？z，1）｝

とし，1≦Z≦π一1に対して

　　　　　　　　　9彦＋1＝｛（r，Z十1，9（r））1

が定まったとすれば

⑦＝｛（〆，Z，9）1ヨr（r→rノ），9＝Σ9（r）｝

　　　　　　　　　　　　　7→r’

により磁を決める，最終的に

　　　　　　　　　　91＝｛（επ，1，9（π））｝

となる，我々は各⑦をデータセットとして扱う．実行に際しての

データセットのアクセス法としては直接アクセス（direct　access）

等を用いずに順アクセス（sequential　access）のみを用いる工夫を

する．9‘＋・から⑦を得るステップを3つにわける（phase1、phase

2，phase3）．これをπ＝5の場合の93から92を得るステップ

を例にとって図示すると次頁の図のようになる．

　phase1では（r，Z十1，g）∈9‘＋1に対してr一→rノとなるrノを

全て求め，phase2でこれの整列（sorting）を行い，phase3で

公式（12）に従ってg（r）の総和を求める．πニ64を目標として

phase1とphase3をアセンブラで作成し，phase2はシステ

124



δ
ぴ
薗
e
曲
ゆ
ヰ
遜
蝉
胃
も
ぐ
、
＾

σ＝1

］田コ

σ驚1

↓

二
／

4寓2

　　
　　

＝

↓＼

Q3

〈phase　1〉

〈phase2〉

くphase3〉

92

一
b
o
㎝



一橋大学研究年報　自然科学研究　23

ムに備っているsort／merge　utilityを利用した．⑦の要素となる

レコード（r，Z，g）はrが64ノぐイト，♂が4ノぐイト，gが40ノぐイ

トの形となる．実際π＝64だから7ε≦64，従って各ηには1バ

イトで十分すなわちr＝（γ・，…，7π）は1バイト要素の大きさ64

の配列である．整列のkeyとしては同じr同志をまとめること

が目的で，異なるrがどのような順序でならんでいてもかまわな

いから，rの各要素7‘はいちいち考える必要がなく，r全体を

長さ64バイトのひとつのものとみてよい．」は1バイトで十分で

あるが扱いやすさのため1語（4バイト）をとっている．gニg（η）

については前節の評価からπニ64なら310ビットで十分なことは

序文でものべておいた．そこでこれを10倍長で表わすことにし

て40バイトをとっておく．

phase1について　ベクトルrで，各要素が非負であるものを

r≧0であらわす．θ乞を，第乞成分のみ1で他は全て0のベクト

ルとすると，分割r，rノに対して7→rノということは次の条件

を満たすゼ，ブ（1≦乞≦ブ≦π）の存在と同値である，

　　　　　　　　　　r－e乞一θノ≧O

　　　　　　　　　　rノニr一負一句十ε乞＋，

第1の条件から

　　　　　　　　　　　乞＋ブ≦Σ肋κ＝π

となることに注意せよ・読みこんだレコード（r，♂＋1，g）のおの

おのについて，この条件をみたす（¢，ブ）について（〆，♂，g）を書き

だす。これによリデータセット9こ、、（dd名INFILE）を読み各要
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素（r，Z十1，g）に対しr一→〆となるすぺての〆について（〆，

Z，g）が出カデータセット（dd名OUTFI：LE）に書きだされ．るが，

この処理では一般には同じrノが重複してあらわれる．次の段階

で整列を行なうときレコード数を正確に指示した方が効率がよい

ので，書きだしたレコード数をかぞえ，最後にその数値を使って

整列のための制御文を作りdd名CFILEの一時データセットに

書きだしておく。　　　　　　　　　　　　　　　　、

phase2について　前のphaseで作ったデータセットを読み（dd

名SORTIN），レコード（r，Z，9）のrの部分，すなわちレコー

ドの先頭64バイトをkeyとして整列する．結果をdd名SOR－

TOUTに書き出す．これは集合としては読み込んだデータセット

と同じだが，rの部分の等しいレコード同志はひきつづいてあら

われる．

phase3について整列した結果のデータセット（dd名INFI－

LE）を読み，同じrに対するgニg（7）の総和をとる．結果を

dd名OUTFILEで書き出す．これが9‘である．9εにはZ（r）＝」

となるようなrが全て，重複なく現れる、このとき，レコード

（r，Z，gンのなかにγ1＝Z－1であるものがひとつだけある．すなわ

ち

　　　　　　　　　　rニ（Z－1）ε1十eπ一ε＋】

の形である．これに対応するg＝g（r）がg（冗冠＋1）に等しいわ

けだから，これを計算結果のデータセットに書きだす（dd名

127



一橋大学研究年報　自然科学研究　23

RESULT）．アルゴリズムは次のようになる．

1．INFILEからレコードを読みこれを“current　recor（1”（CU－

RREC）とする．

2．INFILEから1レコードを読み“new　record”（NEWREC）

とする．ただしINFILEが終り（EOD）なら4へ行く．

3．current　record（r，Z，g）とnew　recor（1（〆，Z，gノ）について7と

〆とを比較する．

（i）r＝〆ならばcurrent　recordを（r，Z，g＋4）に変えて2へ

行く．

（ii）r≒7！ならぱ4へ行く．

4．（i）current　record（r，Z，g）をOUTFILEへ出力する．

（廿）　7‘ニZ－1ならばゼ＝π一Z十1として9と乞とをRESULT

へ出力する．

（iii）INFILEがEODならば終り，そうでなけれぱ（〆，z，gノ）

をcurrent　recordとして2へ行く．

3の（i）で320ピットの非負2進数同志の加算が必要となるの

で，多倍長非負2進数の加算ルーティンをマク・命令として用意

した．

　結果のデータセット（phase3，dd名RESULT）は（g，ぢ）の

形のレコードを要素とする，ただしg＝g（乞），ゼ＝π冠＋1で，g

は40バイト，ゼは4バイトである。これをまとめて2進10進の

変換を行い印刷する（phase4）とともに，素因数分解プ・グラム

ヘ渡すデータセットを作る．
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4，　プログラム

　phase1とphase3のプログラムをここに載せる．前にものべ

たように髄COM　OS　IVアセンブラはIBM370と互換性がある．

ここで使用している自作のマク・命令は次のものである．

　PROC　BEGIN（proce（1ure　begin）

　　汎用レジスタの退避や，べ一スレジスタの設定など，プ・グ

　　ラム入口点での標準的処理．

　PROC　END（procedure　end）

　　汎用レジスタを回復し復帰コードを設定するなどののち復帰

　　する，プログラムの出口点での標準的な復帰処理。

　ALU（a（1d　long　unsigned）

　　多倍長2進非負整数の加算．

　REGS（registers）

　汎用レジスタ2～12に記号名を与える．

5．結果

π＝64を一応の目標にしたが，使用でぎるデータセットの制限

などにより，π＝36まで計算ができた．・それを以下に載せる．

9＝9（ゼ）

　　1
1

1
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00000700
00000800
00000900
00001000
00001100
00001～00
00001300
00001400
00001500
00001600
00001700
00001800
00001900
00002000
00002100
◎OOO2200
00002300
00002400
00002500
00002600
00002700
00002800
00002900
00003000
00003100
00003～OO
OOOO3300
00003400
00003500
00003600
00003700
00003800
00003900
OOOO4000
00004100
00004～00
00004300
00004400
00004500
00004600
00004700
00004800
00004900
00005000
0QOO5100
00005200
00005500
00005400
00005500
00005600
00005700
00005800
00005900
00006000
00006工oo
OOOO6200
00006300
00006400
00006500
00006600
00006アOO
OOOO6800
00006900
00007000
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ERROR　　　LR
　　　　　　　　ABEND
さ

CREC　　　　DS
　　　　　　　　ORG

　　　　　　　　DC

SIZFLD　　 DC
　　　　　　　　ORG

F工ELD　　　DS
　　　　　　　　DC

COU閃T　　　DS
工NFILE　　　DCB

OUτF工LE　　DCB
CF工しE　　　DCB
　　　　　　　　LTORG

寓

REC
x
L
Q
窪

DSEC了
DS
DS
DS

END

1，15　　　　　　　　　　RC　OF　”OPEN”　凹ACRO

（1》

CL80　　　　　　　　　　CONTROL　STATE図ENT　FOR　SORT　STEP
CREC
C巳SDRτFIEしDS冨（1，6恥CH’A》ノSIZE＝3
CL501　，

CL10　　　　　RECCOUNτ1国ZONEDDECIMAL
C冒，NOEQUALS　l
PL8　　　　　　　　　　　REC　COUNT　工N　PACKED　DECIMAL
DSORG昌PS，RECFM昌FBS，LRECL旨108，国ACRF冨Gし，DDNA岡E＝工NFILE，

EODAD冨EXIT
DSORG器PS甫ECFM＝FBS几RECL＝108・MACRF冒PM・DDNA醍＝OUTFIしE
DSORG＝PS■RECF岡3F’LRECL雷80／MACRF昌PM／DDNAト1E富CFILE

＝A⊂F工ELD÷20）

Cし6ら

F
！OF

OOOO7ユOO
　OOOO7200
　00007300
　00007400
　00007500
　00007600
　00007700
　00007800
　00007900
00008000

　00008100
COOOO8200
　00008300
　00008400
0000850Q

　OOOO8600

　00008700
　00008800
　00008900
　00009000
　00009100
　00009200
　00009300
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SOURCE　STATE凹ENT

　
曜
』
　
　

工
　
　
　
　

E

　
S
　

激
τ
「
　
　
　
　
」
　
　
8

　
A
　

T
　
　
　
工

　
H
”
　
零
U
　
　
　

ヒ
「
　
　
零

　
P
　

O

　
　
　
零
’
　
　
　
　
■
○
　
　
零

　
　
　
E
　
　
　

一
－

　
　
　
累
」
　
　
　

L
　
　
竃

　
　
　
I
　
　
　
　U

　
　
　
零
F
，
　
　
　

S
　
　
3

　
　
　
N
　
　
　
　
F
一

　
　
露
丁
■
　
　
　

R
　
　
8

竃
家
竃
竃
象
眠
塞
竃
謝
8
爾
窒
3

G5

露　零　累　零　零　激　窒

工NFILE，OUTF工LE

MOVE

測PUT

零

OUTPUY

u
掌

εOD

塞

EX工了

3

ERROR

激

工NF工しE

OUTFILE
RESULτ
零

PRINT
START
PROC
OPEN
LTR
B腎Z

MV工
GET
MVC
GEτ
CLC
BNE
ALu
ez
A日END

PUτ
L
S
XR
IC
CR
BNE
L《

SR
ST
凹VC
PUT
CLI
BE
B

V岡
R
曜

CLOSE
PROC

LR
ABEND

DCB

n
口
目C
C
D
D

　　窺　　禦　　嵩　　禦　　家　　串　　家　　家　　竈　　禦　　零　　鵬　　零　　禦　　竃　 3　 潅　　3　　3　　直　　家　　竃　　睾　　窺　　慮　　宿　　蟻

　　　　FILE　OF　RECORDS　（X／LグQ），
　　　　X＝（X（1）■X（2），g。．，X（N））＝　N－VECTOR　OF　1－BVτE

　　　　　　　　　　　　　　　　　　NONNEGAT工VE　BINARY　INTEGERS　（N＝64》ρ

　　　　L：　49BYTE　閥ONNEGATIVE　BI鯉ARY　工NTEGER，
　　　　Q；　40－BYTE　NONNEGAT工VE　B工陀《RY　INTEGER，
　OF　RECORDS　（工，Q），

　　　　　1＝　4－BYTE　NO阿NEGATIVE　B工NARY　INTEGERク
　　　　Q＝Q（1》3　40－BYTE　国ONNEGATIVE　BI肘ARY　工NTEGER．
零　　寡　　窩　　竃　　3　　零　　象　　潅　　家　　寧　　象　　皐　　8　　8　　竃　　零　　家　　蹴　　零　　8　　塞　　寓　　窟　　3　　8　　8　　窒　　塞

NOGEN

BEG工N
（工NFILEノ（INPUT》ノOUTFILE，くOUτPUT）グRESU』τノ〔EXτEND》》

15，15
ERROR　　　　　　　　　OPE～　ERROR？
EODF」GクO　　　　　　　RESET　EOD　FLAG
INFILE，閃EWREC
CURREC／NEWREC
I肘FILE，NE－RεC
CURX／NEWX
OUTPUT
CURQ，NEWQ／40，（2，3，4》　　ADD　NEWQ　TO　CURQ
ユNPUT
16　　　　　　　　　　　　0VERFしO”

OUTFILE，CL置RREC
2，CURL
2，3F騨1，　　　　　　　L一ユ

3♂3
3，CURX　　　　　　　　X1
2，3
L1

3／L．CURX
3／2

3／RESA

RESQ（40》，CURQ
RESUしT，R巳SREC

EODFLG，1
EX工丁

凹OVE

EODFLG，1
0UTPUT

×1r＝L一！？

＝N＝64

1＝＝瞠一L十工

I
Q⊂1》

I　AND　Q（エ》

EOD？

SET　EOD　FLAG

（INFILE，’OUTF工LE，，RESULT》
END／RC昌（15）

245
（2》

RC　OF　”OPEN”　閥ACRO　く38　0R　12》

OPEN　ERROR

DSORG＝PS／RECF凹＝FBS，LRECL＝108，図ACRF＝GM／DDNA岡巨＝工NFILEρ

EODAD冨EOD
DSORG＝PS，RECFMロFBS，LRECし＝1082凹ACRF＝PM，DDNA凹E冒OU了FIしE
DSORG富PSダRECF凹冨F4しRECし零44」MACRF昌P岡，DDNAME昌RESUL了

霜
零
躍
富
3
績
霜
竃
竃
零

OOOOOIOO
OOOOO200
00000300
00000400
00000500
00000600
00000700
00000800
00000900
00001000
00001100
00001200
00001300
00001400
00001500
00001600
00001700
00001800
0000！900
00002000
00002100
00002200
00002300
00002400
00002500
00002600
00002700
00002800
00002900
00003000
00003100
00005200
00003300
00003400
00003500
00003600
00003700
00003800

　OOOO3900
　00004000
　00004100
　00004200
　00004300
　00004400
　00004500
　00004600
　0000ら700

　00004800
　00004goo
　OOOO5000
　00005100
　00005200
　00005300
　00005400
COOOO5500
　00005600
　00005700
　00005800
　00005900
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EOD　FLG

RESREC

R　E　SA

R　ES　Q

CURREC

C　U　R　X

C　U　Rし

C　U　R　Q

閥EWREC

N　E　WX

～E日L

NEWQ

　
　
　
G
　
　

G
　

G
　
　
　
　
G
　

G
　
　
　
　
G

S
S
S
R
S
S
R
S
R
S
S
S
R
S
R
S
S
S
R

D
D
D
O
D
D
O
D
O
D
D
D
O
D
O
D
D
D
O

LτDRG

CLl
O　F

C　L44
R　E　S　R　E　C

F
Bし40

C　L　l　O8

CURR　EC
C　L64

F
BL40

CLlOB
N　E回R　E　C

CL64
F
BL40

E　O　D　F　L　AG

I
Q（工》

OOOO6000
00006100
00006200
00006300
00006400
00006500
00006600
00006700
00006800
00006900
00007000
00007100
00007200
00007300
00007400
00007500
0000ア600
00007700
00007800
0000ア900

昌F　Oユじ

END OOOO8000
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1
1
1
2
1
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1
7
1
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2
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2
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2
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2
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9
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　　　1

　　13

114

1015

　　　3

　　29

230

1861

5484

1388

4710

8477

2
4
n
3
3
1
6
3
5
3
2
6
7
0
0
8
5
4
9
0
5
5
8
4
7
4
0
7
2
6
0
0
9
4
2
5
7
3
1
3
5
2
0
5
8
0
2
3
0

　
　
　
　
1
4
8
1
7
7
4
5
4
8
0
1
1
5
7
7
7
7
6
4
6
9

　
　
　
　
　
　
1
8
9
1
9
7
6
6
6
3
0
2
9
6
6
7
7
0
8
7

　
　
　
　
　
　
　
　
3
0
9
3
0
7
9
7
6
1
1
0
8
3
6
6
4
3

　
　
　
　
　
　
　
　
　
2
0
2
4
1
7
3
6
0
7
7
5
6
9
7
3
6

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
1
6
7
2
3
2
8
7
6
4
7
1
1
1
6
3

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
3
3
1
6
5
5
1
0
6
2
2
5
3
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2
5
1
1
9
4
6
2
8
1
0
5
6

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
1
0
1
1
9
5
3
8
8
0
8
6

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
1
7
1
1
9
1
7
6
4
0
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1
7
9
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ある種の組合せ的数について

0
1
2
3
4
5
6

3
3
3
3
3
3
3

　　　9242　6452　5029　8449　5898

　　　8　5488　9186　8007　5797　7014

　　80　8951　5642　4491　6017　3600

　　777　7642　3636　3074　2993　6775

　7633　7120　0742　6157　6653　7483

7　6040　2503　0286　3419　2155　7828

77　2525　3720　9637　2239　1172　3904

　最終段階のステップのphase2でsortしたレコード数は，18

6957であった．また，計算時間は全体で

　　　　　　　　　　　　7分18．00秒

であった．

　組合せ論的な数g（π）は上の表のようにπとともに極めて大

きくなる。分割数p（π）と比較するために1≦π≦36に対する

p（％）の値を以下にあげておく．

π
1
3
5
7
9
1
3

　
　
　
　
　
　
1
　
1

P（π）

　1

　3

　7

　15

　30

　56

101

％
2
4
6
8
0
2
4

　
　
　
　
　
1
　
1
　
1

P（π）

　2

　5

　11

　22

　42

　77
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　176

　297
　490
　792　　・

1255

1958

3010

4565

6842

10143

14883

6
8
0
2
4
6
8
0
2
4
6

1
1
2
2
2
2
2
・
3
3
3
3

　231

　385

　627

1002

1575

2436

3718

5604

8349

12310

17977

6．素因数分解

　以上のようにして得られたg（η）を素因数分解することは興味

あることなのでこれを実行した．結果は次のとおりである．計算

時間等の制限により，π≦29のg（π）の素因数分解が求まっ糞，

η
7
8
9
0
1
2
3

　
　
　
　
1
‘
上
1
1

　　33＝3・11

　116＝22●29

　435＝＝3●5●29
　　　　　　　G
　1832＝23・229

　8167　prime

39700＝22・52・397

201785＝＝5。40357
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ある種の組合せ的数について

　　　　　　1099449＝32．13●9397

　　　　　　6237505ニ5●1247501

　　　　　37406458＝2．311．60139

　　　　　232176847＝72・4738303

　　　　1513796040＝23・34・5・59・7919

　　　　10162373172＝22・3・7・271・433・1031

　　　　71158660160＝26・5・7・19・1671961

　　　511957012509＝32・31・1834971371

　　　3819416719742＝2●13●19●8389●921637

　　29195604706757＝41・712087919677

　　230713267586731　prime

　　1861978821637735＝5●37。103・97716023177

　15484368121967620＝22・5・523・1480341120647

　131388840051760458＝2・32・7299380002875581

1144710408536348602＝2・13・811・54287698403507

10158477086613637930＝2●5。13尋51．75522095655443

垂　
ソ

　一般的にいって素因子の数はそれほど多くなく，従って大きな

素数があらわれるようである．そのため，素因数分解には長い時

間がかかった．計算は数回にわけて実行したが，計算時間（それ

ぞれコンパイル時間を含む）は

　　　　9（1）～9（26）　　　　　　22分58．39秒

　　　　g（27）　　　　　　1時間53分23．08秒

　　　　9（28），9（29）　　　　　21分04．43秒

　　　　合計　　　　　　　　2時間37分25．90秒
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であった。g（27）の素因数分解にとくに長くかかったのは，

　　　　　　　　　　　7299380002875581

という大きな素因数のせいであろう．この素数をはじめ，g（21），

g（23）～g（29）の最大の素因数はいずれ，も，おそらくは新発見の

素数であろう。

　最後に，この素因数分解のプログラムのうち，入出力を除いた

部分を載せておく．これはリスプの函数で，たとえば

　　　　　　　　　　　　12→（223）

のように，与えられた正整数にその素因数のリストを対応させる

ものである．

λ［［a］；

　pro9［［x；y；z；u］；

　　　x＝ニa；y：＝2；u：ニ（122）；

　　　10；　［equa1［x；1］一一→return［reverse［z］］］；

　　　［evenp［x］→go［12］］；

　　　11；［zerop［remainder［x；y］］→go［12］］1

　　　［lessp［qu・tient〔x；y］ly］一→retum［reverse［c・ns［x；z］］］］l

　　　y：＝Plus［y；car［u］］；

　　　［nun［u：＝cdr［u］］一→u：ニ（42424626）］l

　　　go［11］；

　　　12；x：＝quotient［x；y］；z：ニcons　Ey；z］；

　　　go［10］

　　　］

　］
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ある種の組合せ的数について

　除数yは，y＝2，3，5，7とした後，3と5と7で割り切れ

ない奇数値をとるように，増分を周期的に変えてゆく．xがyで

割り切れたときは，yを素因数のリストzの先頭につけ加える．

　注と文献

（1）　K　OIくAMOTO、Isomonodromic　Deformation　and　Painlev6Equati－

　　　ons，and　the　Gam圭er　System，Universit6de　Strasbourg，preprint

　　を参照せよ．

（2）一般には，このあとで述ぺるポアンカレーの階数が使われることが多い．

（3）実際にYoung図形の図式どおりに微分方程式の合流が実行できるかど

　　うかは自明なことではないそして一般的にこの事実が証明されているわけ

　　でもない．しかしいくつかの興味ある揚合には確かめられている．おそら

　　く，Young図形の図式どおり合流が実行できることは確かであろうが，

　　たとえぱ100個の確定特異点をもつ線型常微分方程式からの合流では

　　p（100）＝190569292個の線型常微分方程式があらわれることになる．乙れ

　　を全て書き出すこ・とはそれ程重要なことではあるまい．

（4）P＆inlev6方程式，Gamier系，などがこれにあたる・注（1）の文献を

　　参照．

（5）　たとえば・瓢ホール・組合せ理論，吉岡書店など参照せよ．

139




