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帰納函数論におけるある函数の簡単化

永島 孝

　帰納函数論に標準型定理，枚挙定理というふたつの基本的な定理が

あって，そこでクリー二の丁述語とよばれる原始帰納述語と，U函数

とよばれる原始帰納函数がもちいられている．このTとUをなるぺく

簡単なものにかえることが上記の定理の改良のひとつの方向として考

えられる。この考えに沿って，筆者はTとUに相当する函数を自然教

の加算，減算，乗算，開平というごく簡単な函数だけから陽函数とし

て合成した・この結果はすでに［N75］に発表したので，技術的な詳

細はそちらにゆずり，ここでは筆者の結果が帰納函数論のなかである

いは数学基礎論のなかでどのような位置を占めているかをあきらかに

することに重点をおき，そのために関運する諸間題や帰納函数論の歴

史についても概説する・しかし，ここでは帰納函数論の全般にわたる

surveyをめざしてはいないので，重要な話題といえども筆者の結果

にかかわりがないものにっいてはふれない．
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1　帰納函数の起源

・帰納函数という概念は任意の点における函数値を有限の手間で求め

ることのできるような函数一計算可能な函数一という概念の客観

化と考えられ，その理論は数学基礎論の主要な一部門をなし，他方で
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は電子計算機理論に応用されている．歴史的には，数学的帰納法で定

められる函数としてゲーデルが原始帰納函数という概念を定義して有

名な不完全性定理の証明にもちいたのが発端となり，クリー二，テユ

ーリング，チャーチらの研究によって一般の帰納函数の概念に拡張さ

れ．たのである．

　数学理論の形式的体系を考える．その理論がすくなくとも自然数論

を含んでいるものと仮定し，さらに，無矛盾1）であると仮定する．こ

の仮定のもとで，形式的体系において11もその否定r且もともに証

明可能でないような閉論理式2岨を構成することができる，というの

がゲーデルの不完全性定理である［G31］．この定理の証明のために

ゲーデルは算術化3）というきわめて重要な方法を案出した．そして原

始帰納函数をもちいて算術化をおこなうとともに算術化にもちいた原

始帰納函数の計算を形式的体系において表現する，という論法によウ

て形式的体系に関する超数学的議論をその形式的体系自身のなかで展

開して証明をおこなう．算術化というのはつぎに述べるような方法で

ある．形式的体系においてとりあつかわれる対象は，一定の規則にし

たがって記号を配列した‘図形7である．たとえば，命題をあらわす

形式的対象は論理式であり，証明をあらわす形式的対象は証明図であ

る．そこで，形式的体系においてもちいられる記号のおのおのに自然

数を対応させ，その自然数を記号のゲーデル数とよぶ．一方，自然数

の有限列と自然数との間の一対一の対応4）を定めておく．このように

して記号の配列に対して自然数を一意的に対応させることができる．

その結果，形式的対象のおのおのに対して自然数が一意的に対応する．

これをその形式的対象のゲーデル数とよぶ．ゲーデル数の対応のさせ

かたは具現的5）に定め得る．すなわち，任意の形式的対象が与えられ

たとき，機械的な一定の手続にしたがって有限の手間でそのゲーデル

数を実際に求められるように，その対応を定めておくことが可能であ

る．さて，ゲーデル数の対応によって，形式的体系に関する超数学的

議論は自然数を対象とする数学的議論に翻訳される．これが超数学の

算術化である．
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　自然数論をふくむ数学理論を形式化した体系を対象とする超数学に

対して算術化を適用すれば，その形式的体系の内部においてその形式

的体系自身に関する超数学的議論を展開することがある程度まで可能

となる．この画期的な考えによってゲーデルは内容的にはそれ自身の

証明不可能性を意味するような閉論理式をつくりだす．それには算術

化に対角線論法を併用してリシャールの逆理や‘うそつきの逆理’に

類する概念構成をおこなう．こうして構成される閉論理式をかりに五

としよう．論理式五は自然数論における一定の命題をあらわしており，

当然，その命題の真偽もいずれかに定まっているはずである．一方，

五があらわしている数論的命題をゲーデル数の対応を通じて解釈すれ

ば，それは

　　　‘論理式五は形式的体系のなかにおいて証明可能でない’

という超数学的命題をあらわしている．したがって形式的体系のなか

においては論理式且も論理式r五も証明可能でないこと，すなわち

且が形式的に決定不可能な命題6）をあらわしていること，が示される．

以上のような証明を遂行するには超数学の議論がどこまで形式的体系

のなかで展開され得るかの考察が必要となる．その目的でゲーデルは

自然数の原始帰納函数7）の概念を導入し，任意の原始帰納函数が形式

的体系において表現可能8）であることと，超数学の諸概念に対して算

術化によって対応する数論的函数が原始帰納函数になることとを，そ

れぞれ証明した．なお，現在は，原始帰納函数のみならず一般の帰納

函数が形式的体系においてすぺて表現可能であること，また通常の超

数学などの算術化には原始帰納函数よりせまい初等函数の範囲でたり

ること，などが知られている．また，算術化という考えはひろくもち

いられている．一例をあげれば，計算過程を形式的に記述してそれを

算術化するという論法があり，後述するように，理論上は帰納函数の

標準型を生み，応用上は電子計算機におけるフォン・ノイマン方式の

基礎づけをあたえている．
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H　原始帰納函数

　自然数の全体から成る集合をNと記す．自然数には0をも含める，

自然数壽の直後の数を〆またはS（の）であらわす・公理論的にはこ

れらは無定義概念であって，数学的構造（泥S，0）はペァノの公理系

　　1．Nは集合である．

　　2．S：坪→Nは単射である．

　　3，0∈ハτ．

　　4．∀¢∈1V（S（¢）≠0）．

　　5，X⊂ハろ0∈Xl∀¢∈X（S（の）∈X）ならぱX＝ハη

によって定められる．公理5はNが0とSで生成されると言うこと

である．数学的帰納法による証明がこの公理によって裏づけられる・

さらに，数学的帰納法による写像の定義が可能となる．すなわち，

　　任意の集合孟，任意の展五，任意のg：ハ侠且→且に対して，

　　∫（0）＝あおよぴ∫（¢’）＝g（の，∫（¢））をみたす∫：1V→且が一意的

　　　に存在する

こと，また一般化して助変数を含んだ形で

　　任意の集合五，B，任意のん：8→且，任意のg；1V×且×召→五

　　　に対して，∫（0，Ψ）＝展馴）および∫（¢’，劉）＝g（灘，∫（の，Ψ），ッ）をみ

　　　たすヵハ7×β→且が一意的に存在する

ことが示される．写像を定義するこの帰納法において与えられた写像

g（およびん）が自然数の一変数または多変数の自然数値函数である

揚合，言いかえれば集合五（およびβ）がハ7またはそのいくつかの

直積である揚合，この帰納法を原始帰納法とよぶ，自然数の自然数値

函数の中で原始帰納法と合成によって恒等写像と定値写像とSから生

成されるものを原始帰納函数とよぶ．以下，とくにことわらぬ限り・

函数とは自然数変数の（一変数または多変数の）自然数値函数を意味

するものと約束する．自然数全体を変域とする変数を¢，Ψ，…等であ

らわし，多変数の場合の記法を簡潔にするために1個以上の変数の列

を太字記，理，．・．であらわす．さて，原始帰納函数の定義を精確に述ぺ
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るために，つぎの5種類の函数方程式または函数方程式系を考える．

いずれも∫に関する方程式（系）であって，（1），（2），（3）は直接に∫

を定めるもの，（4），（5）は与えられた函数g，ん，g1，…・．．等から／を定

めるものである。（5）は∫が一変数の場合（5a）と∫が多変数の揚合

（5b）とにわけて記す．なお（2）と（5a）において乃は定数をあらわ

す，また（3）においてコじは紛，＿，翫をあらわし，1≦ゼ≦％である

とする．

（1）

（2）

（3）

（4）

∫（の）＝の’．

∫（ヱ）＝為．

∫（置）＝砺．

∫（3じ）＝ん（91（記），＿，9皿（』r））．

（訟）｛1：蹴＠∫＠））．

（・b）鵬螺1ン＠．），，）．

函数の集合むから（1）～（4）を有限回だけくりかえして適用して生

成される函数を9に関する陽函数と云い，（1）～（5）を有限回だけ適

用して生成される函数を9に関する原始帰納函数と云う，空な函数

族に関する原始帰納函数を原始帰納函数と云う，

　函数¢十ッ，吻，〆，¢！などが原始帰納的であることはあきらかであろ

う．原始帰納函数の理論ではもっぱら全域函数を扱うので，減算や除

算なども便宜上つぎのように全域に拡張しておく・差距惚は

　　　¢暫二max（の一写，0）

とする．商［¢／のと剰余rm（灘，9）はΨ＞oのときは

　　　¢＝鯉十7，0≦7＜写

をみたす一意的なgとγと定め，砂＝0のときは

　　　［¢ノ0］＝0，rm（の，0）＝諺

と約束する．平方根は整数部分［初］を考える．8の逆函数は

　　　pd（の）＝劣一』1

と拡張しておく．この函数は原始帰納法で
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　　pd（0）＝0，pd（‘ガ）＝む

と定められるから原始帰納函数である。¢一惚は

　　¢∴0＝¢，∬∴ず＝P（1（の4一写）

によって原始帰納的である・符号函数Sgは

　　Sg（詔）＝1÷（1‘一の）

によって原始帰納的である・述語（命題函数）・Pが原始帰納的である

とはP（記）⇔∫（記）＝0をみたす原始帰納函数∫が存在することを意

味する・の＝創，¢≦Ψ，の＜Ψなどはあきらかに原始帰納的である．原始

帰納述語から命題論理の論理演算く（and），V（or），r（not）などを適

用して得られる述語は原始帰納的である．

　　∫（躍，〃）謹Σ～く昭（2，〃）

のとき∫はgと加法から原始帰納法で得られるから，∫はgに関して

原始帰納的である．同様に

　　∫（¢，〃）＝島く昭（β，〃）

のとき∫はgに関して原始帰納的である・述語．Pと数灘に対して，〃

＜¢〈P（ッ）をみたすΨが存在するときはそのようなgの最小値，また

そのようなgが存在しないときは∬，という値を

　　（μ写くの）P（の）

であらわし，（幽くの）を有界最小演算子9）という．

　　∫（の，〃）＝（μβ＜¢）（9（2，〃）＝0）

のとき∫はgに関して原始帰納的である．それは

　　六の，〃）＝Σ邸瓦＜，’sg（9（％，“））

がなりたつことから得られる・原始帰納述語に論理演算（吻＜¢），

（ヨg＜の）を適用して得られる述語は原始帰納的である．商，剰余，

平方根はそれぞれ

　　［¢／写］＝（μ9＜の’）（写＝OV¢く写9’），

　　rm（謬，Ψ）＝（μγ＜の（ヨ9＜¢’）（Fみ9＋7），

　　［動］＝（鰐くの（のく穿’2）

によって原始帰納函数である、

　　」（の，写）＝［（¢＋写）（の＋9＋1）／2］＋躍



　　　　　　　　　　　帰納函数論におけるある函数の簡単化　　65

とおけば」：ハ72→Nは原始帰納的な全単射であって

　　　」（K（躍），五（の））＝の

をみたす函数X，Lが確定する．X（の）≦の，L（の）≦訪から

　　　K（の）＝（仰＜¢り（ヨ2＜¢’）（」（写，2）＝即），

　　　双の）＝（仰くの（鞠くの（」（創，2）＝躍）

が得られ・Xと五が原始帰納函数であることがわかる．これらの函数

客もちいて多変数の問題は一変数の問題に還元される。さて，前節で

述べたように，算術化をおこなうとき自然数の有限列を一つの自然数

であらわすことが必要である、その方法としては」函数をもちいる方

法［N68］などいろいろな方法が考えられるが，ここではゲーデル以

来ひろくもちいられている素因数表示を説明しよう．素数を大きさの

順にpO，勲，勉，＿と枚挙する．すなわち，

　　　Po＝2ンP1＝37P2＝5，．．．

である．有限列（⑳，α1，．．．，砺）を数

　　　α＝2α。’・3α〆・＿・犀♂

であらわす・素因数分解の一意性によって，相異なる有限列は相異な

る数であらわされる。有限列からそれをあらわす数を求めること，逆

に数が有限列をあらわしているときその有限列を求めることなどが原

始帰納函数をもちいてできればよい．‘のが素数である’という述語

Pτ（詔）は

　　　Pr（∬）⇔（∀写くの一』2）（rm（の，ず’）〉0）〈の≧2

とあらわせるから原始帰納的である。躍より大きい素数のうち最小の

ものをnxtpr（¢）であらわせぱ

　　nxtpr（∬）＝（μ写くの！”）（Pr（写）〈のく写）

であるからこれは原始帰納函数であり，

　　Po＝2，Pガ＝nxtpr（Pσ）

によってp¢はのの原始帰納函数である．灘の素因数分解における物

の指数を（¢）rと記す。ただし（0乃＝0と約束する．　　　　　　・

　　　（¢）卸＝（μ2＜の）（m（の，P〆）＞o）

であるからこれはの躍の原始帰納函数である．‘のが有限列をあらわ
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しているという述語Seq（の）は

　　　Seq（詔）⇔（ヨ軍＜¢）（∀2＜の）（2＜卸⇔（の）、＞0）〈¢＞1

と定義され，原始帰納的である，のの素因数分解における相異なる素

因数の個数をlh（¢）と記しIh（0）＝0と約束すれば

　　　1h（¢）＝Σ7く3Sg（（¢）写）

がなりたつから1hも原始帰納函数である．Seq（α）であるとき，αの

あらわす有限列の長さはlh（α）で，列の第¢項（0≦Klh（α））は（α）昏

占1で，それぞれ得られる．形式的体系における対象たとえば論理式

は一定の生成規則によって記号から帰納的につくり出され，また，た

とえば論理式に関する超数学的命題は直接にあるいは論理式の構成に

関する帰納法によって定義される10），そこで，算術化によって対応す

る数学的命題は原始帰納的となる．

　一方，形式的体系における表現可能性とはつぎに述ぺるような性質

である．おのおのの自然数¢に対して，のをあらわす形式的対象（た

とえば記号‘0’の右に記号り’を灘個ならぺたもの）が対応している

と仮定し，その形式的対象を超数学的記号亀であらわす（たとえば

Z2は形式的対象0”をあらわす，等）．Z・であらわされる形式的対象

を，¢をあらわす数字11）と云う．さらに論理式の中の変数に数字を代

入して得られる論理式が定義されているとする．また否定をあらわす

論理記号rがあるとする．形式的体系に関する以上の仮定12）のもとで，

函数∫（かりに一変数とするが多変数の揚合も同様に定義される）が

表現可能であるとは論理式F（％，砂）が存在して，条件

　　　∫（コP）＝霧をみたす任意の数¢，穿に対してF（Zの，Z蜜）が証明可

　　　能，

　　　バω）掬をみたす任意の数¢，忽に対してrF（Z¢，Z写）が証腸

　　　可能

を満足することである．ただし％，びは形式的体系における変数であ

り，F（Z澱，Z∬）はF（％，砂）の中の％，びにそれぞれ数字Zτ，Zッを代入

して得られる論理式をあらわす．ゲーデルは任意の原始帰納函数が自

然数論を含む形式的体系において表現可能であることを示した．形式
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的体系に関する超数学的な概念を算術化したとき原始帰納的な函数や

述語が対応すれぱ，表現可能性によって，その超数学的概念を形式的

体系の中であらわすことが可能となる．

皿　帰納函数

　原始帰納函数は具現的に計算可能である・すなわち各点における函

数値が機械的な操作の有限回のくりかえしで求められる．直接に（1），

（2），（3）で定められた函数や計算可能な函数から合成（4）で定めら

れた函数の計算可能性はいずれもあきらかであるから，計算可能な函

数gから原始帰納法

　　　（5a）｛艦（亀∫，必））

で定められた函数∫を考えよう。0における値は第一式から直ちに求

まる．餌における値が有限回の機械的操作によって求まると仮定すれ

ば，その値を求めて第二式に代入しgの計算を実行すればプにおけ

る値が求まる．故に，数学的帰納法により，任意の自然数むに対して

∫（z）の値は有限回の操作で求められる。（5b）についても同様である，

　原始帰納法以外のいろいろな帰納法をもちいて定められた函数につ

いても，同様にして具現的な計算可能性を示すことができる。一方，

たとえば二重帰納法などのように，自然数論の範囲内で原始帰納法に

還元されない帰納法があり，そのような帰納法をもちいて原始帰納的

でない函数が得られる，したがって具現的に計算可能な函数は原始帰

納函数にかぎらない．そこで，‘一般の帰納法で定められる函数’を定

義することと，そのような函数が具現的に計算可能な函数をつくして

いるだろうかということが問題となる．帰納法の型をあげつくすのは

不可能であろうから，一般の帰納法を考えるというのは容易ではない。

一般化への手がかりとしてふたたび原始帰納函数の定義を考えよう．

函数∫が原始帰納的であるということはつぎのように述べられる：函

数∫。，五，＿，ゐがあって∫＝ゐであり，おのおのの丑は（1）～（3）の

形の方程式で直接に定められているか（4）または（5）の形の方程式
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でより若い番号のヵから定められているかのいずれかである．さて，

ムん…，ゐを未知函数をあらわす文字とみなして五を定める方程式

（乞＝0，1，＿，3）の全体を考えれば，ゐ，五，，．．，ゐに関する函数方程式系

ができる．この函数方程式系における既知函数はSだけである。そし

て，この方程式系に属する方程式の中の変数への定数の代入と等号に

関する通常の法則の適用との有限回のくりかえしで∫の各点における

値が求められる・なお，値を求めるというのは，くわしく云えば0と

8だけであらわすこと，すなわちO，0’，0”，．．．のどれかを得ることで

ある．

　ここで方程式の形に関する制限を除いてしまい，つぎのように定義

する．未知函数∫とその他のいくつかの未知函数に関する函数方程式

系Eを考える・既知函数はSだけとする，Eの方程式における変数へ

の定数の代入と等号の法則の適用との有限回のくりかえしで∫の各点

における一意的な値が得られるとき，Eが∫を帰納的に定めるという．

そして，このような意味で∫を一意的な解として帰納的に定めるよう

な方程式系が存在するとき∫が（一般）帰納函数であるという．この

定義はゲーデルがエルブランの示唆をうけて述ぺ［G34］，クリー二

が完成させた［K36コものである．述語Pに対して

　　　P（エ）⇔∫（ヱ）＝0

をみたす帰納函数が存在するとき．Pを帰納述語という．

　　　．P（エ）⇔ヨ犯（諾，Ψ）

をみたす帰納述語9が存在するときPを帰納可算述語という．つぎに

原始帰納函数のもうひとつの拡張としてμ帰納函数という概念を定義

する・仰P（ω）はP（」酵）をみたす¢の最小値をあらわすとする．ただ

しそのようなのが存在しないときは岬P（の）は定義しない．μを最小

演算子13）という，gを与えられた函数として∫に関する方程式

　　　（6）　∫（ヱ）＝μ写（g（必，写）＝0），ただし∀πヨ択g（ヱ，ッ）＝0）

を考え，（1）～（6）の有限回の適用で生成される函数をμ帰納函数と

よぶ，函数gが計算可能であって（6）の仮定をみたすとする．写の

はじめの値を0とおき，g（」ご，写）の値を求めてそれが0でない限り劉
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の値を1だけ増してgの計算をくりかえす，という手続きを考えると

gに関する仮定からこの操作は有限回で終了しそのときの写の値が

∫（諾）の値である．すなわち計算可能な函数から（6）によって得られ

る函数は計算可能である・ゆえにμ帰納函数は計算可能である・つぎ

にμ帰納函数が帰納函数であること［K36］を示す．それには（6）

においてgが帰納的であると仮定して∫が帰納的であることをみちび

けばよい，仮定からgを帰納的に定める方程式系がある．未知函数と

してノ沸を追加し，gの方程式系に三つの方程式

　　　ん（0，必，Ψ）＝み，

　　　戻2ノ，灘，ツ）＝灰9（記，の，τ，の，

　　　∫（詔）＝ん（9（30，0），コじ，0）

を追加すれぱ∫を帰納的に定める方程式系を得る［K43コ・なお，後

述の標準型定理の系として，逆に任意の帰納函数がμ帰納的であるこ

とが示される，

　帰納函数の定義は形式的体系であらわすことができる，方程式系は

あきらかに形式化され得る．方程式系からの函数値の計算過程は等号

の法則と代入とによってつぎつぎと導かれる等式の列であって，等号

の法則や代入は等式の意味を離れて記号列に対する変換として述べ得

るから，容易に形式化できる．このような形式的体系の算術化によっ

てクリー二は標準型定理などの重要な定理を得た．算術化によって‘2

はπ変数函数∫に関する方程式系のゲーデル数であり，写はZのあら

わす方程式系からの∫（コσ）の値の計算過程のゲーデル数である’とい

うπ十2変数の原始帰納述語

　　　Sπ（～，コP，写）

が得られる．ここでβがあらわしているのは単に！に関する方程式系

であるというにすぎず，∫を帰納的に定めるものであるということは

要請されていない．つまりその方程式系から点劣における∫の値が

ひとつも得られなかったり反対に相異なる2個以上の値が得られたり

することもあり得るのである．もし，方程式系が函数を帰納的に定め

るということをあらわそうとすれば，‘任意の劣に対して∫（エ）の値
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の計算過程がすくなくともひとつ存在し，得られる値は一意的である’

と全称や存在の論理演算を含んだ述語になってしまい，原始帰納的な

述語であることが保証されない14）。つぎに，計算過程が存在したとき

に計算された値をとりだすため，‘Ψが等式の有限列のゲーデル数であ

ってΨのあらわす等式の列の最後の等式の右辺が数字であるならば

び（Ψ）はその数字によってあらわされている数値である’という性質

をもつ一変数原始帰納函数Uを定めておく．函数∫を帰納的に定める

方程式系を考えそのゲーデル数をθとおけば

　　　∀諾ヨ写翻（θ，記，穿），

　　　∀必∀写（Sπ（θ，置，ツ）⇒U（写）＝∫（億））

がなりたつ，しかし，一般には上述の説明からわかるように

　　　Sπ（2，39，穿、），Sπ（z，劣，Ψ2）

をみたす留1，Ψ2に対してU（写1）＝U（Ψ2）であるとはかぎらない．原始

帰納述語丁πを

　　　丁雅（乞，劣，写）⇔Sπ（β，aσ，ッ）〈（∀％＜写）rSπ（2，コP，％）

と定義し，クリー二の丁述語とよぶ．

　標準型定理。任意のπ変数帰納函数∫に対して

　　　∀コ膠鞠既（θ，qg，砂），

　　　∀コじ∀写（Tπ（θ，コr，轡）⇒u（写）＝∫（コP）），

　　　∀必（∫（q3）＝u（μ写丁π（θ，劣，写）））

をみたす数θが存在する［K36，K43］．

　証明は∫を帰納的に定める方程式系のゲーデル数をθとおけぱよい。

この定理からただちに任意の帰納函数はμ帰納的であることがわかる．

しかも（6）をただ一回だけもちいて任意の帰納函数が得られるので

ある・帰納函数の全体は原始帰納函数の全体にくらべてはるかにひろ

いから，このことは最小演算子がきわめて強力なものであることを示

していると考えられる・さて，8が帰納的にある函数を定める方程式

のゲーデル数でなくても標準型定理の第一式がみたされているかぎり

　　　u（幽丁π（θ，コじ，9））

は記のμ帰納函数したがって帰納函数となるから，
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　定理・∫が帰納的であるための必要十分条件は

　　　∀記鞠筑（θ，劣，写）

をみたす数θが存在して

　　　∀劣（∫（ap）＝u（仰丁η（θ，ρσ，写）））

とあらわされることである。

　つぎにEをπ＋1変数の帰納述語としてR（劣，割）⇔g（36，穿）＝0を

みたす帰納函数gをとり，最小演算子で得られる函数が帰納的である

ことを示したときと同様にして∫に関する方程式系Eをつくる．

　　　ヨ露（鐙，宮）

であるとき，そしてそのときのみ，Eからの∫（露）の値の計算過程が

存在する．そこでEのゲーデル数をθとすれば

　　　∀コじ（ヨ昭（劣，ッ）⇔鞠丁π（8，鉛，Ψ））

である．すなわち，

　挟挙定理．任意のπ変数帰納可算述語Pに対して

　　　∀¢（P（¢）⇔勃丁π（θ，必，ッ））

をみたす数θが存在する［K：43］．

　一変数の帰納可算述語の外延を帰納可算集合とよぶ．空でない集合

が帰納可算集合であるための条件は帰納函数の値域となることであり，

これが帰納可算という語の由来である．帰納可算集合であることは，

実は，原始帰納函数の値域であることとも同値である［K36］，それ

は枚挙定理をもちいてつぎのように証明される．0を空でない帰納可

算集合とすれば

　　9∈o⇔ヨβT1（θンΨ，2）

をみたす数θがある，このθと0のひとつの元乃とを固定して

　　ブ＠）一㌍㍑舞欝））のときあ

と定めれば∫は0を値域とする原始帰納函数である．逆はあきらかで

ある，

　帰納函数が具現的に計算可能であることをすでに述ぺたが，具現的

に計算可能ということの客観的な定義が与えられていないので，その
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証明は数学的に厳密なものではあり得なかった．チャーチは具現的に

計算可能であることの数学的な定義として帰納的という概念を採用す

ることを提唱したECh36］．この提言は多くの事実にもとづいてつよ

く支持されている．たとえば，いろいろな数学理論の形式的体系にお

ける表現可能性およびそれに類する性質が帰納的であることと同値で

ある．また，テユーリングは決定問題に関連して仮想的な計算機械を

考案しこの機械による計算可能性を考察した［T36－7］．函数はこれ

を計算するテユーリング機械が存在するときテユーリングの意味で計

算可能であるというが，それは帰納的であることと同値である．その

他にも有限のアルゴリズムによる計算可能性を定義しようとするいろ

いろな試みの結果として帰納函数と同等な概念が得られるなど，帰納

的であるという性質には驚くぺき安定性がみられる．なお，帰納函数

の自然な拡張として部分帰納函数の概念が定義され，前述の丁述語と

U函数をそのままもちいて部分帰納函数の標準型定理が得られる［K

43］が，その説明は省く．

IV標準型定理

　標準型定理は帰納函数論における重要な基本定理のひとつであり，

帰納定理15）とともに味わいふかい定理でもある，任意の帰納函数が標

準型であらわされるということは同一の手続きによって計算可能なす

べての函数を計算できることを意味している．これをもうすこし説明

しよう．帰納函数∫を考える．定義により∫を帰納的に定める方程式

系Eがある．この方程式系とそれからの∫の値の計算過程とは形式的

体系であらわせる．すなわち内容的な意味とはかかわりなく記号の組

み合わせに対する機械的操作として函数値の計算が実行できる．した

がって任意の劣に対して∫（aじ）の値を計算し得るような機械が存在

し，しかもそのような機械の構成法は方程式系Eに依存して定まる，

と考え得る．とくに丁述語やU函数は原始帰納的であるからそれらの

値16）を計算する機械を構成することができる。そこで

　　　U（μ写丁π（～，記，写））



　　　　　　　　　　　帰納函数論におけるある函数の簡単化　　73

を計算するような機械砥を想定しよう・この函数はβ，劣の帰納函数

ではない17）が，機械臨は鑑やuを計算する機械を‘部品’として

つぎのようにして組み立てられるであろう・すなわちΨ＝0，1，2，…に

ついて鑑（β，劣，Ψ）の真偽の計算をくりかえし，真という値が得られ

次第くりかえしをやめてそのときのΨの値に対してU（彩）を計算して

停止する，という働きをおこなうような機構をつくればよいのである．

機械轟は上記の函数の定義域に属する2，劣，いいかえれば

　　　ヨΨTπ（β，コo，劉）

をみたす2，露に対して函数値を正しく計算する．しかし定義域に属

していない数の組を与えられたときはいつまでも動きつづけるであろ

う・さて・鵡はπ変数の計算可能函数のすぺてを計算し得る万能計

算機である．二変数の函数∫を計算するには

　　　9（の）＝∫（K（詔），五（¢））

とおいてg（」’（砂，穿））を計算すればよく，このgを定める方程式系は

．ノの方程式系から機械的な手続きで得られる．三変数以上の揚合も同

様にして一変数の函数の計算に帰することができる．そこでJの計算

をおこなう簡単な装置をM1に連結すれば一変数・多変数をふくめて

計算可能なあらゆる函数を計算できるような機械が得られる．つまり

砺，瀬3，…がなくても1鴎と簡単な附属品だけで万能計算機が得られ

るのである．附属装置の働きは」’を求めて多変数を一変数に還元する

ことにすぎないから，本質的な部分である砥だけに注目して考えよ

う・一変数の計算可能函数∫の点¢における値を求めるには，∫の方

程式系Eのゲーデル数θと数と忽を砥に与えればよい．∫がどんな

函数であるかは算術化によって数値θとして機械に知らされる．6も

数であるから躍と同様な形式的表現で機械に入れられる．そしてEに

応じて機械の構造を変えることなく，一定の機械M1によって計算可

能な任意の函数を計算し得るのである．このように‘算譜（プ・グラ

ム）’を‘料（データ）’と差別せずにあつかうことによって万能計算機

を実現できるということが，電子計算機における算譜内蔵方式の理論

的根拠であると考えられる18）・すなわち，フォン・ノイマン方式によ
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る実在の電子計算機は論理上の万能計算機の有限な近似であると考え

られる。なお，この観点から，EMAC19）を最初の電子計算機とする

考え方に筆者は不賛成である．配線盤で作譜（プ・グラミング）した

ENIACよりも，算譜も料も同様な形式で同一の主記憶装置に格納し

たEDSAC20）を初の電子計算機とみるのが適当であろう．

　実在の電子計算機を万能計算機の‘近似ンとみなしたのは，実在の

機械の大きさは一定で収容できる情報量の上界が固定しているために

1個の数値でさえも容量をこえてしまうことがあり得るからである．

理論上の万能計算機は無限大の記億容量をもつものと考えるべきであ

る21）．しかし個々の計算のときにもちいられるのはそのうちの有限の

部分にすぎず，ただその使用量を事前にみつもることができないので

ある．つまり，はじめから無限大の容量をそなえていなくても，要求

に応じていくらでも追加できるようになっていればよいのである．記

憶容量の問題にはのちにふたたびふれる・つぎに停止問題を考える．

万能計算機泌が停止するための条件は

　　　ヨ写丁1（zンの，穿）

であった。ところがこれは2，諾の述語として帰納的でない．なぜなら

帰納可算述語の枚挙定理から対角線論法で

　　　r鞠丁ユ（¢，の，Ψ）

は帰納可算でなく，まして帰納的ではない乙とが導かれるからである。

機械砥が与えられたε，謬に対して停止するか否かを判定する機械

をつくることは不可能であり，したがって，どんな数値β，のを与えら

れても必ずいつかは停止するように砥を改造する乙とは万能性をそ

こなわずには不可能である．見方をかえれば，算譜の停止性を判定す

る算譜はつくれないということでもある．このような結果は最初の電

子計算機がつくられる十数年もまえに得られていた定理の応用にすぎ

ない．以上，万能計算機を例にとって，帰納函数の標準型定理の意味

を説明してきた．なお，帰納函数の標準型定理はより一般な部分帰納

函数の標準型定理の特別な揚合であり，帰納可算述語の枚挙定理も後

者から導かれ，る．
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　数学における帰納函数論の主要な貢献のひとつは決定問題の研究で

ある・決定手続が具体的にあたえられれば決定問題は肯定的に解決さ

れ，この揚合あたえられた手続が帰納的であるか否かは問うまでもな

いであろう．しかし，決定問題を否定的に解決しようとするとき，決

定手続とはなにかということの客観的な定義が必要となる．チャーチ

の提言をみとめれば決定手続の存在と帰納的であることとは同等と考

えられるから，帰納的でないことの証明によって決定問題が否定的に

解決されると考えてよい．さて，すでに述べた理由によって

　　　ヨ写丁1（¢，の，写）

は帰納的でない帰納可算述語である．この述語の真偽をたとえばある

形式的体系における論理式の証明可能性の問題に還元する具現的な手

続をあたえることによってその形式的体系における証明可能性の決定

問題は否定的に解決される．多くの決定間題が帰納的でないことがこ

の方法で示された．帰納的な手続によってひとつの決定問題を他の決

定問題に還元するという考えは上記の非帰納的述語をもちいていろい

ろな決定問題を否定的に解くのに役立っただけでなく，決定問題相互

の比較を可能にし決定不能度22）の概念をうみだした．その結果，決定

不能問題の複雑さをはかる尺度としてクリー二・モストフスキの階層

よりも精密なものが得られたのである．

　さて，丁述語とU函数は原始帰納的であり，方程式系によって帰納

函数を定めるエルブラン・ゲーデル・クリー二の形式的体系に算術化

を適用して得られたのであった．しかし，他の方法でTとUとを構成

して標準型定理や枚挙定理がなりたつようにすることも可能である．

たとえば［D58］などの教科書にみられるようにテユーリング計算機

の算術化でTやUを定義する方法もある．また直接には算術化をもち

いずに定義することも考えられる．TとUとを簡単にするという方向

でクリー二の結果の改良を考えるとき，二つの方針があり得る．第一

は方程式系の形式的体系またはその他の体系をできる限り簡単な函数

をもちいて算術化することであり，第二は算術化以外の方法であるい

は算術化以外の方法を併用してTとUとを構成することである．第一
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の方法によって得られている結果については次節で述ぺる．筆者は第

二の方法をもちいる，つぎにTとUとをどこまで簡単なものにできる

かという限界を考える．Tに関しては，自然数係数の多項式五gをと

って

　　　Tπ（β，詔，写）⇔∫（～，詔，暫）＝9（β，劣ン穿）

の形にあらわせない．なぜなら多項式によってこの形にあらわせる述

語に存在記号を1個だけ前置した形の述語は帰納的23）であり，かりに

Tがそのようにあらわされたとすれば帰納可算述語の枚挙定理がなり

たち得なくなるからである．Uに関してはマルコフの研究24）がある．

すべての値を無限回くりかえしてとるような函数（全射）を大振幅25）

の函数とよぶ．gを一変数の原始帰納函数とするとき，任意の帰納函

数∫に対して

　　　∀劣ヨ暫P（劣，写），

　　　∀記（∫（ap）＝9（μ写P（‘じ，2’））

をみたす原始帰納述語Pが存在するためにはgが大振幅の函数である

ことが必要十分である，というのがマルコフの定理である．この定理

はN2とハ7との間の全単射に関するつぎの結果に基いている．函数

／に対して∫’（¢）は∫（穿）＝∫（¢）をみたす¢未満の写の個数をあらわ

すと定義する．マルコフは∫が大振幅の原始帰納函教ならば∫ノも大

振幅の原始帰納函数であって

　　∫。（∫（¢），∫’（硲））＝詔，∫（∫。（詔，写））＝の，∫’（∫。（の，Ψ））＝写

をみたす函数∫。が（一意的に）存在し∫oはハτ2から1Vへの帰納

的な全単射であることを証明した．なお∫。が原始帰納的とは限らな

いことがクズネツォフによって証明されている．

　この節のおわりに，原始帰納的でない帰納函数の例をあげておく．

第一の例はアッケルマン函数26）であってつぎのように定義される：

　　ξo（の，Ψ）＝灘十ツ，

　　銘・）一｛畿：111
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　　ξπく灘，の＝ξπ（の，ξπ・（の，“）），

おのおののπに対してξπは原始帰納函数である．とくに

　　ξ・（の，ッ）＝囎，ξ2（の，雪）＝〆

である。しかしξπ（¢，Ψ）はπ，の，写の三変数の函数としては原始帰納

的でない・これは帰納法によって定義された原始帰納的でない函数と

して最初に知られたものである．第二の例は上の例を簡単にしたアッ

ケルマン・ぺ一テル函数27）で

　　ψ（O，ツ）＝鮮ノ，

　　ψ（の’，0）＝ψ（詔，1），

　　ψ（｛ガ，写’）＝ψ（の，ψ（‘ガ，写））

と定義される・ψ（の，劣）はξ訳¢，の）と同様にどの原始帰納函数よりも

急激に増加する・第三の例はクズネツォフがマルコフの定理に関連し

た前述の定理をみちびくために提出した函数28）で

　　F（躍，o）＝2の，

　　F（0，の＝1，

　　．F（躍’，の＝F（F（の，の，Ψ）

と定義される．F（¢，の）もいかなる原始帰納函数よりも急激に増加す

るが，その値域は原始帰納的な集合である．

V初等函数
　帰納函数はすぺて原理的には計算可能である，しかし，そのなかに

は実用的には到底計算できないと考えられるような複雑なものも含ま

れている．帰納函数の計算の実行に要する時間さえも，有限であると

いうことがわかっているだけであって，一般にはあらかじめみつもる

ことができない・そこで計算可能な函数についても，その計算の複雑

さを比較することや，計算の手間がある程度は予知できるというよう

な‘強い意味の計算可能性’を定義すること，などがのぞまれる．数

学的に意義のあるものであるためには，もちろん．特定の機械の能力

などにかかわりがない普遍的な概念として定義されねばならない．こ

のような問題が研究されるようになったのは比較的にあたらしい傾向
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である．カルマールの初等函数は上記の間題に関連して定義されたも

のではないが，のちにリッチーの研究の結果つよい意味で計算可能な

函数と考えられるようになった．

　カルマールは‘決定不能な算術的問題の簡単な例7と題する論文29、

のなかで初等函数30）の定義をあたえた．初等函数とは，定値函数，恒

等函数およぴ函数

　　の十彩，1¢一写1，曙，［¢／切

に対して，合成，有限和，有限積の演算を有限回だけ適用して得られ

る函数を云う．ただし，有限和，有限積とはそれぞれ函数gから函数

　　／（¢，“，2）＝Σ躍≦u≦㍗9（％，z），

　　∫（の，Ψ，2）＝πr9≦穿9（％，z）

を得る演算の意味である．定値函数は値1のものに限ってよいこと

と卿，［¢！切は不要であることとをカルマールが注意している・さら

に有限和と有限積の演算はそれぞれ

　　∫（¢，〃）＝、Σ、く堀（2，〃），

　　∫（¢，“）＝π、く』9（2，〃）

の型のものに限ってよく，1¢一訓は詔占写におきかえ得ることなどが

知られている。第H節にあげた等式からただちにわかるように，

　　∫（¢，〃）＝（μz＜の）（9（z，〃）＝0）

のときgが初等的ならば∫は初等的である。述語Pが初等的であるこ

とをP（記）⇔∫（コ8）＝0をみたす初等函数∫が存在することと定義す

る．初等述語に論理演算く，V，r，（∀写く¢），（ヨ写＜¢）を適用して得

られる述語は初等的である。〆，¢！，rm（詔，劉），［物］，pd（∬），」（」P，g），K

（¢），L（¢），p∬，Pr（の），nxtpr（¢），（¢）∬，Seq（¢），1h（の）などがすぺて初等

的であることの検証は容易であろう．算術化に通常もちいられている

原始帰納函数の多くはすでに初等的であり，初等的でない揚合もゲー

デル数の定め方の若干の修正などによって初等的になることがすくな

くない．カルマールの目標はゲーデノレの定理の簡単化であり，ゲーデ

ルが算術化にもちいた原始帰納函数にかえて初等函数をもちいること

がその要点のひとつである．初等函数の概念によってカルマールは算
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術化に必要最小限の範囲をよくとらえていると感じられ’る．

　初等函数はあきらかに原始帰納的である．その逆がなりたたぬこと，

すなわち原始帰納函数が必ずしも初等的でないことは，同じくハンガ

リーのふたりの女性数学者ベレッキとぺ一テルによって証明された31）．

アッケルマン函数のうち

　　ξ・（¢，Ψ）＝詔＋写，ξ、（謬，暫）＝塑，ξ2（躍，雪）＝〆

は初等的であるが，ベレツキによればξ3は初等的でない．加算，乗

算，累乗が数学においてありふれているのに反してξ3がもちいられ

ることは稀である，という事実と考えあわせて，これは興味ある結果

である．なお，後述するグジェゴルチクの階層は結果としてこのベレ

ツキの定理の精密化になっている．

　さて，従来は原始帰納函数をもちいてなされていた議論の多くにお

いて，原始帰納函数にかわって初等函数をもちい得るということが，

カルマール，ベレッキらの研究の結果あきらかにされた．とくに，［K

36］における‘原始帰納的’はそのままあるいは多少の修正をした上で

‘初等的’と読みかえ得るというペレツキの結果32）と，これにならって

クリー二が証明した丁述語とU函数が初等的であるという定理［K

52コがある．このベレツキ・クリー二の定理は，前節に述べたTとび

をなるぺく簡単にするという方向に沿っての標準型定理の改良として

恐らく最初のものである．なお，空でない集合が帰納可算集合である

ための条件は初等函数の値域となることであるという定理が，系とし

て得られる．

　グジェゴルチクは制限帰納法33）という一種の帰納法を導入して初等

函数の定義と同値な条件を与えるとともに函数のひとつの階層を構成

して，初等函数と原始帰納函数との関係をさらにあきらかにした［Grz

53P）、一変数（または多変数）の函数∫が原始帰納法（5a）によっ

てgから（または（5b）によってん，gから）得られ，同時に

　　　∀¢（∫（劣）≦ブ（劣））

がみたされている35）とき，∫はg，ブから（またはん，g，ブから）制限

帰納法によって得られるという．この帰納法は原始帰納法により真に
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弱いものであることが示される．つぎにアッケルマン函数に類似した

函数ゐ（¢，Ψ）を定義する．はじめに

　　ゐ（謬，穿）＝ず，五（の，野）＝の十Ψ，五（ω，Ψ）＝吻’

と定め，π＝2，3，4，．．．に対しては

　　み’（0，留）＝み（ず，写’），

　　み・（¢’，Ψ）＝ム’（餌，ノ込＜¢，穿））

と定める．五’はこのように五からぺ一テルのいわゆる入れ子帰納

法36）で定められているのであるが，入れ子帰納法は原始帰納法に還元

される37）から，個々のπに対してあは原始帰納函数となる、いま，

πを固定し，原始帰納函数の定義において原始帰納法を制限帰納法に

変更するとともにゐを追加したものを考える．すなわち，定値函数，

恒等函数，S，みから合成と制限帰納法との有限回の適用で生成さ1れ

る函数を考える．そのような函数の全体を8πであらわす．π＝O，1，

2，．．．に対する6霜の全体がグジェゴルチクの階層である．8ηはπが

増すにつれて真に大きくなり，すぺてのπにわたる総和は原始帰納函

数の全体と一致する，伊に属する任意の函数∫に対して

　　　（∀の≧な）（∫（¢）〈ム・（¢，¢））

をみたすなが定まる．また，π≧3のとき，6π’の函数∫で

　　　∫（¢，0），∫（の，1），∫（の，2），．．．

が8πの一変数函数の全体となるようなものが存在する．このように

グジェゴルチクの階層は原始帰納函数の複雑さのひとつの尺度になっ

ていると考えられる．初等函数の全体は83に一致する・初等函数が

階層のなかで占める位置は半端であるかにみえるが，このことによっ

て初等函数という概念の自然さがそこなわれることはない．6π（π≧3）

において成立するいくつかの命題がπ＜3においては未解決（π≧3に

対してもちいた方法がπ＜3に通用しない）または不成立，という事

実はむしろ初等函数の自然さをうらづけているように思われる．

　ふたたぴTとUの簡単化を考えよう．有限列のあらわしかたなどゲ

ーデル数の対応のさせかたを変えてみても82の函数だけで算術化を

おこなうことはいちじるしく困難と思われる．まして60の範囲内で
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TとUに相当するものを得ようとするなら，ゲーデル数だけの修正に

拘泥せずTやUの構成法を変えるべきであろう．さて，グジェゴルチ

クは標準型と称するものを60の函数で作っているのであるが，これ

はクリー二のものとはすこし形がちがって，任意の帰納函数∫に対し

て

　　　∀劣（∫（劣）＝E（ご穿（且（3じ，“）＝0）））

をみたす函数オ∈80が存在するという定理である．ただし

　　E（の）＝¢一』［伺2

は80に属する大振幅の函数であり，記号卿は‘条件をみたす唯一

の劉’をあらわす・証明はクリー二によるT，Uの構成とは異なった

方法がもちいられている・この定理の系として，空でない帰納可算集

合は60の函数の値域であるという定理が得られる．60の函数の増加

の速さはたかだか¢＋const・の程度であるから，これは驚くべき結果

である。グジェゴルチクの定理を修正してTとUに相当するものを

60のなかで定め，クリー二のものと同じ形の標準型定理をみちびく

ことは困難でない。その証明は［N75］の末尾に述ぺてある．

　さきに述ぺた強い意味の計算可能性と初等函数との関連を説明して

この節を終えよう・強い意味の計算可能性とよび得るような概念を定

義する最初のこころみはリッチーの研究38）である．函数値の計算をテ

ユーリング機械によっておこなうものとして，計算の手間を記憶に要

するテープの量ではかり，その予測を考える．帰納函数∫を計算する

テユーリング機械があって，任意の劣に対して，∫（劣），の値を計算す、

るときに使用されるテープ39）のこま数がg（コゆ）以下である，という関

係を考える・この関係をかりに∫がgで予測されるということにする．

この関係をもとにして帰納的につぎのような函数の階層を定義する．

一次函数を第O級の函数と定める．第π級の函数で予測される函数を

たかだか第π十1級の函数と定め，たかだか第π十1級であってたか

だか第π級でないような函数を第％十1級とする．ある自然数πに対

して第π級の函数であるようなものを，リソチーは予測計算可能函

数㈹）と名づけた．この予測計算可能な函数という概念とカルマールの
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初等函数の概念とが一致することがリッチーによって証明された．こ

のような結果からも，・初等函数という概念にはなにか本質的な意味が

あるものと思われ，さらに深い研究がのぞまれる．

　初等函数は数学基礎論においても計算機科学においても今後ますま

す重視されることになろう。帰納函数論の代表的な教科書のうちで初

等函数に一節をあてているのはわずかに［P51］と［Y71］のみで，

他の教科書ではまったくとりあげていないかせいぜい例題などでちょ

っとふれているだけ，という現状が惜しまれる．

VI標準型定理の改良41）

　標準型定理におけるTとUとに相当するものをいくつかの簡単な初

等函数から陽函数として合成しようというのが筆者の目標である．か

つて筆者はヒルベルトの第10問題の解決への手がかりを得る目的で

ディオファントス述語の枚挙定理を証明したが，その後マティヤセヴ

ィッチによって第10問題が筆者の枚挙定理とは関係なく解決された

ので，むしろ逆にマティヤセヴィッチの結果をディオファントス述語

の枚挙定理に援用して標準型定理の改良を得た［N74］，これをさら

に改良したのが［N75］の結果であり，その証明は［N74］における

のと同様である．相違点は自然数の対を自然数にうつす写像として」

にかわって下記のPをもちいることである．

　函数ガ，¢十冒，¢山Ψ，躍，［緬］に関する陽函数の全体を考え，これを

ンであらわす．この函数族は［N75］において筆者がはじめて導入

したものであり，［N70］，［N74］における函数族ズの部分族となっ

ている．ンに属する函数∫によって∫（劣）＝0とあらわせる述語を7一

述語とよぶ．1V2からハ「への全単射

　　P㈲一｛盤＋，践繍

が7に属していることはたやすくたしかめられる。

　　9（P（の，Ψ））二穿

によって9を定め，第IV節に記したマノレコフの演算で9’をつくれば
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9”＝9，‘2’。＝Pであり

　　9’（P（の，ツ））＝の

がなりたつ．9と9’がソに属することは

　　E（の）＝¢山［胡2

とおくとき

　　9＠）一｛認∴［動］綴誹紹雅1’

　　9’（砂）＝min（隣］，E（の））

がなりたつことからたしかめられる．このP，9，g’をのK，Lにかえ

てもちいることで除算を不要にするのが［N74］から［N75］への

改良である．

　さて，諮＋〃と躍に関する陽函数が（自然数係数の）多項式であり，

多項式五gによって∫（ω）＝g（¢）とあらわせる述語が多項式述語，

そして多項式述語にいくつかの存在記号を前置した形にあらわされる

述語がディオファントス述語である，前置された2個以上の存在記号

をひとつにまとめることは多項式のみによっては不可能であり，現に

多項式述語に1個の存在記号を前置してあらわせないディオファント

ス述語の存在がわかっている．1個の存在記号ですべてのディオファ

ントス述語があらわせるようにしようというのが，そもそも筆者が函

数族メを導入した目的であった．同じ目的は函数族ンで達せられ

る．多項式述語はすべてγ一述語である・したがって任意のディオフ

ァントス述語はンー述語にいくつかの存在記号を前置してあらわせる

が，存在記号が2個以上あるとき9と9’をもちいてそれを1個にま

とめる乙とができる．ゆえに任意のディオファントス述語は31一述語

に存在記号を1個だけ前置してあらわせる。逆に，5那述語はディオ

ファントス述語であるから，それに存在記号をいくつか前置したもの

もディオファントス述語である．

　あたえられた不定方程式が解をもつか否かを判定する手続を求めよ，

というヒルベルトの第10問題はディオファントス述語の決定間題と

みることができる．その後，ヒルベルトが要求したような判定手続は
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存在しないであろう，と予想されるにいたった．それは帰納的でない

ディオファントス述語の存在を意味する．ディオファントス述語の全

体が帰納可算述語の全体と一致するであろうという予想のもとにデー

ヴィス，・ピンソンらが精力的に研究をつづけたにもかかわらず問題

はながらく未解決で，十分条件がいくつか得られたにすぎなかった。

十分条件のひとつ，あるπに対して

　　　∀の∀写（D（の、写）⇒雪＜ξ3（¢，π））

をみたし，かつ，いかなるηに対しても

　　　∀¢∀Ψ（D（の，写）⇒写＜♂）

をみたさないようなディオファントス述語0の存在，という・ピンソ

ンの条件が知られていたが，1970年にいたってマティヤセヴィッチ

がそのような述語を発見して難問はついに解決された．帰納可算述語

がすぺてディオファントス述語である（もちろん逆はあきらか）こと

がわかったのであるから，ただちにつぎの定理が得られる・

　定理1。述語Dが帰納可算であるための条件は

　　∀劣（D（劣）⇔ヨ岬（09，影））

をみ声す7一述語Rが存在することである，

　丁述語はいうまでもなく帰納可算であるから定理1によって

　　Tπ（名，鉛，ツ）⇔ヨ％砺＊（z，コじ，ツ，％）

をみたすγ一述語y鑓がある，

　　yπ（2，劣，写）⇔7π＊（～，劣，9’（Ψ），9（写））

とおけばVπもンー述語であり，つぎのような枚挙定理がなりたつ．

　定理2．冗変数の述語．∂が帰納可算であるための条件は

　　∀劣（P（aρ）⇔ヨ写v％（θ，劣，写））

をみたす数θが存在することである，

　なお，つぎの定理も定理1からみちびかれる．

　定理3．空でない帰納可算集合はンの函数の値域である．

　いよいよ，TとUにかわるものを定める．Tにかわる31一述語は
　　．Fη（z，偲，ツ）⇔砺＋1（2，劣，9て写），9（Ψ））

と定められるFπであり，Uにかわるのはg’である．このFπとg’



　　　　　　　　　　帰納函数論におけるある函数の簡単化　　85

に関して帰納函数の標準型定理，部分帰納函数の標準型定理，帰納可

算述語の枚挙定理がなりたつ．

　定理4．任意のπ変数帰納函数∫に対して

　　　∀コじヨΨ．Fπ（θ，¢，写），

　　　∀3じ∀劉（Fπ（θ，記，ツ）⇒9’（9）＝∫（劣）），

　　　∀劣（∫（コr）＝σ（μ3’Fπ（θ，‘む，穿）））

をみたす数θが存在する．

　これが標準型定理であり，つぎのように証明される・仮定から

　　∫（諾）＝写

は帰納可算述語（実は帰納述語）だから定理2をもちいて

　　∫（む）刊⇔ヨ％v側（θ，aじ，雪，％）

をみたす数θをとる．このθに対して定理にいう性質がなりたつこと

はFπの定義をもちいて容易にみちびかれる．・

　同様にして部分帰納函数の標準型定理（定理5）が証明され，その

結果をもちいてつぎの枚挙定理が示される，

　定理6．π変数の述語Z）が帰納可算であるための条件は

　　　∀コP（P（コロ）⇔鞠Fπ（θ，記，写））

をみたす数θが存在することである・

　以上が［N75］の結果の主要な部分である・残る部分ではンと他

のいろいろな函数族との比較のための諸定理がみちぴかれる．

　定理7．任意の帰納函数∫に対して

　　　∀コ9ヨ岬（z，写），

　　　∀コじ∀穿（E（ag，写）⇒∫（ap）印）

をみたすアー述語Eが存在する．

　狭義単調増加函数！の値域が帰納的ならぱ∫も帰納函数であるとい

う定理があり，帰納的を原始帰納的または初等的と読みかえても成立

することが知られている．つぎの定理はこれとの対比である。

　定理8。7に属さない狭義単調増加函数で値域が7一集合となる

ようなものがある．

　多項式の全体はあきらかに31の真部分集合であるが，述語に関し
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て対応する命題がなりたつというつぎの定理は自明ではない．

　定理9・多項式述語の全体はソー述語の全体の真部分集合である．

　つぎにンの基礎にとった函数のうちのいくつかを減らしてさらに

せまい函数族をつくりそのなかでTやUにあたるものを構成する，と

いう方向で定理4，5，6をさらに改良できるか，という問題について考

える、なお，〆との＋写のうちの一方を除いてもンの範囲に影響し

ないことは

　　　の雲の十1P

　　　¢十写＝吻’∴（叩）’

からあきらかである，また7が∬’，¢十ッ，の∴“，鋤，［¢／切，［ゆ］に関す

る陽函数の全体4の真部分集合になっているか否かは未解決である．

　ンを生成する函数のなかからの’と訂十雪の両方を除くことおよぴ

網を除くことに関しては未解決である．の山劉が不可欠であることは，

これを除いてしまえぱ得られるのは単調函数ばかりになってしまい大

振幅の函数が得られなくなることから，マルコフの定理をもちいてみ

ちぴかれる（これは［N75］には述べなかった事実である）．最後に，

平方根は，かりに除算を追加したとしても，不可欠である．平方根を

除いて除算を追加したが，の＋Ψ，¢一Ψ，［吻］から生成される陽函数の

全体をβとおく．やや繁雑な証明であるがβに属する函数は大振

幅でないこと［N75，補題16］が示される．この補題からただちに

　定理10．［勧］は」8に属していない，

　定理1Lβは有界最小演算子，演算子Σ，グジェゴルチクの制限

帰納法のいずれに関しても閉じていない．

という二定理が得られ，さらにマルコフの定理をもちいて

　定理12．任意の帰納函数∫に対して

　　　∀劣（∫（¢）＝9（μ露（コ6，Ψ）））

をみたす．β一述語丑が存在する，という条件を満足するようなβの

函数gは存在しない．

という定理を得る．

　グジェゴルチクの階層とンとの関係については，7⊂82であり
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ン⊂61でないという自明な関係以外はわかっていない．ンと60，61，

62との関係をあきらかにすることは，前述の定理4，5，6が最良のも

のであるかという問題とともに，今後の研究が期待される．

　おわりに，［N75］の序文にも述べた定理4のひとつの解釈を説明

しよう．一語に収容できる数の大きさに制限のない仮想的な算譜式計

算機を考え，基本的な演算としての任意の自然数の加算，減算，乗算，

開平の機能がそなわっているものと仮定しよう．そして料β，¢に対

して

　　　9’（鰐Fπ（～，3じ，＠））

を求める算譜を考える。9’やFπの計算は原理的にはループや副譜

をっくることなくまったく逐次的に進行するような算譜でおこなえる

から，最小演算子の計算にのみ条件飛越によるループをつくれぱよい．

このように，ただひとつのループをもつ‘万能算譜’が存在すること

がわかる・実はループが単一であるのみならず条件飛越命令を1個だ

けしかもたない万能算譜が得られたのであり，このことは条件飛越命

令というものの機能の強力さをあらわしていると考えられよう．

　　　　　　　　　　　　　注
1）　ゲーデル自身はオメガ無矛盾性という無矛盾性よりつよい条件を仮

　定していた．無矛盾性という仮定で十分であることを示したのはロッ

　サー（BRosser，1936）である．

2）　自由変数を含まぬ論理式をいう・従ってそれは真偽の確定した命題

　をあらわしている．

3）　arithmetizatlon．

4）素因数表示（後述）その他いろいろのあらわしかたがある．

5）　フランス語e丘ectif．具現的という訳は近藤基吉氏による．

6）　ドイツ語formalunentschei（ibarerSatz．

7）　ゲーデルはこれを単にrekursiveFunktionとよんだ．原始帰納函

　数（primitiverecursivefunction）の名はクリーユによる．

8）　representable．

9）　bounde〔1minimum　operator，

10）　証明可能性は‘証明図が存在する7と定義されるから例外である。

11）　numera1、　ド，イツ言吾Zi丘er，
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　12）　二の仮定は命題を述ぺやすくするものにすぎず，必須のものではな

　　い．
　13）　minimum　operator・

　14）実は乙の述語は帰納的でさえないことが知られている・

　15）　Recursion　Theorem．Kleene1938，1952。

　16）述語のときは値は数でなく真・偽であるが，そのおのおのにたとえ

　　　ば数0，1を対応させておけぱよい・

　17）ッが存在するとは限らないから・なお，部分帰納的ではある．

　18）　programを算譜，dataを料などと訳すのは西村恕彦氏，島内剛一

　　　氏らによる．bit誌第8巻第8号（1976年8月）参照・

　19）Pennsylvania大学，1946年完成，

　20）　Cambridge大学，1949年完成。

　21）　たとえぱテユーリング機械のテープは無限に長いものと仮定する・

　22）degree　of　unsolvability。決定不可能次数とも訳す・

　23）文献に見あたらないが既知のことと思われる．なお，これが初等的

　　　であるというさらに強い結果は筆者の［N68］，［N75］。

　24）　A。A．Markov，1947，
　25）　ロシャ語bQ1’きoi　razmah。なおドィッ語ではこのような函数をum－

　　　fangreichであるともいう・

　26）W．Ackemann，1928，
　27）P6terR6zsa，1935・

　28）　A，V、Kuznecov，1950、

　29）　Kalmar　Lasz16，1943，ハンガリー語の論文で・ドイツ語による要

　　　旨が附してある・

　30）ハンガリー語elemi飴99v6ny・elementaryfunctionと英訳され
　　　る．なお，解析学における初等函数の概念（LiouviIleによるもの）

　　　とは関係ない。

　31）　Bereczki　Ilona，1950およぴP6ter　R6zsa，1954．

　32）Bereczkl　Ilona，1949の未発表の結果として［K52］に引用され

　　　ている．クリー二はこの結果をカルマールから知らされたという・

　　33）　1imited　recursion．

　　34）　この文献は田中尚夫氏に御教示いただいた・

　　35）　文字ゴに特別な意味はない．

　　36）　ハンガリー語beskatulyazott　rekurzi6・neste（1recurslonと英訳

　　　される．

　　37）P6terR6zsa，1934，1935・

　　38）R．W．Ritchie，1963・なお［Y71］参照・
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39）　テープ上の数値の表現は2進法表示と仮定する。

40）　pre（1ictably　computable　fmction，

41）　この節の定理の番号は［N75］と合わせてある．

42）　［G31］の英訳と［Ch36］，〔K36コ，［K43］，［T36－7］は論文集

　　［D65］におさめられている。また講義録［G34］『はこの論文集では

　　　じめて印刷されたものである，
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