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＋4ρ1一＋4ρ　ρ23＋2ρ1221・34）sin一・ρ34］σ・2σ22σ3σ4

E（1∬12詔22劣12の

　　　　　　　⊥

一（1）2（・＋2ρ122＋2ρ・32＋2ρ232＋ρ142＋ρ242＋ρ342＋8ρ12ρ1　

＋4ρ12ρ14ρ24午4ρ13ρ14ρ34＋4ρ23ρ24ρ34＋2ρ且22ρ342＋2ρ、32ρ242

＋25 142 232一 エ42 242一 142 342一 242 342＋8ρ、2ρ13ρ24ρ34

　　＋8ρ12ρ14ρ23ρ34＋8ρ・3ρ14ρ23ρ2ヂ4ρ・2ρ14ρ24ρ342

　　－4ρ・3ρ・4ρ242ρ34－4ρ・42ρ23ρ24ρ34＋3ρ142ρ242ρ342）σ12σ22σ32砲．

　　E（z、2飴22の32の42）

＝（1＋2ρ122＋2ρ132＋2ρu2＋2ρ232＋2ρ242＋2ρ342＋8ρ12ρ、3ρ23

　　＋8ρ・2ρ14ρ94＋8ρ・3ρ14ρ34＋8ρ23ρ24ρ34＋4ρ12～ρ342＋4ρ132ρ2！

＋4ρ・42ρ232＋16ρ12ρ13ρ24ρ34＋16ρ且2ρ14ρ23ρ34

　　十16ρ且3ρ14ρ23ρ24）σ12σ22σ32σ42

参　考　文　献

　　［1］　Geary　R．C。Moments　of　the　ratlo　of　the　mean　deviatlon　to，

the　st＆ndard　devlation　for　normal　samples．捌oη乙θ爾紘，Vo1。28，1936，

　　［2コ　Kamat　A．R。，Incomplete　and　absolute　moments　of　the　mu1．

tlvarlate　llormal　distributlon　wlth　some　apPlicatiolls．　8¢o？πθ砕zんαン

～701．40，1953，

　　［3］　1くamat　A．R．On　the　mean　successive　diH1erence　alld　its　ratio．

to　the　roqt　lnean　square．君乞o？πθオ？・猛α，Vo1。40ン1953、

　　［4］　Kamat　A．R　The　thlrd　momellt　of　Gm1’s　mean　d1任erellce．

挽oη乙6‘7猛α，Vo1．40，1953．

　　［5］　Kamat　A．R，Some　propertles　of　estimates　for　the　stan（1ard

deviatlon　base（1011deviations　from　the　mean　alld　v＆riate　d1鉦erences．

Jou凱αZoμん8RoμS弼2厩oαZSoo乞吻，S飢θ3B，Vo1．15，1953．

　　［6］　Kamat　A．R　Distributlon　theory　of　twQ　estlmates　for　stalld．

ard　deviatlon　based　o且　secolld　variate　dlfferellces，βzo？泥θごγ鵠α，Vo1．

41，1954．

　エ7］　Kamat　A、R　Moments　of　the　mean　devユatiQn．挽oηるθ偏紘，

～701．　41　1954。
　　　　　7

　　［8］Nabeya　S．Absolute　mQmellts　ln2．dlmensional　llorma1（1is．



4変量正規分布の絶対積率　　83

はもはや簡単になる．多少面倒になる点は数値積分を用いる点である

が，これとても収束の程度のはっきりしていない級数展開を用いるの

に比べたら，遙かに有効なものである．Kamat［3］はさらに彼自身

の得た級数展開により，相関係数の10次の項までの展開に基づいて

E（隔迦の3¢4i）の値を計算して両者を比較しているが，筆者の公式に

よって計算された有効数字6～7桁の精度の正しい値に対して，有効

数字4桁までが一致していた

IV

　最後に4変量正規分布において各変数に関して2次までの範囲で4

つの絶対積率の公式を挙げておく・計算はいずれも（2．1）に基づいて

行ったが，紙面の都合で詳細を述べるのは差控える，正規分布の揚合に

絶対積率の計算を複雑にするのは，全部の変数に関しての積率の次数

よりはむしろ奇数羅の変数がいくつ入った絶対積率かによるのであっ

て，4変量の揚合に本質的な難しさはE（lz・¢2ω3¢41）の計算の中に

すべて含まれている，この点より本節に挙げる公式の導出は（2．63）

に至る計算よりは簡単であることを附記しておく．

　E（1∬、2即2餌3の41）

一（÷）2［断（・＋耐耐犀）＋（伽＋2触＋㈱

　＋2ρ・2ρ13ρ24＋2ρ12ρ14ρ23＋ρ・22ρ3rρ122ρ23ρ2｛）siゴ1ρ34・2

　＋（ρ24＋2ρ12ρ・4＋ρ23ρ34＋2ρ12ρ13ρ34＋2ρ13ρ14ρ23＋ρ132ρ24

　一ρ・32ρ23ρ34）sin－1ρ24．3＋（ρ23＋2ρ12ρ・3＋ρ24ρ34＋2ρ・2ρ14ρ34

　＋2ρ、3ρ14ρ24＋ρ142ρ23一ρ142ρ24ρ34）sin－1ρ23・4］σ・2σ2σ3σ4

　　E（1がガ¢3¢の　　　　　　　　　　　　　四
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〇
一多［ゾ・一酵（2酵＋2耐＋2酵＋2殖2酬酵　二

　十4ρ12ρ13ρ23十4ρ12ρ14ρ24－2ρ13ρ14ρ34－2ρ23ρ24ρ34－2ρ132ρ232

－2爾柵餌伽伽＋盈奏i…）＋（耐2伽耐2伽伽
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　　　　　　　一∫1γ、≡盛・iが（ρ41享〆）血

　　と書直すこともできる．よって（3．7）は

　　（3．8）　E（1¢、娩の3の41）

　　　　　　一表レ・一3〆＋グ＋2ρゾ・一〆　・（41等）

　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　至＿1　　ρ6　　　＿1ρ　　　　　　　一2ρsinゾ（・一ρ2）（・一2ρ湾r＋ρsin・一ρ2

　　　　　　　＋恭、毛がポ（4、享♂）卵

　　となる．

　　　Kamat［3］は標準偏差σ’の正規母集団からとられた大きさ鴨の

　　標本を21，z2，…，2ηとするとき，

　　　　　　Z1＝β1－Z2，の2＝22一～3，の3＝23－Z4，の4＝～4－25

　　とおいて筆者［9］の公式（2．1）に基づいてE（隔¢2¢3¢41）を計算レ

　　ている．この揚合は

　　　　　　　　　　　　　1　　（3．9）　　　ρ＝一一，　　σ＝v写σ’
　　　　　　　　　　　　　2

　　とおいたときの（3．8）式に当るので，（3．9）を（3，8）に代入すれば

　　その結果

　　　　　　E（［¢1の2∬3¢41）

　　　　　　一1要［亨＋亨・i周弄一｛トi喘

　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　＋÷・・峠＋÷∫レ、差が頭4、塩等同

　　　　　　＝2．215484σ’4
四

〇　が得られる．彼は筆者の公式（2．1）によれば，彼の考えている簡単な

　　相関行列の揚合においてさえE（囮晩¢3副）の計算はかなり面倒に

　　なるので，一般の相関行列の揚合には到底手に負えないということを

　　［3］の中で述べている・しかし（2．63）のように一般の相関行列の

　　揚合のE（囮晩鞠副）が与えられ’れば，特殊な揚合に適用すること
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　　　　E11＝R44＝1－2ρ2

　　　　R22＝R33＝1一ρ2

　　　　R12＝R34＝一ρ＋ρ3

　　　　R23＝一ρ

　　　　R・3＝R24＝ρ2

　　　　RI4＝一ρ3

　　　　E33（％）＝1一％2ρ2

　　　　1～44（批）＝1一ρ2一％2ρ2

　　　　R34（％）＝一ρ＋がρ3

ρ騒　一一
（1一器一2プ）一ρ41等

　　　　　　ρ
　ρ23・且4冨　　9
　　　　　1一ρ”

　　　　　　　　　　　　一〇2
　　　　　　　　　　　　　ヨ　ρ2443＝ρ且3’24＝γ（・一ρ2）（・一2ρ2）

　　　　　　ρ3
　ρ14・23＝　　　り
　　　　　1－2ρ盤

　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ3躯12（％）一》（1一％2振讐i2一％2ρ2）

　ρ13・＝ρ14＝0であるからρ24．13（％），ρ2344（％）は求める必要は

これらの式を（2．63）に代入すれば

E（固の2¢3¢‘1）

一畜［偏r＋2ργ・一が・iガ1（ρ4調

　　　　　　　　　　　り　　　2＿1　
ρロ

　　＿1ρ一2ρsinγ（・一ρ2）（・一2ρ2）＋ρsin卜ρ2

＋プ∫1γ、≒・iガ・》曳、一ガρ景響一ガ♪♂％］が

　なお［］内の積分は％ρ＝四とおくことによって

　　　∫　　　　ρ1Sin－1　ρ（1一の　4り
　　　　o》1一妙2　　、／（1一”2）（1一ρ2一”2）

四
〇
四
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　　　　　　　　　　　　　　　1
（3．4）　　　　　　　ρ＝一一
　　　　　　　　　　　　　　　π　　　　　　　一

なる4変量の正規分布に従うことになる。

　Geary［1］はの1，ω2，ω3，z4の密度函数を求め，これを展開するこ

とによってつぎの式を得ている。

（3．5）　E（回卿3の

　　　一÷（π＋鵠r3y／2｛・＋（π￥2）・（π亀）・

　　　　＋（轟）、（昌）、＋、藷・、嵩・＋・・P

　これを（3．2）と比較するために（3．3）を用いて（3，5）の最後の括

弧外にくる因数が♂になるようにし，他の部分をπ一1の羅級数に

展開すれば，（3．5）はつぎのようになる。

（3．6）　E（1の1堀3の41）

　　　　一畜（・壕一赤＋÷＋÷＋舞＋藷＋…）が

そこでGearyの揚合も（3．6）の形でE（1苅娩鞠副）を計算すれば，

彼自身の式（3．5）によるよりは計算が簡単であったことになる。

　他方筆者の得た正確な式（3，2）においてもρに（3。4）の値を代

入してπ騨1の羅に展開すると（途中の計算は省略する），π一7までの

と乙ろでは（3．6）に一致する・すなわちGearyの近似計算は％一7

までの．orderでは正しかったわけである．

　（E）ρ・2＝ρ23＝ρ34＝ρ，ρi3＝ρ・4＝ρ24＝O・σエ＝σ2＝σ3＝σ4＝σ

　これは4つの変数鈎，¢2，¢3，鞠をこの順序で考えるときン隣り合

った2つの変数の間でだけ一定値ρの相関を有し，他の変数の間で

は無相関で，しかも標準偏差も一定値σに等しい揚合である・この

揚合には

　　　　　　　　　　1　　0　　0　　0

0
ρ
－

ρ
－
ρ

－
ρ
0

0
1
0
0

＝召
＝1－3ρ2十ρ4
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のに等しい、

（D）ρ・2一ρ・3一ρ14＝ρ23＝ρ24＝ρ34＝ρ，σ1＝σ2＝σ3＝σ4＝σ

　これは4つの変数町晦謬3，の4の標準偏差が一定値σであり，ま

た相互間の相関係数が全部同一の値ρをとる揚合である．この揚合

1こ1ま

　　　　　　　　　1　ρ　　ρ　　ρ

　　　　　　　　lo　1　ρ　　ρ
　　　　　　E＝　　　　　　　　　＝（1十3ρ）（1一ρ）3
　　　　　　　　ρ　　ρ　　1　ρ

　　　　　　　　ρ　　ρ　　ρ　　1

　　　　丑・・＝R22＝E33＝R44＝（1＋2ρ）（1一ρ）2

　　　　E12＝丑・3＝E・4－R23＝R24＝E34ニーρ（1一ρ）2

　　　　R22（％）一R33（％）＝R44（の一（・一ρ）（・＋ρ一2％2ρ2）

　　　　丑23（秘）一E24（％）一E34（％）一一ρ（1一ρ）（1一％2ρ）

従って

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ρ　　　　ρ34・12＝ρ24・13＝ρ23・14＝ρ14・23＝ρ13・24＝ρ12，34＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1十2ρ

　　　　ρ34．12（％）一ρ24，13（％）一ρ23．14（％）一ρ（1一％2ρ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＋ρ一2がρ2

となるから，（2．63）は

（3．2）E（1の1晩解41）

一崇1γ（岬（・一ρ）3＋6ρ（・＋2ρ）γ・一プsiゴ1義ρ

　　　　＋9プ∫1γ、毒〆・iゴ、祭1…鵠，呵♂

となる．

　標準偏差σ’の正規母集団から大きさル＝π＋1（≧5）の標本2、，22，

一，2ηをとり7その標本平均を2とすれば，勘＝2r乏，ω2＝～2－2，

¢3＝23一乏，範＝鈎一2は平均値0，標準偏差はいずれも

（33）　　σ一4π畢14
相関係数は

四
〇
六
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　　　　　　　　　　　　　　の3　　　劣4
（3．1）　　　　　　　　　　　　　一＝一
　　　　　　　　　　　　　　σ3　　σ4

となるので（苅，¢2，魂，の4）の同時分布は特異な分布となる．よって

（2．63）で求めた公式をこの揚合に対してそのま㌧適用することはで

きない．しかしながら，筆者［9］が以前に求めた3変量（の1，∬2，の3）

の正規分布における絶対積率の公式は，このような特異な分布におい

て例えばω2〆σ2＝¢3／σ3とすれば，ρ且2．3＝ρ13・2＝o，ρ23・1＝1とおくこと

によって2変量（¢、，の2）の正規分布における絶対積率の公式に帰着す

ることが示される．

　ここで考える揚合についても，公式（2、63）において，同様の考え

から

　　　　　　　　　ρ34。12＝1

　　　　　　　　　ρ24。13＝ρ2344＝ρ14・23＝ρ13・24＝0

　　　　　　　　　ρ一2・34＝ρ12・3

とおいてみる．また

　　　　　　　　　　　　　1　％ρ12％ρ13叩王3

　　　　　　　　　　　　uρ21　　　1　　　ρ23　　ρ23
　　　　　　　　R（％）＝
　　　　　　　　　　　　％ρ3Lρ32　1　1

　　　　　　　　　　　　　叩31ρ32　1　1

であるから、相関行列がE（％）の揚合にっいても鞠と鈎の間に

（3．1）と同様の関係が成立つことになる，よって

　　　　　　　ρ34．12（％）＝1，　ρ24．13（鋤）＝ρ23．14（％）＝0

と蓄くことにする．その結果（2．63）は

E（1の、の2欝3¢41）

一÷［研（・＋ρ32＋ρ232）号

＋（伽＋2綱∫1ゾ、葺ρ、ノ・詞の一の

　2一下［研（1＋ρ132＋ρ232）＋（ρ且2＋2ρ13ρ23）Sin冒1ρ12］σ1σ2σ3の

となって［9］で求めた公式によるE（国z2¢321）にσ4σ3を掛けたも
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とE（1詔11）ニv昂「のとの積に等しい，

　（B）　　　　　　　　ρ13＝ρ14＝ρ23＝ρ24＝0

　この揚合は苅，範の組が鞠，鞠の組と独立の揚合である．

　　　　　　　　　1　ρ12　0　0

　　　　　　　　ρ21　1　0　0
　　　　　　R＝　　　　　＝（1一ρ122）（1一ρ342）
　　　　　　　　　0　0　1　ρ34

　　　　　　　　　0　0　ρ43　1

　　　　ρ34・12＝ρ34，ρ12・34＝ρ12，ρ2443＝ρ23・14＝ρ14・23箒ρ13・24＝O

　　　　ρ34．12（艇）＝ρ34

となるので，

　E（囮の2¢3z4［）

一÷［（・一ρ一22）（・一ρ342）＋帰ρ34siガ1伽

＋研ρ12Siガ1ρi2＋ρ・2ρ34∫1蒜Siガ1ρ34翻］σ1σ2σ3σ4

F÷［一＋研ρ34sin－1ρ34
＋砺「ρ【2Sin一1ρ12＋ρ12ρ34Sin－1ρ12Sin－1ρ34］σ・σ2σ3σ4

　　
一一
vT二π＋ρ12sin－1ρ12）σ・σ2

　π

　　　
　X一（研＋ρ34sin｝1ρ34）σ3σ4
　　π

となって，筆者［8］の求めた公式に基づくE（1苅¢21）とE（1¢3副）

の積に等しいことがわかる．

（C）　　　ρ34＝1，ρ・3＝ρ14，ρ23＝ρ24
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　四
　この揚合は　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　八
　　　　　　　　　　　　　1ρ12ρ13ρ13

　　　　　　　　　　　　ρ2i1　ρ23ρ23
　　　　　　　　　　R＝　　　　　　　　　　　　＝0
　　　　　　　　　　　　ρ31ρ321　1

　　　　　　　　　　　　伽ρ321　1



四
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　　一表［蕾＋γ・一ρ122（ρ34＋ρ13ρ・4＋ρ23ρ24）siゴエρ34・12

　　　　＋研（ρ24＋ρ12ρ14＋ρ23ρ34）sin－1ρ24・13

　　　　＋研（ρ23＋ρ12ρ13＋ρ24ρ34）Sin－1ρ23・14

　　　　＋γ1一ρ232（ρ14＋ρ12ρ24＋ρ・3ρ34）sin『1ρ14・23

　　　　＋〉可（ρ・3＋ρ12ρ23＋ρ・4ρ34）sin－1ρ13・24

　　　　＋V扉（ρ・2＋ρ・3ρ23＋ρ・4ρ24）sin－1ρ12・34

　　　　＋（　4＋ρ　＋ρ・4ρ23）∫1｛γ1穿2ρ、，2siガ1ρ34・・2（％）

　　　　＋　ρ13sin一・ρ24，13（％）
　　　　　∀1一撹2ρ・32

　　　　＋γ1等ρ、、2siガ1ρ23・14（％）｝4％1σ・σ2σ3σ4

lll

っぎに公式（2．63）の二三の特殊の揚合を挙げておくことにする，

（A）　　　　　　　　　　ρ12＝ρ13＝ρ14四〇

この場合は¢1が¢2，鞠，鈎の組と独立の揚合である・

　
る
　
ヂ

0
融
幽
1
町

　
　
　
　
跡

　
3
　
　
3
ρ

0
　
2
1
　
4

　
ρ
　
ρ
一
一

　
　
　
　
1
3

0
1
3
2
偲
↑

　
　
ρ
ρ
2

　
　
　
　
ρ

1
0
0
0

　
＝
　
皿

　
E
　
o3

＝E11

ρ23・14＝ρ23・4

　　　　　　ρ14，23ヲ・3・24＝ρ・2・34＝O

より

　　　E（IZ、¢2詔3の41）

　　　ヰ　　　　　　ニー丁［、／E1、＋（ρ34＋ρ23ρ24）Sin－1ρ34、2＋（ρ24＋ρ23ρ34）Sin－1ρ24・3

　　　π一

　　　＋（ρ23＋伽ρ34）siゴ1ρ23、4］σ・σ2σ3σ4

となって，この式は筆者［9］が以前に求めた公式によるE（匪¢3副）



　　　　　　　　R22

＋マ万81fρ、、2）｛ρ1　＋ρ13ρ24－2ρ　3

　ぐρ14一ρ13ρ34）丑23
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一（ρ2一ρ 123）愚｝＋ゾ誰ρ’）｛ρ産2卿　

一2伽伽（伽　）職（伽一ρ斧）判

　　　　　　　　R22

　　　　＋2ρ鐙驚＋2鐸欝＋2鐸鶏・］

　つぎに為～為を求めるためには，（2．49）の第2辺と第3辺をρ、、．

ρ13，ρ34について偏微分し，その結果できた式で両辺に一1を掛けれ．

ぱよい．こうして

（26・）喬一
∬θ号σ置隷2111、6224‘1碗6・面

　　　　一4｛（1釜）3・2siゴρ3牛12＋、／万（爺）｛ρ13ρ％

　　　　　＋ρ14ρ23－2ρ12ρ34一（ρ12一ρ14ρ24）R34

　　　　　　　　　　　　　　　　丑33
　　　　　一（ρ12一ρ蓋123）判］

（Z6・）ゐ一
∬・一妥；σ12雛睾1裏オ2む3焔麟一一4π・議、

（a62）・・一 ∬8ヂσ1碗名3。策　麟麟・

　　　　　　。　1
　　　　＝4π一一　　　　　　v／R

　以上で求められたム～五8にはそれぞれ（2．9）～（2。16）に与えられ　四

ている係数を掛け・乃～17に対してはさらにその結果得られた式にお　○

いて添数の置換を行ったものを作って，これをすぺて加え合わせ，そ
の和にσ1σ2 3σ4

掛ければ，つぎの結果が得られる．
　　　　π
（2・63）E（1郷2躍41）

‘ρ4一 ）R23
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　　　　　　　　　　　　　　　　　（ρ且2一ρ・4ρ24）R3‘
　　　　　　　＋ρ且4ρ23－2ρE2ρ3r
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　R33

　　　　　　　一一（ρ’2一ρ鯉馴＋器卸5捧制

　　となる．

　　　つぎに（2．54）の第2辺と第3辺をσ1について偏微分すれぱ，

（256）　一∬∬鰭錯幽♂脚な

　　　　　　　　　　＋2∬∬・垂駈霊晦綱・麟一・

　　となる．左辺の第2の積分は（2．54）にσ1一五を掛けたものになって

　　いるから

（a57）　∬∬ガ妥窪鎌麟d繭一2為

　　（2．57）の左辺のT1に（2，7）を用いれば

（z58）ムー 号、畿量伽脚晦

　　　　　　　　一2扇∬∫遥σ鵠、笠碗幽脚砺

　　　　　　　　　　　一伽∬∬・4σξ欝醐砲幽

　　　　　　　　　　　一ρ14∬∫シ曝σ総畠繭d繭

　　ここで第3辺の第1の積分は15となり，第2，第3の積分はこれに

　　添数の置換を行ったものとなっている・よって

（a59）ムー ∬8一妥、諜幽一な
四

二　一4〆［3ぎ号審副伽12＋3藷駕1知伽・B

　　　　　　　　＋3轟謡㎡餌・＋γ誰爾）匝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ρ12一ρ量4ρ24）R34
　　　　　　　　＋ρ14ρ23－2ρ正2ρ34
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　E33
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（a53）　∬∬・一鞭畿461♂繊・ぬ

　　　　　　　　　　　り　　1
　　　　　　　＝｝4π』γ・一ρ142sin－1ρ23・14

が得られるので，（2・50）の両辺のσ倍から（2．51）の両辺のρ、2倍，

　（2．52）の両辺のρ13倍，（2．53）の両辺のρ14倍を引くことによっ

て

（2・54）　乃一∬∬θ曝、瓢銅脚砺

　　　　　　　　　一4π2「γ1等ノsi嘱12＋γ1些1げsi嘱・13

　　　　　　　　　　＋γ1竺11、2siガ1ρ23441

となる．

　つぎに14から五8を求めるために，偏相関係数の偏微分の公式

　　∂灸siバρ餌・12一γ晶一伽2｛ρ　＋一2μ　

　　　　　　　　　　　　（ρ2一舞f顕）愚（伽一讐3）愚｝

　　∂灸siゴρ3牛12一γ晶『酵｛一醐　

　　　　　　　　　　一（ρ13一祭i摯｝一雫舞

　　　∂sin－1ρ34．12一帰
　　∂ρ34　　　　　　〉万

並ぴにこれらの式で添数の置換を行ったものを利用する．

　まず15を求めるために，（2，54）の第2辺と第3辺をρ且，について　四

偏微分して両辺に一1を掛けれぱ，　　　　　　　　　　　　　　　二

（Z55）為一 ∬θ屡σ畿詳2燃・麟

　　　　　一一4π2［（1－1、，2）3鯉ρ副γ誰ρ、，2）｛ρ3ρ24
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　　　　－4〆∫1｛ソ1葺ρ評齢）

　　　　　　　＋γ1f赫si嘱協（％）

　　　　　　　＋r鳶iゴ酬％）｝伽

となる．

　ρ34．12（％）は（2，4）に与えられている6つの相関係数をパラメータ

ーにもつ彦の函数であって，分子は％の2次式，分母は％の2つ

の2次式の幾何平均になっている、そこで相関行列Rが与えられれ

ば，11はいくらでも精密に計算できる．

　つぎに（2．19）の13の値を計算する．σ1＝σ2＝σ3ニσ4＝1とおけば，

13は（2．35）の111（1）に等しくなることがわかる，よって（2，46）

によって

（a4？）　為一∬∫儲箒、ll『繭蠣

　　　　　　　　　　　4π2
　　　　　　　＝ゾ・一ρ112s’ガ1ρ3←12

　12を計算するには，等式（2．48）の第2辺と第3辺をσ1について

偏微分する．（2．48）の第3辺はσ、に無関係であるから，その結果

（a5・）　∬∫F書戯綴な軸麟一・

となる．T1は（2．7）によって与えられ，しかも（2・49）より

（2．51） ∫∬F妥篶綜繭麟

　　　　　1
＝一

π2 　　sin一且ρ34．12
　　　γ1一ρ、ノ

（2．51）から添数の置換によって

（2．52） ∬∬撫霧籍脚繭
　　　　　1
＝一4π2　　sin－1ρ2443
　　　γ1一ρ132
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　　　　　　　＋判繊卿晦

となる，ただしこの”3，”4に関する積分もCauchyの主値を表わす．

　（2・41）の右辺の積分の値をρ34・12（％）について微分すれば

（Z42）一 即［一÷1曜＋2餌調　＋小血

となり，ここでu3と晦を変数とすれぱ

（a43）ゾ1一 ％）ピxp［一｝｛ぜ＋2隙（％）尉劇］

が2変量正規分布の密度函数となることから，（2，42）で積分を行つ

た結果は

　　　　　　　　　　　　　　　2π（2．44）　　　　　　　　一
　　　　　　　　　　　　》1一ρ234．12（ω

となる．

　（2。41）の右辺の積分の値はρ34，ま2（％）＝0であれば明らかに0とな

り，ρ34・12（％）で微分したものは（2・44）となるから，この積分の値自

身は（2，44）を0からρ34．12（％）まで積分することによって

（2．45）　　　　　一2πsin－1ρ34，12（％）

となる．よって

　　　　　　　　　　　　　　4π2
（246）　111（％）＝一γ・一％2ρ122siガ1ρ34・i2（％）

となる．

　これで（2．34）の第4辺における第1の積分が求められ・たことにな

る．他も同様にして，結局

（a47）1争4が｛ゾ、場㎡鯉（・）＋γ、‘赫四

　　　　　　　　・siガ1鯉（％）㌣1f論siガ％綱｝四

が得られる．この結果を（2．33）に代入して，

（248）る一
∫∫θ一婁有、1砲転麟麟
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その行列式は

　　　　　　　　　　　　　　8（％）

　　　　　　　　　　　　　　1一％2ρ122

となる。よって（2．36）をオ1とむ2に関して積分すれば，つぎの等式

が与えられる，

　　　　∬癬♂鶴仙

　　　一1磨卿［一÷｛1些酷㎡・、至絵触

　　　　　　＋、至臨躍｝］

　よって（2．35）においてむ1とむ2に関する積分を行った結果は

（a4・川蕊）一γ、些赫∫卜P［一、（1一旋）｛聴）げ

　　　　　　　一2齢）尉恥（％囲］ε1晦麟

となる．ここで

　　　　　　　41幾訴帰1畢器姦

　　　　　　　　瞬（％）一一蒜

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　丑34
　　　　　　　　　　　ρ34・・2＝ρ34・ユ2（1）＝マ丑44R33

　　とおく・ρ3442（％）は，相関行列が（2・27）で与えられたとき，紛と

四　¢2を固定した揚合のの3と¢4の間の偏相関係数を示し・ρ34・12は相

一　関行列が（2，4）で与えられた揚合のそれを示す，（ブ，乃，z，鵬）が（1，
五
　　2，3，4）の順列であれば，一般にρ蹄．‘紙u），ρ幽．巴偽も同様の意味に

　　用いる。こ，の置換えによって（2．40）は

（Z4・川％）一 ∫玉xp［一÷1ぜ＋2鱒）一
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（Z35）ム・（％）一 ∬謬、1碗銅脚碗

についてのみ説明することにする・

　まず（2．35）で翻とむ2に関する積分を実行する・そのため・Eの

行列式をR，R（％）の行列式を丑（％）とおく．このときむ1，62，砿6魯

を変数と考えれば，

　　　　　　　　　　　　　緬一孕
（2．36）　　　　　　　　　　　　θ
　　　　　　　　　　　　　（2π）2

は，分散行列がR（％）の逆行列

　　　　　　　　　　　　　　R、、（％）E2、（君）R31（％）E41（％）

　　　　　　　　　　1　丑、2（％）R22（％）丑32（％）R42（％）
（2．37）［R（％）］一1＝
　　　　　　　　　　R（％）　R13（U）R23（駕）R33（％）R43（％）

　　　　　　　　　　　　　　丑14（駕），R24（％）R34（％）R44（％）

で与えられる正規分布の密度函数とみなすことができる・ただし

R抵％）は飢％）におけるフ行乃列の元の余因子であるついでに

丑におけるフ行あ列の元の余因子を

　　　　　　　　　　　　　R蹄＝劫κ（1）

で示すことを附記しておく，

　そこで（2．36）を自と62に関して積分すれば，この正規分布にお

けるむ3とむ4の周辺分布の密度函数が与えられる．その周辺分布の密

度函数に現われる2次形式の行列は（2，37）の第3行と第4行，第3

列と第4列だけを用いてできる行列

　　　　　　　　　　　1　E33（％）E43（％）
（2．38）
　　　　　　　　　　R（鋤）　R34（％）E44（秘）

の逆行列となる．（2．38）の行列式は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　り　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一雅ρ12』
（2・39）［丑（％）］2［E33（％）E44（％）一IR34（秘）｝2］瓢R（賜）　　璽

であるから，求める逆行列は　　　　　　　　　　　　　　　　　　六

　　　　　　　　／　　　　　　　　　　、至絵一、撃制

　　　　　　　　　　　E43（％）　　丑33（％）
　　　　　　　　　一　　　　　　　　　　　　　ヂ　　　　　　　　　　1剛2ρ122　1一％2ρ・22
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となる・（2・26）においてPの代りにP（％）とおいたものを

（a32）F（％）一 ∬甥有、’砲晦繭脚む

とおく．　明らカ〉に

　　　　　　F（1）＝1、

であって，　　　　畠』』∬

　　　　　　F（・）一∫争乱∫∬『、爵脚な

¢だし　噂夢，．　）

については‘1に関する積分が0になるので

　　　　　　F（o）＝o

となる．よって

（a33）　ムーF（・）　（・）一F（・）一∫器％

となる．

　　　　　∂F
　つぎに∂％を求めることにする，（2，31），（2。32）より，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂P

（a34）1卜÷∬∬8一孕，、農晦融・麟

　　　一一∬∬理ρ12　纏1砦ρ一細・畑、

　　　一一ρ12∬∬調孟16、轍2麟

　　　　　　　一伽∫∫∫F孕、1晦媚脚砺

　　　　　　　一伽∬∬・一禦、1砲配城幽

第1赫細つの積分はいず闘様嚇められるの鳩
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・σ3＝の＝1と仮定して差支えない．しかし，ある1つの積分から他の

積分を求めるためにはσをそのまま残しておくと便利である。

　まず11を求めるためにσ1ニσ2＝σ3＝σ4＝1とおくと，この揚合に

・は9は

　　　　　　　　　　　　　づ
（2．25）　　　　　　　Σρ，両砺
　　　　　　　　　　　　あ㌃冨1

となる．これをPとおく．このとき，

⑫26）　ムー∬∫い哉、1苑転d脚繍

一となる．

　っぎに相関行列

　　　　　　　　　　1　％ρ12叩13包ρ14

　　　　　　　　　　％ρ21　1　ρ23　ρ24
〈2．27）　　E（％）＝
　　　　　　　　　　％ρ31ρ32　1　ρ34

　　　　　　　　　　叩41ρ42　ρ43　1
を考える。このときO≦駕≦1に対しては，Eが正値であればR（％）

も正値のことがまず証明される．なぜならRが正値であれば

　　　　　　　　　　1　0　　0　　0

〈2．28） R（o）＝ 3
　
　
3

2
　
　
4

ρ
1
ρ

　
q
』
　
2
1
3
4

　
ρ
ρ
0
0
0

ρ24

ρ34

1

・（2．29）　　R（1）＝£

・はともに正値であって

（2．30）　　R（％）＝（1一％）R（0）＋％E（1）

が成立つからである・よってR（％）を相関行列と考えることができ

る．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　四

　そこで相関行列Eの代りにR（％）を用いれぱ，2次形式（2．25）　八

は

く2．31）　P（％）＝孟、2＋2％ρ12哲、む2＋2叩、3オ五61＋2％ρ14む・哲4

　　　　　　　　　　
　　　　　　　　十Σρゴ絢砺
　　　　　　　　　ゴ，勘＝2
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　　　　　　＋ρ12ρ132ρ24＋2ρ12ρ玉3ρ14ρ23）の2σ2σ3ε・262孟3

（2，16）　（1＋ρ・22＋ρ且32＋ρ・42＋ρ232＋ρ242＋ρ342＋2ρ12ρ13ρ23

　　　　　　＋2ρ12ρ14ρ24＋2ρ13ρ14ρ34＋2ρ23ρ24ρ34＋ρ122ρ342

　　　　　　＋ρ・32ρ242＋ρ142ρ232＋2ρ12ρ皇3ρ24ρ34＋2ρ・2ρ14ρ23ρ34

　　　　　　＋2ρ13ρ14ρ23ρ24）σ・σ9σ3σ4ご1哲2診3哲4

となる．

　そこで（2，3）を計算するには，つぎの8つの形の積分が計算でき

ればよいことになる．

四
一
九

（2．17）

（2，18）

（2．19）

（2．20）

（2．21）

（2．22）

（2．23）

（2，24）

ムー
∬び書有、1、、畠繭麟

乃一 ∬び号、畿慨焔麟

為一 ∬塵鍔謡繭帽ら

ムー ∬浮、畿義麟麟

ムー ∬・曝σ諜碗繭4鱗

為一 ∬諺の1霜告繊醜d晦

乃一 ∫F謎鴇謡輪醐姻㎏幽

嬉一 ∫∬・一妥⑳絵1轡d血繍醐

ただし9は（2，6）によって与えられ，むに関する4重積分はCauchy

の主値を表わす，

　このうちで為から18までは』・ずれも6つの相関係数伽の初等

函数として表わされ資が，11はこ．れらの相関係数をパラメーターにも

つ初等函数の定積分として表わされることが示書れる，いずれの積分

についてもその値がの，σ2，σ3，の，に関係しないことは明らかである

から，このうちのある1つの積分を求める揚合には始めからの＝σ2＝



（2．7）

　　　　　　　　　　　4変量正規分布の絶対積率

TFσ・6・＋ρ12σ2む2＋ρ・3σ363＋ρ、4σ4む4

T2＝ρ2・σ・6・＋σ2む2＋ρ23σ3亡3＋ρ24σ464

T3＝ρ3・σ・む1＋ρ32σ2む2＋σ363＋ρ34σ4む4

T4＝ρ41σ両＋ρ42σ2む2＋ρ43σ3哲3＋σ4む4

65

とおけば

　　　　　　∂49（む1，む2，63，の
（2．8）

　　　　　　∂61∂む2∂63∂64

　　　　　　　
　　　　＝ε一玄［ρ・2ρ34＋ρ13ρ24＋ρ・4ρ23一ρ皇2T3T4一ρ13T2T4

　　　　　一ρ14T2T3一ρ23TIT4一ρ24T・T3一ρ34TIT2

　　　　　＋T、T2T3T4コσ1σ2σ3σ4

となる．

　右辺の［］内で6を含まない項は

（2・9）　　　　　ρ12ρ34＋ρ13ρ24＋ρ、4ρ23

むに関して2次の項はげの形の項と碗北（井乃）の形の項とに分類で

きるが，その係数を求めるには，げの係数と雄2の係数とを求めて

おきさえすれば，あとは添数の間の置換から容易に得られる．紹の

項は

（2。10）　　一（ρ12ρ34＋ρ13ρ24＋伽ρ23＋3ρ［2ρ、3ρ14）σ12‘3

オ括2の項は

（2ユ1）　一（ρ34＋2ρ13ρ・4＋2ρ23ρ24＋3ρ12ρ13ρ24

　　　　　　　　　　　　　＋3ρ・2ρ14ρ23＋ρ・22ρ34）σ1σ2‘、孟2

となる，さらに6に関して4次の項も614，61％，げ622，612哲2哲3，哲162む36些

の5つの形の項さえ求めておけば，他の形の項は添数の間の置換から

容易にわかる・これらはそれぞれ

（2，12）　　　　　ρ12ρ・3ρ、4σ・46・4

（2．13）　　　（ρエ3ρ磁十ρ三2ρ13ρ24十ρ12ρ14ρ23十ρ122ρ13ρ14）σi3σ2む13孟2

（2。14）　（ρ13ρ24＋ρ・4ρ23＋ρ且2ρ・3ρユ4＋ρ、2ρ23ρ24

　　　　　　　＋ρ量22ρ・3ρ24＋ρ122ρL4ρ23）σ正2σ22‘五2哲22

（2。15）　（ρ14＋ρ・2ρ24＋ρ13ρ34＋ρ12ρ23ρ34＋ρ13ρ23ρ玄4

　　　　　　　＋ρ122ρ・4＋ρ置32ρ14＋ρ・4ρ232＋ρ且22ρ13ρ34

四
二
〇
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　本節では勘，範，鞠，鈎が平均値0の4変量正規分布に従って分布

するときのゆ1¢2魂の」の平均値E（1侮晩¢3の41）の公式を導びくこ

とにしよう．

　［9］によれぱ，一般に苅，¢2，…，の．がγ次元の確率分布に従って

分布するとき，その特性函数を妖6，孟2，…，のとす耗ば，公式

（2。1）　　E（匝、働2η・…zγ例）

　　　　　一歯∫…∫［li辮圭iil3］　一！篶鍔％

の成立つことが証明されている．ただし，π1，…，πpは奇数，πp＋1，・9・，

　　　　　　　　　　　ず毎は偶数であって，π＝Σ吻とする。またここに与えられているむ1，
　　　　　　　　　　ゴコエ
，・・ ％に関する積分はCauchyの主値

（32）　貼！l覧（∫二11＋∫馳一・（∫：ll＋∫ll）砺

　　　　　　　σ””■，％→QO

を示す．

　（2．1）によれぱE（［鋤¢2鞠鈎1）はつぎのように与えられる．

（2．3）　　E（固¢2¢3¢41）

　　　　　　÷∬∬∂畿鴇壽）讐1‘氏ぬ

　苅，飽，鞠，¢4が4変量正規分布に従い，その平均値をいずれも0，

標準偏差をそれぞれの，σ2，σ3，σ4，相関行列を

　　　　　　　　　　1　　ρ12　ρ13　ρ14

　　　　　　　　　ρ211　ρ23ρ24・　　ρ’κ＃ρ㌃ゴ
（2，4）　　　E＝
　　　　　　　　　ρ31ρ321　ρ34　　　ρ〃＝1

　　　　　　　　　ρ41ρ42ρ43　1

とすれぱ，特性i函数はつぎのように表わされる．

⑳　齢輌）一即｛一註，　ゴ轍｝

ここで，

　　　　　　　　　　　　　
（2．6）　　　　　　　9＝Σ伽のσ両砺
　　　　　　　　　　　　フ声‘1
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示した．分散分析の場合には21，22，・・，砺は互に独立に分散σ2の正

規分布に従い，それらの平均値は一般に

　　　　　E（ゆ＝β・胸＋一＋βκ写剛　　（1≦ブ≦π）

のように確定変数霧の1次式の形になっていることを仮定する．こ

こでβ1，…，β2の値を最小自乗法によつて推定して，これらの推定値

をδ1，ゐ2，…，ゐκとすれば，残差

　　　　　劣ノ＝βゴーδ1霧1ノー……一δκ伽　　　　（1≦プ≦π）

が与えられる・Geafy［1］の検定の拡張として筆者が提案したのは

　　　　　　　　　1ω11＋回＋……＋1¢η1
（1．11）　　　　　U＝・

　　　　　　　　　而12＋ザ＋一＋パ

の形の検定基準である，この揚合にも（1．11）の値は右辺の分母と独

立に分布するので，

　　　　　　　　　　　E［（隔1十・臼一一十1∬司）ε］
　　　　　　　E［び］＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご　　　　　　　　　　　E［（の、2＋…・＋バ）勾

なる関係が成立する．Gearyの（L8）については分子の～rΣ，22－2，

　・・，砺一2相互間の相関係数は一定値一1／πであるが，この揚合に

はz1，晩，…，翫相互間の相関係数は同一の値ではないのでさらに計

算は面倒になる，比較的簡単な2重分類の揚合について筆者は（1．11〉

の2次までの積率を与えておいたが，［8］，［9］の結果と本稿（2．63）

を用いれば，4次までの積率は求められることになる．

　この種の研究は（2・63）によって今後多少なりとも促進されること

と思われる。

　本稿IIでは上述のEdの1範劣3記41）の一般形を与え，IIIではそ

の特殊な揚合についてこれまでの結果との関係を論じ，IVでは各変
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　四
数について2次までの範囲内で残りの絶対積率E（囮％¢3の4i），　…∋

E（ゆ12の22¢3の41），E（1ω12∬22¢32の41），E（の12の22詔32Z42）の結果の式だ

けを示しておく．

II
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　　から計算された値と，Kamat［2］において得られた相関係数の10乗

　　までの級数展開による値とが比較されている．ここで筆者の公式に基

　　づいて計算する際には（2，63）の一般式の特殊な揚合を用いることに

　　なるので，この方は数値積分を丁寧に計算すればかなりよい近似が得

　　られるのに対して・：Kamat［2］の級数展開による方法では近似の度

　　合すらはっきりわからない。そこでKamat自身も後の利用に際して

　　は筆者の公式による値を用いている．

　　　Kamat［5］，［6コ，Sathe　and　Kamat［11］では正規母集団の標準

　　偏差を推定するのに，観測値～1，22，…，砺の間に多項式で表わされる

　　ような傾向変動があれぱ，通常の標本標準偏差よりはむしろ観測値の

　　高次の階差の絶対値，ないしはその羅，例えば

　　　　　　　　　1　π一1
　　　　　　　　　　　Σ匿一z飼i
　　　　　　　　π一1芭＝1

　　　　　　　　　1　，～一2
　　　　　　　　　　Σ12r2β狙＋β乞÷21
　　　　　　　　π一2歪零1

　　　　　　　　　1　，石一2
　　　　　　　　　　　Σ（～‘一2～飼十2麗）2
　　　　　　　　π一2琶司

　　などを用うべきであるとして，絶対積率を利用してこれらの統計量の

　　標本分布を求めている。またKamat［4コでは絶対積率の公式の応用

　　によってGiniの平均差

　　　　　　　　　　1　　　η　π　　　　　　　　π（π＿1）蓋フ盈112r2ゴ1

　　の3次の積率を計算し，［7］では平均偏差

　　　　　　　　　　　　1　π
　　　　　　　　　　　一Σ1～r乏1
　　　　　　　　　　　　π　乏＝工

四　の積率を求めている、以上いずれも絶対積率を利用しているが，鋤，

≡　の2，¢3，¢4が平均値0で互に相関をもつ4変量の正規分布に従う揚合

　　のE（1苅¢2鞠¢41）については，止むなく，級数展開の方法によって

　いる．

　　　また筆者［10］はGeary［1］の検定を一般の分散分析の揚合に拡

　張して，そこで取上げたモデルが適当かどうかの判定をする考え方を
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　　　　　　　　　　　η一1h－2乞＋11
（1．10）　　　　　　　4＝Σ
　　　　　　　　　　　　巳＝1　π一1

を利用した推定方法を論じ，また♂と標本標準偏差3との比4／sの

標本分布を求めている．これらの理論上の観点並びに若干の工学上の

応用面の観点から，彼は多変量正規分布の絶対積率並びに不完全積率

の公式の必要を痛感してこれを計算し，その結果を［2］に与えている、

ここで不完全積率とは，¢1，範，…，侮の密度函数を∫（勘，娩，…，∬プ）

とするとき

　　　　　め　　　　　∫…い励・剛瞬…・繭鵬
　　　　　0
の形の積分の値のことである，多変量正観分布において一般の相関行

列の揚合の不完全積率が求められれば，他の象限における函数1ω1翫・・

詔．例∫（の1，・一，の，）の積分も容易に計算される．Kamat［2］の方法は

不完全積率を直接の積分でまず求め，これと他の象限でのこのような

積分の値との和として，絶対積率を計算するというやり方である，

　［2］，［3］は［9］の約1年後に発表された．筆者は［9］の原稿をそ

の発表前にE．S．Pearsonに送ったところ，［2］，［3］において筆者

の研究結果にも論及され，筆者の公式（2、1）によれば，不完全積率が

計算できないことが欠点であると論ぜられた・この点の議論について

は本稿では余裕がないので別の機会に譲りたいと思う．［2］において

もまとまった形で示された絶対積率は3変量までについてであって，

4変量の場合のE（ゆ1z蝿3の41）は相関係数の級数展開の形で，一般

項も与えず，有限項で計算を止めた際の誤差の評価もなしに与えられ

ている，

　［3］では（1．10）の形の統計量の標本分布を取扱っているが，dの

4次の積率を求める際に

　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　血
　　　　　　ρ12＝ρ23＝ρ34＝一一，ρ13＝ρ14＝ρ24ニ0
　　　　　　　　　　　　　　2

の揚合のE（1¢1¢2謬3釧）が必要になってくる・この揚合は一般の形

の相関行列からみればかなり計算は簡単になって，筆者の公式（2ユ）

四
二
四

6
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　　い、しかも～1一Σ，……，鋤一Σはいずれも¢1，…，のπの1次結合と

　　なるので，g2も61，…，哲例だけの函数の形に書表わすことができる．

　　よって（1．8）におけるg2は右辺の分母とは独立に分布するので，g1

　　の揚合と同様に

　　（・．9）　E［92乙］一E［（1～・一Σ1＋…1＋！βガー21）q

　　　　　　　　　　　　　　　　　　こ　　　　　　　　　　　　　　　　　ヱ悟E［s乙］

　　が成立する。この揚合には（1、7）のの1，娩，鞠，¢4の代りに～rΣ，

　　22｛ン～3－2，β4－2とおいた11個の形の絶対積率の計算が，Pearson

　　型の曲線のあてはめのために必要になってくる．

　　　このうち最初の10個のものはπの初等函数とσの羅との積とし

　　て表わせるけれども，最後のものについてはそのような表示は不可能

　　である．Gearyは最後の絶対積率については，止むをえず級数展開を

　　行ってその最初のいくつかの項をとることによって近似値を計算して

　　いる．

　　　筆者は［8］において記，写が平均値0の2変量正規分布に従って分

　　布する揚合の絶対積率E（1班劉）の公式を況＋π≦12，隅≧π≧0の各

　　揚合について求めた。また［9］においては苅，範，…，の．が一般の7

　　次元の確率分布に従って分布するとき，絶対積率E（1の許の許甥，例）

　　を特性函数から計算する公式（2ユ）を導ぴき，これを利用して，平均

　　値0の3変量傷傷鞠の正規分布での絶対積率E（1劣・伽¢2η切3列）

　　をπ1十π2＋π3≦12・π1≧π2≧π3＞0の各揚合について計算した．その

　　とき以来，苅，¢2，ω3，鞠が平均値Oの4変量の正規分布に従うときに

　　は，絶対積率E（1紛の2鞠の41）が，の1，¢2，鞠，の4の標準偏差と相互間

　　の相関係数から，初等函数の定積分として求められることはわかって

四　いたが・その具体的な形はわからなかった・本稿ではIIにおいてそ

蓋　の具体的な計算し易い形を与えることにする。応用上しばしぱ必要と

　　なるのは4次までの絶対積率であって，そのためには上述のE（1苅範

　　鞠z41）の形の積率のまとまった形の式が強く要望されていた．

　　　Kamat［3］は正規母集団からの大きさπの標本乞1，～2，…，β．よ

　　り，母集団標準偏差を推定する際に，統計量
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　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿
　　91＝γ万（同＋…＋臨・1＋丙一ε・2一・怖一・2）

と表わせるので，g1は3と独立に分布する。しかも（L3）は

　　　　　　　　囮1十……十ゆ研＝V’万91s

となるから，一般に

　　　　　　　　　　　　　　　　む（1．5）　　E［（圖＋……＋1副）ε］凱芽E［（9・3）5］

　　　　　　　　　　　　　　　　ぞ　　　　　　　　　　　　　　　＝πマE［91こ］E［3‘］

よって

　　　　　　　　　　E［（1副十……十悔π1）弓
（1，6）　　E［9・こコ＝　　　‘
　　　　　　　　　　　　　π■E［s二］

となる。sの標本分布はで分布から容易に導かれ七E［3己］も容易に

計算される，そこで（1。6）の分子が計算できればE［g召が求められ

ることになる．

　Pearson型の曲線をあてはめるには4次までの積率が必要であって，

Z＝1，2，3，4について（1・6）の分子を計算するには

　　　　Edの1D
　　　　E（1の、21），E（囮堀）

　　　　E（悔、3［），E（囮2劣21）IE（囮脚3［）（1．7）

　　　　E（ゆ、41），E（1の、3の2［），Eqの・2副），E（1劣L2解31）

　　　　　　E（固¢2の3副）

なる11個の形の絶対積率を求める必要が生じてくる・しかしこの揚

合には苅，娩，…，∬．の分布は互に独立であるから，以上はいずれも

容易に計算される．

　第2の検定は
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　四
　　　　　　　　　　　　ル　　　　　　　　　　　　吾12ゴーΣ1／押　　　　　　美
（L8）

　　癖一Σ舳
なる統計量に基づくものである・直交行列（1。2）による変換（1，1）

を用いれば（1．8）の分母と（1．3）の分母とは定係数奪除けば相等し
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としてはHelmertの変換における行列

・
百

1
　　　　0γ万

1　　　　　1

ゾ万　　γ万

O・

一＿　　0・
　γ6
　2

▽評
　1

・0

1 1

・0

ゾπ γ癌r
1　　　　　1

γ万　　》万
　
万
ー
ゾ

㍗／而r
　π

・
斎

■

をあげることができる．

　～1，22，・・，衛が標準偏差σのある1つの正規母集団からとられた

大きさ1vの標本であれぱ，上の変換の結果得られた苅，妬…，妬は

いずれも平均値o，標準偏差σの正規分布に従って互に独立に分布

する．そこでこの揚合に

（1．3）

ゆ

Σ團／π
チ＝1

馳一

沸
なる統計量を考えれば，（1．3）はσに関係せずにπだけに関係した

標本分布をもつことになる、

　ここで

四　（L4）

七

とおOナ1ま，31ま哲1，碗，

る．（1．3）の，91は

3r／¢12＋〆＋→一婦

む
1
＝

　v’が＋¢22＋…＋¢ノ
　　　　　必L

砺＿1＝

　　γ！ガ＋パ＋…＋謬ノ

　　　　　　のπ一1

，砺．1の組とは独立に分布することが示され
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4変量正規分布の絶対積率

鍋谷清治
1

魯絶対値の関係した統計量の標本分布は，たとえ母集団分布が正規分

布であっても・簡単には求められないのが普通である．このような揚

合にその統計量の標本分布の積率を計算し，これに基づいてPearson

型の曲線の1つを標本分布の近似としてあてはめるという方法が通常

とられている・このような揚合にその統計量の積率の計算の際に絶対

積率を求める必要が生ずる．

　例えばGeary［1］は，与えられた大きさ1▽＝π＋1の標本～1，22，

一・鞭が正規分布をする母集団からとられたものかどうかを検定する

際に，つぎの2つの方法を提唱している．

　その1つは21，22，…，鋤の標本平均をΣとして1次変換

（1．1）

苅＝01121十〇12β2十…・…一……・・

，　，　■　・　■　●　o　■　．　o　o　■　■　◎　甲　■　，　■　■　・　隆　ひ　．　甲　◆　●　，　■　，　o　o　■　9　●　■　◆　，　■　－　■　■　，　，

翫＝0箆121十〇η2～2十…………・一一

　　　　　　1　　　　1の」V＝》万2＝一一詔1十＿亀十…
　　　　　面　　ゾN

十〇群2π

十〇ηπ2坪・

　1
十一鞠痂

によって21，Z2，　，麹を苅，晩，　，伽に変換する．ただし勉は

行列

（1，2）

011　　　012’

0π1　　0η2”

1　　　1

面v万

●’
1π

”oπ〃

．．」L

癖

四
二
八

が直交行列になるようにとった定係数である．このような行列の1つ


