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ペトリネットの解析とプレスバーガー算術

山　　崎　　秀　　記

概　要

　従来，非同期的並行システムの数学的モデルとして研究されてきたぺトリネット

（Petri　net）は，最近，ビジネスプロセスを記述するための道具としても注目されてい

る．本論文ではペトリネットとその解析のための数学的理論について解説するととも

に，筆者らの最近の結果にっいてもふれる．

1　はじめに

　ペトリネットは非同期的並行システムの数学的モデルとして提案され，従来活

発に研究が行われてきた．また最近，ビジネスプロセスを記述する道具としても

注目されている［1コ．

　ぺトリネットは，図1に示されるような，プレースと遷移という2種類の節点

とそれらを結ぶアーク（矢印）からなる2分有向グラフで表される．通常プレー

スはOで表され，内部にいくっかのトークン（黒点で表される）を持っ．遷移は

□で表される．遷移エに対し，fへのアークを持っプレースをfの入カプレース

といい，fからのアークを持っプレースをfの出カプレースという一

　ペトリネットの状態は，マーキングと呼ばれる，各プレースヘのトークンの割

り当てで表現される、例えぱ，図1に示した初期マーキングは各プレースの持つ

トークン数を表すペクトル〈0，1，0〉で表される．

　遷移は，そのすべての入カプレースがトークンを持っとき発火可能であるとい

い，遷移が発火すると，すべての入カプレースからトークンを1っずつ取り去り・

すべての出カプレースにトークンを1っずっ追加する．
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図1　ぺトリネット〃1
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　例えば図1の初期マーキング＜O，1，0〉においては，遷移f2とf3が発火可能で

あり，これら2つの遷移はプレース伽にあるトークンを競合的に取り合ってお

り，どちらか一方だけが発火できる．

　初期マーキングであを発火するとマーキングは〈1，O，O〉になり，あを発火する

とマーキングは〈O，0，1〉になる．マーキング＜O，0，1〉では’1が発火可能で，工1を

発火すると，マーキングは〈1，1，O〉となる、以下遷移列肋は繰り返し発火可能

であり，これをη回繰り返せぱマーキングは〈加，1，0〉になる．

　一方，マーキング〈〃，1，0〉であ発火後のマーキング〈〃’1，O，0〉では，もはや

どの遷移も発火可能でなくなり，遷移エ2はぺトリネットwlで表現されたシステ

ムを停止させる役割を持っていることがわかる．

　このような，どの遷移も発火可能でないマーキングをデッドロックと呼ぶ．ぺ

トリネットの解析においては，与えられたペトリネットが（意図しない）デッド

ロックを弓1き起こすことかあるのか，より一般的にどのようなマーキングに到達

可能なのか，が重要な問題である［7］．

　ペトリネットでは，上に示した競合性の他に，平行性と順序性が記述できる．

例えば・図2のぺトリネットにおいて遷移工1を発火した後，遷移f2と工3はどち

らを先に発火しても結果は同じであり，エ2とf3を発火した後，幻が発火できる．
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図2　ペトリネットW2
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　最近，ビジネスプロセスの表現にペトリネットが使われるようになってきた一

例えぱ，卜一クンで書類や物品などの処理対象を表し，プレースは部署あるいは

書類や物晶の状態を，遷移が処理を表すと解釈することによって，ビジネスにお

ける書類や物品の流れを的確に表すことができる．

　さらに，記述能力を上げるために，トークンの色分けを許したカラーペトリ

ネットや，遷移の発火（処理）に要する（確率的な）時間記述を許した時問ペト

リナットなども知られている［i，7］．

　本論文では，2節でペトリネットの基本的概念を形式的に定義する一3節では，

加法を持っ整数」二の1階述語論理であるプレスバーガー算術を定義し，ペトリ

ネットに関する基礎的な述語が，プレスバーガー式で定義できることを示す一4

節では，ペトリネットで初期マーキングから到達可能なマーキングの集合がプレ

スバーガー式で表現できるようなペト1」ネットの条件を調べ，PTハンドルを持

たないペトリネットではその条件が成り立つことを示した，筆者らの最近の結果

［8］にっいて述べる．

2　ペトリネットの形式的定義

Zを整数の集合，Nを非負整数の集合とする．集合XからZ（N）への関数全体

をそれぞれZx（Nx）で表す．

　この論文では主にXが有限集合｛抑，吻，．．．．．．，エ、｝の場合を扱い，そのとき，
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関数∫∈Zxとベクトル守（κ1），∫（吻），．．．．．．，∫（κ”）〉とを同一視する、

　有限集合Xに対し，Xの元を有限個（0個以上）並べたものをX上の列とい

い・X上の列の全体をX‡と表す．特にXの元をO個並べた列を空列といい，

記号εで表す．列σ∈X＾に対し，σ中に現れるπ∈Xの個数をσ［κ］と表す．さ

らに，τ∈X‡が任意のエ∈Xに対してσ［κ］＝τ［比］を満たすとき，τはσの置き換

えであるという．

　形式的には，ペトリネットWは，3っ組（1〕，T、λ）で，Pはプレース（pla－

Ce）の有限集合伽，伽，．．．．．．，ヵ皿｝，Tは遷移（tranSition）の有限集合｛工1，あ，

　　一，工㎜｝，W⊆P×TUτ×1〕はアークの集合である．さらに，任意のプレースヵ

∈1〕と遷移炬丁に対し1（力，τ），（f，力）1隼λとする．（すなわち，各プレースと各

遷移との間を結ぶアークは高々1本で多重アークは許さないものとし，プレース

カと遷移τを相互に結んだループ｛⑦，‘），（f，力）｝も含まないものとする．）

　ぺトリネットW＝（1〕，T、λ）の節点砂∈P∪Tに対し〃へのアークを持つ節点の

集合を一4（〃）＝1〃1（〃，伽）∈川と，〃からのアークを持っ節点の集合をλ■1（〃）＝

ω（ω，〃）∈川と定義する、また，遷移炬τに対し，ベクトル5∈ZPを，各ρ∈

Pに対し

で定義する．〃はループを持たないので，λ（エ）∩λ■1（ヱ）＝¢であり，fはfの発火

によるマーキングの変化を表す．

　ペトリネット〃のマーキングはNPの元である．マーキング〃において，

λ一1（エ）中のプレースがすべてトークンを持てば遷移工は発火可能であり，亡が発

火するとマーキングは〃＝〃十fに変化する．このことを〃工〃’と表す．マー

キング〃からスター／して，遷移列1、、1，、一・・1、比を連続的に発火し，凶〃、ち

必　　血M、となるとき，〃担〃珪と表す　このとき，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　角
　　　　　　　　　　　　　　狐一〃十Σ弓　　　　　　（1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1＝1
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が成り立つ　ここで，均、ら、　ち由＝Σク＝、ζと定義すれぱ，（1）式は肌＝〃十

エ11ち2　エ牲と表すことができる

　ペトリネットwと初期マーキングと呼ばれる〃のマーキング〃oの対（w，

〃o）をマーク付きペトリネットと呼ぶ．マーク付きペトリネット（w，〃o）に対

し，初期マーキング〃oから到達可能なマーキングの集合

R（W，〃o）＝1〃1〃oユ〃’for　someσ∈㌘1

を（凡〃。）の可達集合という．また，可達マーキングを遷移関係工で結んだグ

ラフ（R（凧〃O），（工）、∈T）を（凧〃O）の可達グラフという．

　一般にσ∈T‡に対し，〃ユ〃ならぱ，（1）式より

　　　　　　　　　　　　　〃’＝〃十Σσ［疵　　　　（2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　土∈T

が成り立っ．さらにτがσの置き換えでかっ〃で発火可能ならぱ，〃4〃’であ

る．言いかえると，互いに置き換えである遷移列は，共に発火可能であれぱ発火

によってマーキングに与える変化は等しい．遷移列σはその置き換えの1つが

発火可能であるとき，置換発火可能であるという、しかし，（2）式が遷移列σ’

に対して成り立つからといって，σが〃で発火可能であるとは限らないし。置

、換発火可能でない，．すなわちσのどの置き換えも発火可能でない，ということ

もありうる．

3　プレスバーガー算術と準線形集合

Xを有限集合とする集合R⊆Nxが線形（1inear）であるというのは，有限個

のベクトル九，∫、，．．．，∫閉∈Nxが存在して二R＝仇十け、十…十〃閉1｛1，．．．，｛刷∈N｝

と表されるときである．集合Rが準線形（semilinear）であるというのは，R

が有限個の線形集合の和集合で表されるときである．

　プレスパーガー算術（Presburger　arithmetic）とは整数集合Z上の1階述語

論理体系で，原始論理式がπ十ツ＝2，κ≦ツ，κ＝｛の形の式に限られるものをいう一

ここで，π，ツ、zは整数上を動く変数で｛一は整数定数である．このとき，｛兀1，灼，
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．．，比祀｝を自由変数に持っプレスバーガー算術の式φ（κ1，吻，．．．，北叩）に対し，集合

｛〈ゴ1、｛2，＿，｛蜆〉∈Nπ1φ〈（｛1，あ，＿，ゴ”）｝は準線形集合であり，したがって，プレス

バーガー算術における多くの問題は決定可能である［4］．

　2っのベクトル／＝〈ゴLあ、＿，｛莇〉と∫＝◇1，ゴ2，．．．，ゴ蜆〉に対し，∫＝一1で，プレス

バーガー式く夏＝1砧＝ゴ由を表すものとする．このとき，ペトリネットに関する基

本的な述語は以下のようにプレスバーガー式で記述できる．

1．遷移工はマーキング〃で発火可能である：～∈月一1（，〕〃⑫）〉0

2．〃でfを発火した結果〃になる1〃＝〃十8

3。〃はデッドロックである：〈炬丁（Vρ∈』一1（三〕〃⑦）＝0）

4．適当な遷移列が存在して式（2）が成り立つ1

　　ヨツ1ヨツ2…ヨツ仰〃’＝〃十ツ1石十ツ2房十…　十ツ閉毒；；

　したがって，ぺトリネット（w，〃o）の可達集合R（〃，〃o）を表す式は，

次の条件を満たす論理式ψ（〃）として定義できる．

φ（〃o）

〈炬・（（φ（〃）〈（〈帰一1（。〕〃⑦）〉O））→ψ（〃十う）

しかし，可達集合R（凧〃o）を直接プレスバーガー式で定義することはできず，

一般にR（凧〃o）は準線形集合にはならない．そのため，可達性のプレスバー

ガー表現可能性を成り立たせるさまざまな十分条件が従来研究されてきた、その

多くの場合，（2）式が，可達性の必要十分条件になっている．

　次節では，（2）式が可達性の必要条件であるだけでなく，十分条件でもあるた

めの条件について調べる．

　　　　　　　　4　可達集合のプレスバーガー表現可能性

前節で述べたように（2）式が適当な遷移列に対して成り立つことが，可達性の

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　397
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必要十分条件になれば，可達集合はプレスバーガー算術で表現可能である．本節

ではそのための条件について調べる．

　まず、以下の議論で重要な役割を果たす，サイフォンにっいて定義する。プ

レースの非空集合S⊆1〕がサイフォン（siphon）であるというのは，λ一1（S）⊆

λ（S）が成り立っときである．今，マーキング〃において，サイフォン中のどの

プレースもトークンを持たない無トークンサイフォンSがあったとしよう．〃

では，λ（S）中のどの遷移も発火可能でない．一方，サイフォンS中のプレース

にトークンが追加されるのは，λ一1（S）中の遷移が発火されるときであるから，

〃から到達可能などのマーキングでも，Sはトークンを持たずλ（S）中の遷移は

発火可能にならない．

　遷移列σ∈T‡に対し，σに現れる遷移の集合を［σ］で表し，プレース集合

λ■1（［σコ）と遷移集合［σコからなるWの部分ネットを凡と書く。あきらかに

（！V，〃）におけるσの発火可能性は，σに関係するWの部分ネット（凡，〃）で

の発火可能性に一致する、

　今，（2）式が成り立つにも関わらず，遷移列σが置換発火可能でないとする．

これは，σ中の遷移をどのような順番で発火していっても，いつかは，残ってい

る遷移列τ中のどの遷移も発火可能でない状況に陥ることを意味する一この状態

では，w、のどの遷移も発火可能でないデッドロックになっている。

　今，ペトリネット〃＝（P，τ，λ）がマーキング〃でデッドロックであるとしよ

う．〃でトークンを持たないプレースの集合をsとすると。どの遷移も発火可

能でないことからλ（∫）＝τが成り立ち，Sは無トークンサイフォンである．し

たがって，次の定理が成り立っ．

定理1　デッドロックは無トークンサイフォンを持つ。

　今，（〃，〃）における遷移列σの置換発火可能性を調べるものとしよう。上の

定理から，無トークンサイフォンを作らなければ，常に発火可能な遷移が見っか

り，σの適当な置き換えを発火できることがわかる．

　そこでσ中の遷移工の発火を3種類に分類する．ただし，σからエを除いた残

　りの遷移列をτとする．
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　　　　　ペトリネットの解析とプレスバーガー算術　　　　　　　　（21）

　‘の発火によって〃の無トークンサイフォンを作らない．

　一の発火によって，残りの遷移列τには無関係な〃の無トークンサイ

フォンを作る

　発火によって残りの遷移列τに関係する〃、の無トークンサイフォン

を作る

　上に述べた議論により・タイプ3の発火は，致命的であり，τの置換発火可能

性をなくしてしまう．では，常にタイプ1およびタイプ2の発火を選んでいれば

よいかというと，以下の例に示すように必ずしも，そうとは限らない．タイプ1

の発火が後にタイプ3の発火を余儀なくさせることが起こりうるのである．実際，

図3に示したマークっきぺトリネットでは，遷移列舳脇鵬が発火可能であり，

かつ遷移砧の発火がタイプ1であるにも関わらず，τ5を発火した後のマーキン

グでは残りの遷移列工〃2舳は置換発火可能でなくなる．このように，与えられ

た遷移列が・与えられたマーキングから置換発火可能か否か，というのは一般的

には難しい問題である、

　構造的にすべての遷移（の発火）がタイプ1であることが保障されているペト

リネットには，閉路を持たないぺトリネットであるacyc1ic　Petri　nets，すべて

のプレースが高々1個の入カ遷移と出カ遷移しか持たないmarked　graphs［2コ，

競合する遷移対を持たないconflic卜free　nets［3コ，　すぺての閉路が閉路中の

トークン数を0にする遷移を持たないnormal　Petri　nets［9］，などがある．ま

た，構造的にすべての遷移（の発火）がタイプ2であることが保障されているペ

トリネットに，すべてのサイフォンが単純な閉路からなるsiphon－circuit　nets

［5，6］がある．これらのペトリネットでは，可達集合はプレスバーガー算術で

表現可能であり，準線形集合になる．

　筆者らは最近，PTハンドルを持たないペトリネットでは，うまく発火遷移を

選んで，常にタイプ2の発火が保障されるような発火列が存在することの証明を

与えた［8］．ここで，PTハンドルというのは，ペトリネツト中の閉路に対する

バイパスで，プレースから分かれて遷移で合流するものをいう．
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図3　PTハンドルを持つぺトリネットW3
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　以下の定理が成り立つ．

定理2　PTハンドルを持たないペトリネット〃＝（R　T，λ）において，遷移列σ

∈㌘がマーキング〃で置換発火可能である必要十分条件は〃十5∈NPかつ

（〃。，〃）が無卜一クンサイフォンを含まないことである。

〃。のサイフォンはλ■1（S）∩［σ］⊆λ（S）∩［σ］を満たすプレースの非空集合で

あるから，（w。，〃）が無トークンサイフォンを持たないという条件は，プレス

バーガー式

〈｛s≠田1月一1（s〕n［。］⊆月（s）n［。1〕Vp∈s〃⑦）＞0

で表現できる．

　したがって，PTハンドルを持たないペトリネットで。〃が〃から到達可能

であるという条件は次のプレスバーガー式で表現できる．
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