
（32）

一様有界な確率変数列のランダム和及び

停止時間に対する大偏差原理＊

式　　見　　拓　　仙

1　はじめに

　X1，X2，．．．を平均μ，分散♂∈（O，。。）をもっ独立かっ同一分布に従う確率変数列

とし，S蜆：Xl＋…十X、をその部分和とする．一方，τ（庖）．尾＝1，2，＿をランダムタ

イムの列とする．ただし，各τ（冶）のとりうる値は1，2、．．．，。。であるとする．このと

きS、（此）に対し，XIのモーメントの存在やτ（庖）に関する適当な仮定の下で，大

数の法則，中心極限定理，重複対数の法則などの様々なヴァリエイションが成り

立っことはよく知られている（例えば，Gut（1988），Woodroofe（1982））．一方，

S、（生〕〃に対する大偏差原理が成り立っための条件にっいては，あまりよく知ら

れていない．本稿ではS、（止〕／為およびτ（虎）／尾に対して大偏差原理が成り立っ条

件を中心に，S、（庄），τ（尾）に対する大偏差確率にっいて考察する．特に，μ〉Oを

およびX1に有界性を仮定し，ある種の停止時問に関してS、（止〕／尾，尾＝1，2，、、。の大

偏差原理かCram6rの定理の系として容易に導かれることを示す．もとより・

これは更なる一般的な結果を得るための，種々の具体的仮定の下での予備考察の

一段階といえるものであり，今後より有用な形の定式を模索していく必要がある．

τ（危）／尾，尾＝1，2，．．．の大偏差原理も同様に証明することができる．

　まず初めに大偏差原理について簡単な説明をしておく．X1，X2，．．，を平均μ，分散

σ2∈（0，。。）をもっ独立かっ同一分布に従う確率変数列とし，S蜆＝Xl＋…十X。を

その部分和とする．このとき，周知の如く大数の強法則

　　　　　　　　　　　　　　　S刑
　　　　　　　　　　　　　　　’→μ　a－S・，
　　　　　　　　　　　　　　　　η
及び，中心極限定理
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・（音一μ∈希［仏11）一去∫｛ツ（1．1）

が成り立っ．中心極限定理が標本平均の真の平均からの‘小さな”ずれにっいて

の法則であるのに対し，大偏差原理（1argedeviationprincip1e）は’大きな”

ずれにっいての法則である．ここで，“小さな”や’大きな”という言葉の意味

は，中心極限定理が平均からの1／拘のオーダーのずれ（smal1deviation，nor－

ma1deviation）を問題にするのに対し，大偏差原理は1のオーダーのずれ（1ar－

ge　deviation）を分析対象とするという意味である、（1．1）に則して言えぱ，大

偏差原理はo，あが物のオーダーで増大するときの左辺の確率の漸近的挙動を問

うものである，ということができる．このように中心極限定理が標本平均が平均

まわりに集中する確率を計算するのに対し，大偏差原理は真の平均カ・ら大きくず

れる事象の確率，言わば分布の裾の状況を問題にし，ここに中心極限定理で記述

可能な領域を越えた漸近法則か開けてくる．例えば，次の大偏差確率

・（音・1）・・μ

を考えてみよう．この確率は大数の法則より0に収束する．そこでη→。・とする

ときのこの収束の速さが問題となる．実際，適当な条件下で

P（音・・）・1州。

また

悔÷1。・・（音・α）一一・（1）

が成り立っ、ここで1は

　　　　　　　　　　∫（κ）＝sup［枕一1og】Eθ’x1］　　　　　　　　　　　　　（1．2）

　　　　　　　　　　　　　　’巨凹
であり，Xlの分布のFenchel－Legendre変換とよばれる凸関数である．1が上記

の大偏差確率の指数的減衰の速さを表している．一般にrate関数を特定化する

ことが主要な目的の一っとなる．

　ここで後の考察のためにDonsker・Varadhanによる大偏差原理の定義及び

Cram6rの定理を述べておくことにしよう．詳細は例えばDembo　and　Zeitouni

（1998）が参考になる．

　κをポーランド空間（完備可分距離空問）とする．κ上の関数∫：κ→［0，。。］
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に対し，任意のα∈［0，。。）に対して｛冗∈κ1∫（兀）くα｝がκのコンパクト部分集

合であるとき∫をrate関数という．従って，rate関数は下半連続である．（X祀）

をκに値をとる確率変数列とする．（X、）に対し，次の性質が満たされるとき，

（X冊）はrate関数∫をもっ大偏差原理を満たすという：

　（a）任意の閉集合F⊂北に対し

　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　1imsuP－1oglP（X蜆∈F）≦一inf1（x）一
　　　　　　　　　　、一。皿　η　　　　　　　　　工EF

　（b）任意の開集合0⊂κに対し

　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　1iminf－1ogP（X蜆∈G）≧一inf1（κ）一
　　　　　　　　　　ド蜆　　〃　　　　　　　　　　　　　　・信o

（X、）が大偏差原理を満たすとき，そのrate関数は一意的である．このrate関数

を特定化することが，大偏差原理を示すにあたって，主要な目的の一つとなる・

　Xl，X2，．．．を独立かっ同一分布をもっ実確率変数列とし・∫を（1・2）によって定義

される関数とする、もし0が｛炬R：E2’x■＜。。｝の内点ならば，∫はrate関数

となり，S■〃はrate関数∫をもっ大偏差原理を満たす，というのがCram6rの

定理である．Cram6rの定理はXl，X2，．．．が確率ベクトル列である場合にも成り

立ち，さらにポーランド空問に値をとる確率変数列にまで拡張することができる．

2　S、（均〕／左，τ（左）／尾に対する大偏差原理

　以下，X，Xl，X2，、．．を独立かつ同一分布に従う可積分確率変数列とし，μ＝EX，

σ2＝VarX∈（0，。。）とおく．S蜆＝X1＋…十X而をその部分和とする．さらにτ（此），

ゐ＝1，2，．．．を1，2，．．．，。。に値をとるランダムタイムとする．この節では，これらの前

提のもとでS、ω／尾，尾＝1，2，．．．が大偏差原理を満たす条件にっいて考察する．

　まず初めにXl，X2，、．．とτ（毘），尾＝1，2，．．．が独立であると仮定してみよう．もしX

のモーメント母関数〃（‘）が有限で

　　　　　　　　　　　　　A（λ）＝1im　logE♂τ（庄〕

　　　　　　　　　　　　　　　　　止一山
が存在し，かっ0が｛λ：A（λ）＜。。｝の内点ならば，S、（占〕／均が大偏差原理を満

たすことが知られている．この場合のrate関数はAo〃のFenche1・Legendre

変換である（c．f．Dembo　and　Zeitouni（1998），Exercise2．3．19〕一しかし，XL　X2，．．一
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とτ（此），冶＝1，2，．．．の独立性を仮定するということは事実上，各τ（尾）はXl，X2，．．．に

関する停止時問でないことを意味する．実際，もしτがXl，X2，、．．に関する停止時

問で，Xl，X2，．、．と独立ならばτは確率1で定数である．しかし，一般にランダムタ

イムは応用上何らかの情報増大系に関する停止時間である場合がほとんどであり，

その意味で上記の緒果の意味するところはあまり大きくはない．次に，各τ（尾）

がXl，X2，．．．に関する停止時間，すなわち，任意のκ≧1に対して｛τ（尾）＝刎｝∈

σ（Xl，＿X蜆）であるとしよう、ここで，σ（X1，．．．X蜆）はX］，．．．X叩によって生成され

る最小のo一代数である．もとより，単にこれだけの仮定ではτ（尾）＝たのケース

を除いてS、（昆〕／虎の大偏差原理を導出することはできないと思われる．そこで，

われわれはより具体的な条件のもとで議論を進めることにする．次の仮定を置

く：

仮定一1　μ〉0．

仮定一2　ヨc〉o，lP（lxl≦c）＝1とし，

仮定一3　τ（尾）を

　　　　　　　　τ（尾）＝inf　｛η≧1　：S、＞c危｝　、尾＝1，2，．．．　　　　　　　　　（2，1）

と定義する．仮定一2，仮定一3なる仮定を設けた理由はヨ尾、τ（尾）＝τ（尾十1）とい

う状況を排除するためである．すなわち，S、が境界を“二段越え”しないよう

にしているのである．このことによって，S、（凸〕およびτ（尾）を独立かっ同一分布

に従う確率変数の和として表すことができることを最後の節の証明にて明らかに

する．

　s、（昆〕，τ（尾）に関する古典的結果のうち大数の法則と中心極限定理を以下に述べ

ておく：

　　　　　　　　　　　　　τ（尾）　c
　　　　　　　　　　　　　　　　　　a－S一，　　　　　　　　　　　　　　危　　μ

　　　　　　　　　　　　　sτ（此〕
　　　　　　　　　　　　　一→1a．s．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2）
　　　　　　　　　　　　　　冶

τ（左）に対する中心極限定理として次の結果が挙げられる．

　　　　　　　　　樽・（1（1）一ト〉・σ・t・μ1）一Φ（1）

またヨ’o＞O，∀l　tl＜オo，1Eθ㍍（止〕＜。。が成り立ち，特に∀ん≧1，E（τ（尾））k。。，
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γ≧1であることもわかる、これらの結果の証明はGut（1988）を参照のこと．

　σ＝σ（1）＝τ（1），φ（エ）＝Eexp｛エSo｝とおく．

　定理2．1X，XI，X2，．．．を仮定一1．仮定一2を満たす確率変数列とし，τ（尾），尾＝

1，2，、．．を（2．1）によって定義される（X祀）一停止時間とする、このとき。

　　　　　　　　　　　　1（北）＝sup　［批一109φ（τ）コ

　　　　　　　　　　　　　　　’E皿
はrate関数であり，S、（由〕／庖，尾＝1，2，．．．は∫をrate関数とする大偏差原理を満た

す，すなわち

　（a）任意の閉集合F⊂皿に対し
1i甲ツ・÷1。・・（平∈・）・一慨1（1）・

（b）任意の開集合G⊂Rに対し
l1鷲・f÷1…（s蓑由〕∈・）・一要1・（1）

系2．2任意のκ∈Rに対し

1一巴÷1…（㌣・1）一一疫1・）・

γ、，γ、，．．．をか次元確率変数列とし，γノ刎は大偏差原理を満たすと仮定する．停

止時間を丁此（λ）＝inf｛η》1：γ岡∈M｝，λ∈β（Rd）と定義する。これらの仮

定のもとでCol1amore（1998）は丁点（λ）／為が大偏差原理を満たすことを証明し

た．しかし，（2．1）で定義されたτ（た）の場合，τ（尼）／尾，此＝1，2，．一。が大偏差原理を

満たすことはより容易に証明することができる．

　ψ（エ）＝E2屹とおく．

　定理2．3X，Xl，X2，、．．を仮定一1，仮定一2を満たす確率変数列とし，τ（た），尾＝

1，2、．．．を（2．1）によって定義される（X、）一停止時間とする。このとき

　　　　　　　　　　　　∫（π）＝SuP［赦一109ψ（τ）］

　　　　　　　　　　　　　　　　’∈田
はrate関数であり，τ（庖）／尾，尾＝1，2，．、．は∫をrate関数とする大偏差原理を満た

す，すなわち

　（a）任意の閉集合F⊂Rに対し
11雫糾1…（τ宕）ヰー讐f∫（1）

（b）任意の開集合0⊂Rに対し
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11鷺・・÷1…（τ宕）∈・）・一豊f∫（1）

3　簡単な応用

定理2・1，定理2．3の系を述べ、加えて簡単な応用例を与える．

系3．1定理2，1の仮定のもとで

叫1…（㌣・1）一一三£fl（1）一

特にα＞ES。に対しては

吋1…（㌣・・）一一・（1）一

が成り立っ．

　系3．2定理2．3の仮定のもとで

吋1…（τ害）・1）r£f・（1）

特にα＞Eσに対しては

糾1…（τ雲）・1）一一∫（1）

が成り立っ．

　例3．3XIX2．一、、を各確率変数が平均ヵ∈（O，1）のベルヌーイ分布に従う独立な確

率変数列である場合を考えてみる、EXl＝ヵ＞O，l　Xl　lくc＝1である、この場合

τ（尼）は

　　　　　　　　　　　τ（尾）＝inf　｛η≧1　：S蜆二為十1｝

と書け，S、（正）は定数となる．そこでτ（尾）／尾の大偏差確率にっいて調べてみるこ

とにする．まず初めにσの分布を求める．一般に停止時間の分布を求めること

は困難であるが，この場合は容易である．σの定義は

　　　　　　　　　　　　σ＝inf　｛η≧1　：S”＝2｝

であるから，σの分布は

　　　　　　　　］P（σ＝η）＝（π一1）力2（1一ρ）”■2，η＝1，2，．．．

で与えられる．σ一2はパラメータ⑦，2）の負の二項分布に従うので，σのラプ

ラス変換は

　　　　　　　・・一［1．、告．カ）ll1・一1。・（1－1）　（・・）

　もちろん，（3．3）は直接σの分布からも容易に求められる．（3．3）よりσのFen．
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chel－Legendre変換∫（κ）＝sup’く一1。、（1一ρ〕［放一1ogEθω］は簡単な計算により

ル）一（二2）姑）コ十2㎏妾■2b∵：1ω）

であることがわかる（図1参照）．定理2．3よりτ（尾）／為は（3－4）をrate関数とする

大偏差原理を満たす．

　　　　　　　　　　　　図1：ρ＝1／2の場合の∫

　　　　　　　　十◎o

21og2

　　　　　　　　　　　2　　　　4　　　　　　”

　例3．4XlX2，、．．を各確率変数が［O，1］上の一様分布に従う独立な確率変数であ

るとする．EXl：1／2，l　Xl　l≦c＝1である．この例の場合τ（虎），σはそれぞれ

　　　　　　　　　τ（た）＝inf　｛n≧1　＝S蜆＞た｝　，σ＝τ（1）

であり，定理2．1よりS、（庄）／尾は∫（π）＝sup。∈皿［炊一1ogEexp｛fSσ｝］をrate関

数とする大偏差原理に従う．ただし，1Eexp｛エS。｝を厳密に計算する困難であ

り，従って，このrate関数の具体的な形を求めることも困難である・一方・σ

の分布は
　　　　　　　　　　P（σ一、）一η一1，η一1，2，　　　（35）
　　　　　　　　　　　　　　　　　〃！
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であり，σのラプラス変換を計算すると

　　　　　　E2’o＝1－exp　［expτ］　十exp　［exp工十1コ　，ま∈皿1里．

　　　　　　　　　　　　　　　　へ
　これよりσのFenchel－Legendre変換を次のように求めることができる．

刈∴軸1刈舳］切舳十1］｝1：1

　ただしf（π）は，〃＝〃（〃，〃＞O）を満たす〃を1（〃）とおいて次のように定義さ

れる値である、

　　　　　’（κ）＝lo9［1＋κ一π2■1＋1（exp（一211（θ一1）五一2）π）］、

　さらに（3．5）及びWa1d’s　identityより1Eσ＝θ＝2ESσであるから，（3．1），

（3．2）がそれぞれα〉2／2，α＞2に対して成り立つ、

4　マルチンゲール差

　独立な確率変数列の和に関する指数型不等式は，Hoeffding（1963），Bennett

（1962）などによる研究がある．この節ではその一般化であるマルチンゲールの

大偏差確率に対する三通りのタイプの指数型不等式を紹介する、

　γ1，γ2，．．．をr代数の増大列ク1⊂ク2⊂…に関するマルチンゲール差列とし，

（γ蜆，ク咀；η≧1）で表す．すなわち，∀例≧1，E　lγ蜆1＜。。，γ加はク冊．可測で

E（γ蜆1ク”．I）＝o．ただし，グoは自明なo一代数である、また，単にγ1，γ2，．、．がマ

ルチンゲール差列であるという場合は，ク蜆＝σ（γ1，．．．，γ蜆）であるとする．このマ

ルチンゲール差列の定義に従えばEγ、＝O，〃＝1，2，．．．となる．S蘂＝γ1＋…十γ蜆と

して，　大偏差確率P（S、＞伽）．π〉oについて考える．　｛≦ゴに対しEγ巧＝1E

［E（γ巧け、）コ＝E［γ、E（巧1ク，）］＝Oであるから，γ1，γ2，．．．は無相関であ

る．よって，もしsup冊1Eη＜。。ならば，大数の法則より

　　　　　　　　　　　P（S。〉伽）→O（η→。。）　　　　　　　（4．1）

である．この収束（4．1）の速さを論ずるにあたって，通常，次の三通りの条件の

うちいずれかを仮定して議論することが多い：

　C－1　Kの有界性．
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　C－2　Kの絶対モーメントに関する条件．

　C－3　Kの指数モーメントに関する条件．

　C－1のもとで成り立つ大偏差不等式については，Hoeffding型の不等式と

Bemett型の不等式がある．

　定理4．1　（Azuma）γ1，、．．，γ冊をマルチンゲール差列とし、S加＝γ1＋…十γ咀と

する．もし，o。くKくb，ならば，任意のπ＞Oに対し

・（洲細（、先ア） （4．2）

　この不等式はHoeffding（1963）によって初めて，独立な確率変数列のケース

にっいて証明されたが，マルチンゲール差へ一般化された上記の不等式はAzu－

maの不等式と呼ばれている．Laib（1999）はAzumaの不等式が，若干緩やか

な仮定のもとで，S。をmax1≦。≦”S一に置き換えても成り立っことを示している．

　次の不等式はBemett型不等式の一っである．

　定理4．2　γ1，．．．．γ祀をマルチンゲール差列とする．もし，γ、く1でE（γ、21S｛一1）

≦〃となる〃＞Oが存在するならば，任意のπ〉Oに対し

・（・・小イー”（1羊11、羊。】
（4．3）

　ここで〃はカq∈［O，1］のとき亙⑦lq）：カ1og⑦／q）十（1一力〕1og［（1」

ヵ）／（1－q）］で，それ以外は。。となる関数である．

　C－2の条件のもとでなりたっ大偏差不等式として，次のBernsteinの不等式

が有名である．まず，独立な確率変数列のケースについて記しておく．

　定理43独立な確率変数列γ1”．一，γ蜆がEγ＝軌σ｛2E〃，∫π2＝Σ：．、σ一2＞Oを

満たすとする．さらに

　　　　　　　　　　　　　　左！
　　　　　　　　正＝1γ一島く一σ，2♂一2，ん＞2，1くづ≦η　　　　　　　　　　　（4．4）

　　　　　　　　　　　　　　2
を満たすc∈（0，。。）が存在するならば，任意の兀＞Oに対し，次の不等式が成り

立つ．

・（洲べ2、忘）1 （4，5）
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　マルチンゲール差に対して，Bernsteinの不等式は次のように拡張される（de

Ia　Peia（1999））．

　定理4．4　（篶，ク、；1≦Kη）をマルチンゲール差列とし，E（〃1■、一1）＝σ一2，

γ咀2＝Σ二、o，2とする．さらに

　　　　　　　　　　　　　　　　尾！　　　　　E（l　y－1庄1∫、＿1）≦一σ，2♂■2，ゐ＞2，1くゴ≦η　　　　　　　（4．6）

　　　　　　　　　　　　　　　　2
を満たすc∈（O，。。）が存在するならば，任意のκ，ツ＞0に対し，次の不等式が成

り立つ．

・（・・肌1淋・）・…12島）1 （4．7）

　独立な確率変数列の場合，ツ＝γ蜆2とおけぱ（4．7）はBemsteinの不等式（4．5）で

ある．また，条件（4．4），（4．6）はそれぞれP（l　K　l≦c）＝1，P（1γ．1≦c　lク，一1）

＝1ならば，満たされる、また，（4．2），（4．3），（4．7）でS蘂をl　S呵1に置き換えて

も，それぞれの右辺に2を掛ければ成り立っ．

　C－3のケースについて，Lesigne　and　Vo1nチ（2001）は次の結果を証明した．

　定理4．5　（γ血ク冊；η≧1）をsup蜆E召■y蜆■〈。。を満たすマルチンゲール差列と

する．このとき，

∀払1・凧帆・（1・1・一）・㎝・「一去（1一洲吋

　この節ではマルチンゲールの大偏差確率に対する指数上限を与える不等式にっ

いて述べてきたが，独立変数列の和やマルチンゲールに対する不等式は非常に多

い．それらが大数の法則などの収東の証明やその速さの評価をする上で重要な役

割をはたすからである．

　この節の最後に前節のX1山，．．．及びτ（左）に対しS、（此〕一τ（尾）μ，た＝1，2，．．．がマル

チンゲールであることを簡単に示しておく．XlX2，．．．およびτ（為）は定理2，1の仮定

を満たすものとすると，∀ゐ≧1．Eτ（為）＜。。であるから，wa1d’s　identityより

∀ゐ》1，ES、（此）＝μEτ（た）∈（O．。。）となる．Eτ（尾）〈。。はη肥（τ（危）〉η）→Oも含

意する．S蜆一〃μ，η＝1，2，．．．はマルチンゲールであり，

∬，Jいμ1・PくL，、」＆1・P・ημP（1（尾）・η）
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でありから，

ルである．

一橋論叢　第127巻　第6号　平成14年（2002年）6月号

　　　　　　　　　≦c尾11≡o（τ（尾）＞η）十ημP（τ（尾）＞η）→O

Doobの任意抽出定理より，S、（此〕一τ（尾）μ、尾＝1，2，．．．はマルチンゲー

5　証明

　定理2．1の証明　証明のトリックはτ（為）をσ：σ（1）＝τ（1）のコピーの和で表

すということにっきる．停止時問のコピーは一般に次のように構成される：

（X蜆）蜆・1を独立かっ同一分布に従う確率変数列とし，τを有限（X加）一停止時問と

する．このとき，R蜆のボレル集合をべ一スとする適当なシリンダー集合C蜆⊂

R。。が存在して

　　　　　　　　　｛τ＝η｝＝｛（XlX2，．．．）∈C衙｝，η＝1，2，．．．

となる．T（1）＝τとし，τ（2）を

　　　　　　　　　｛T（2）＝〃｝＝｛（XT（1）十1，Xτ（1）十2，．．、）∈C蜆｝

によって定義する．更に

　　　　　　lT（3）＝η｝＝｛（X。（1）十。（。）。1Xm。τ（。〕。。，．．．｝∈C加｝

とする．以下，同様にこの定義を続けて，独立かっ同一分布に従う確率変数列

丁（尾），尾≧1をうる．各τ（冶）は（X蜆）一停止時間ではないが，任意の尾≧1に対し

てτ（1）十…T（尾）は（X蜆）一停止時間となる．

　さて，われわれの問題に則して，σのコピーを構成すると以下の通りとなる．

σ（尾），危》2を

　　　　　σ（2）＝inf｛η≧1：S。（1）十叩〉2c｝，σ（2）＝σ（1）十σ（2），

　　　　　σ（3）＝inf　｛η≧1　：S。（2〕十蜆＞3c｝　，σ（3）＝σ（2）十σ（3），

　　σ（尾）＝inf　｛η≧1　：S。（庄＿1）十祀＞為c｝　，σ（点）＝σ（偉一1〕十σ（為），

σ（尾十1）＝inf　｛〃≧1　：S、（由）十蜆＞（為十1）c｝　，σ（占十1）＝σ（点〕十σ（点十1），

によって定義する．実際，

　　　　　｛σ＝れ｝＝　｛Xl≦c，．．．X1＋…十X”＿1くc，X1＋…十X蜆〉c｝
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であり，任意の危≧1に対して

　｛σ（尾十1）＝〃｝＝

　｛Xo（苫〕十1くc，．．．Xσ（控〕十1＋…十Xπ（毘〕十呵＿1くc，Xσ（庄〕十1＋…十Xo（占〕十而＞c｝

であるから，σ（尾），冶≧1はσのコピーである．従ってσ（為），島≧1は独立な確率

変数列で，各σ（尼）の分布はσと同じ分布をもっ．また，］E2’皿はOのある近傍で

有限であるから，各σ（尾）も同様である．従って，特にEσ（尾）〈。。である．さら

にτ（危）の定義及び以上のコピーの構成から，明らかに

　　　　　　　　　　τ（為）＝σ（克〕＝σ（1）十…　十σ（虎）　　　　　　　　　　　　　（5．1）

が成り立っ．かくしてτ（た）を独立かっ同一分布に従う可積分な確率変数列の部

分和として表すことができた．

　確率変数列Zl，Z2、．．．を

　　　　　　　　　　Z。＝X口（H）十1＋…十X口（・），づ＝1，2，．．．

によって定義する．ただしσ（o）＝O，σ（1〕＝σ（1）とする．Zl，Z2，．．．は独立でZl＝S口

と同一分布をもち，

　　　　　　　　　　　　　　Sτ（屹〕：Zl＋…　十Z由

であるから，Sτ（点）は各分布がS。の分布と同じ独立な確率変数列Zl，Z2，．．．の部分

和として表現できる．l　ZI　lくcσ（｛）より，Oの適当な近傍に属するエに対して

　　　　　　　　E2’z・≦E2■’■■zl　I≦Eθむ■壬iσ（一）＝Eθ‘■’■σ〈oo

が成り立っ．従って，Cram6rの定理より1はrate関数であり，Sτ（此〕／尾，尾＝

1，2，．．．は1をrate関数とする大偏差原理を満たす、

　定理2．3の証明　（5．1）よりτ（冶）は独立かっ同一分布の確率変数列の部分和であ

り，EθねはOのある近傍で有限であるから，Cram6rの定理より，τ（冶）／尾，尾＝

1，2，．．．はノをrate関数とする大偏差原理を満たす．

＊　本稿は2001年度文部科掌省科挙研究費補助金（特別研究員奨励費）による研究成

　巣の一部である．
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