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マルチンゲール理論に基づくデリバティブの

　　　価格付けと複製ポートフォリオ構築

藤　　田　　岳　　彦

　本論説では，「無裁定の考え方」とマルチンゲール理論に基づくデリバティブ価格理

論についての解説を行う．第1節で，無裁定について，「現物と先物の無裁定関係」，

「プット・コールパリティ」をとりあげ，第2節では，ランダムウォークのマルチン

ゲール表現定理と離散伊藤公式の応用として，離散モデルにおけるデリバティブ価格理

論をを述ぺ，第3節では，確率微分方程式，伊藤解析の応用として，プラックショール

ズモデルにおけるデリバティブの価格理論を述ぺる．また，第3節では，エキゾティッ

クオプションについても言及する、ランダムウォークやブラウン運動の知識を身に付け

た大学院修士課程の1年生位にデリバティブ価格理論を概説することを想定しているが，

第2節までなら学部生でも理解できるであろう．また，自分の手を実際に動かしながら，

理論が理解できるよう数多くの計算できる具体例をだしておいた．本論説の研究論文的

部分として，離散伊藤公式，離散ブラック・ショールズ偏差分方程式，離散モデルにお

ける複製ポートフォリオ構築，ギルサノフの公式の簡単な証明などが挙げられる．それ

らの部分は新しく，専門家がみても興味があるものと期待される、

1　無裁定とは？

　デリパティプとは，株，債券，為替，商品などの原資産をもとに，それから派

生（Derive）した（新しく作られた〕金融商晶で，主なものに，先物，オプ

ション，スワップなどがある．さて，そのデリバティブの価格の決まり方である

が，それは「無裁定（No　arbitrage，No　free　lmch）」（「裁定」とは，リスク無

く（確率1で〕収益を得ることで，「無裁定」とは，その機会が存在しないこと〕

を基本的な前提とし理論が組み立てられている．しかし，その考え方は金融論に

おいて金融工学成立以前から使われており，金融工学におけるデリバティブの価

格理論とは，その無裁定の考え方に新しい数学（特に，伊藤の確率解析，マルチ
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ンゲール理論〕をミックスして出来た学問分野といえるだろう．まず，金融理論

で以前からあった無裁定をいくつかの例を通してみておこう．

　1番目は「先物と現物の無裁定関係」で，先物とは，一番簡単なデリバティブ

（デリバティブの一般的定義は後ほど行う．）の一種で，先物買い（ロング）は満

期時に受け取る金額（ペイオフという）が∫。を満期時τにおける株価とすると

∫。一Kで定義される契約（条件付請求権）である．もう少し詳しく説明すると，

Kは受け渡し価格といわれるもので，「先物買い」契約とは，現時点において，

「将来時点τにおいて，価格Kで株式を購入する」という契約を結ぶものである．

オプションと違い，この契約は必ず履行しなけれぱならないので，ペイオフが

∫。一Kの意味は，∫。＞κのときは，Kで買えて∫τで売れるので，∫。一Kのもう

け，∫。＜Kのときは，∫。で買えるのに，Kで買わなければならず，κ一∫。の損，

つまり，∫τ一Kのもうけであることに注意する．

例1．1現物と先物の裁定

　つぎの2つのポートフォリオを考え，その価値が，満期時にどのような不確実

性があろうとも一致することを見る．それにもかかわらず，現在価値が異なれぱ，

安い方を買って，高い方を売れば，リスク無しに収益を得ることになり，裁定機

会が存在することになる．よって，現在価値も一致しなけれぱならない．それに

より，・先物の受け渡し価格κと株の現物の現在価格sに次の関係式が成立するの

である．

　・ポートフォリオλ　　時刻O（現在）で株の現物∫皿を持つとする．

　　すると，満期（時刻丁）では，価値＝∫。

　・ポートフォリオB　　時刻Oで先物契約（受け渡し価格Kでの先物買い契

　　約）十κθ■『τのキャッシュボンド（安全債券，リスク無しに運用できる債券，

　　通常，短期国債を想定）o〕

　　すると　満期（時刻丁）では，価値＝（∫rK）十K＝∫τ

　　（つまり，先物買い契約の価値＝∫。一K

　　キャッシュポンドの価値＝Kε■『T〆＝K）
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　このように未来の時点τでの価値はポートフォリオAとボートフォリオBの両

方ともどのような不確実性があろうとも∫・である．よって，無裁定の仮定より，

時刻Oにおいて，

　　　　　　　　　　　　　　　∫o＝K2■”

　つまり，先物の受け渡し価格

　　　　　　　　　　　　　　　κ＝∫o〆T

となる．また，以上は先物契約の価値＝O，つまり，先物契約時にはお金のやり

とりはおこなわれないとするときであったのだが，先物契約の価値＝！（先物契

約時に∫を支払うこと）のときは，

　　　　　　　　　　　　　　∫o＝！十K2■”

の関係式が得られることに注意しておく．

例1．2プット・コールパリティ

　次にコールオプション価格とプットオプション価格の問に成立する関係式を求める1

まず，コールオプションとは，先物買い契約に「契約を履行しなくともよい」とい

う付帯条件（オプション〕を付けた契約で，そのペイオフはmax（∫。一κ，O）

である．ペイオフが∫。一Kの意味は，s。〉κのときは，Kで買えて∫。で売れる

ので，∫。一κのもうけ，∫。〈κのときは，契約を履行すると損になり契約を履

行しないので，お金のやりとりはOである．同様にプットオプションは先物売り

契約に「契約を履行しなくともよい」と言う付帯条件をつけた契約で，そのペイ

オフはmax（κ一ST．O）となる．

　・ポートフォリオλ　　時刻O（現在）で行使価格κのコール・オプション

　　（価格C）十κ8■『Tのキャッシュボンドを持つ．

　　すると，満期（時刻τ）では，∫丁≧κのとき，価値＝（∫。一K）十κ＝8．

　　S。≦κのとき，価値：O＋K＝K

　・ポートフォリオB　　時刻0で行使価格κのプット・オプション（価格1〕）十

　　株の現物soを持つ．

　　すると満期（時刻τ）では，∫。≧κのとき，価値＝0＋∫。二∫。
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　　∫。≦Kのとき，価値＝（K一∫。）十sT＝κ

このように末来の時点丁での価値はポートフォリオλとボートフォリオBの両方

ともどのような不確実性があろうともmaX（∫τ，K）である．

　よって，時刻Oにおいて，

　　　　　　　　　　　　　C＋κθ■『τ＝P＋∫。

という関係式（プット・コールパリティ）が成立する．

　上の二つの例は両方ともモデルフリー（不確実モデルを設定しなくとも成立し

ていること）で，さらに，いったん，時刻Oでポートフォリオを持てぱ，満期時

まで何もしなくてもよいことに注意しよう．

　今後，この無裁定の考え方をよりどころにし，離散モデルの場合はランダム

ウォークによるモデル，連続モデルの場合は確率微分方程式によるモデルをたて

て，伊藤解析という大事なメソッドでダイナミック・ヘッジ（満期までの各時点

で，セルフファイナンシング（自己資金調達，各時点でお金を投入したりひきあ

げたりしなレ））ポートフォリオによりデリバティブを複製すること）を構成し，

それがデリバティブの価格を決定するのである．

2　離散モデルのデリバティブ価格理論

2．1　2項τ期間モデル

　まず，2項τ期間モデルをみていく．これは，現時点での株価Sの株式が，あ

る1期間（f＝0から左＝1とする）で（1＋μ十σ）∫に上昇するか（1＋μ一σ）∫に

下降するかだけを考えるもので，これを｛一1，1｝値確率変数ξ1を準備し1期間

後の株価∫1が∫1＝（1＋μ十σξ）∫で与えられるものとする．さらに，確率1で

（リスク無しに）資金1が1＋γに増える安全憤券も同時に考察する1〕．これを

τ期間にわたり，確率変数ξ，ε，．．．，ξ。を導入することにより考察する．

　投資家は，これを，自分の観点から，P（ξ1＝主1，ξ。＝ら，．．．，ξ。：ゴτ〕という確

率に評価しているとしよう．つまり，（ξ1，ξ。，一、．，ξ。）の確率分布Pを考えてい

るとするのである．しかし，後にすぐ見るようにデリバティプの価格はそれぞれ

の投資家の考え方Pによらないで，全投資家に共通のリスク中立確率測度Qで決
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定されてしまうのである．

　まず，デリバティブの定義をしておこう．

　デリパティプの定義　満期τのデリパティプとはξ1，ξ。，．．．ξ。によってお金の

やりとりが決まる契約．つまり一般的には　σ（ξI，ε，．．．，ξ丁）可測確率変数

（（ξ1，畠、．、．，ξ丁）の値によって決まる確率変数〕のことである．

　このモデルでは，以下の手順によって任意のデリバティブの価格が「無裁定の

考え方」より導かれることを示す．

手順1：同値マルチンゲール測度の存在とその一意性

　　割引株価過程がマルチンゲールになるように確率測度Pを確率測度Qに変更

　　する．この確率測度ρは同値マルチンゲール測度2〕と呼ぱれる．

手順2　マルチンゲール表現定理を用いることによるデリパティブの資金自己調

　　達的複製ボートフォリオの構成

　　マルチンゲール表現定理を用いると，各時点1で株φ‘単位，安全憤券ψ’単位

　　を持つ3〕ポートフォリオが資金自己調達（最初に投じた金額で購入した株と

　　安全債券のボートフォリオを各時点でお金を投入したり，ひきあげたりする

　　ことなく組替えること）であり，最終的に満期時τにはデリバティプのペイ

　　オフと一致するようなφ。，ψ’の組を見つけることができるのである．この

　　組を見つけることができるのである．この組φ・，ψ・をデリバティブの複製

　　ポートフォ■」オという．そのような複製ポートフォリオをを見つけることが

　　できると無裁定の仮定より，デリバティブの価格はφ1∫十ψ1と一致しなけれ

　　ぱならないのである．以上がデリバティブ価格決定理論の骨子である．

2．1．1同値マルチンゲール測度の存在とその一意性

　まず，割引株価過程∫；＝（1＋7〕■’S。をξ1．畠，．、I，ξマルチンゲール（マルチン

ゲールの定義はすぐ後の定理2．1または［9］）にするPに同値なマルチンゲール

測度0が一意的に存在することを示す．

　　　　Eo（∫；。liξ1，ξ。，．．．ξ）＝（Eo（∫1，llグ、）と書く）

　　　　　　　　　　　　　　＝（1＋プ）一“十1〕（E屯（H…圭；（1＋μ十σξ、）1ク、）

　　　　　　　　　　　　　　＝∫；（1＋γ）■lEo（（1＋μ十σξ’十1）1乃）
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となるので，これが∫’‘に等しくなるためには，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ一μ十σ　　　　　　　　　　　Q（多十1＝11乃）＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2σ

　　　　　　　　　　鵬、、＝一1ア、）一■γ十μ十σ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2σ

　この条件付期待値の値は＾によらないので，この確率測度Qのもとでは，

ξ1、畠，．．．，ξτは独立で同分布，

　　　　　　　　　Q（ξ、一1）一γ’μ十σ（：力とおく．）

　　　　　　　　　　　　　　　　2σ

鵬一一1）一’γ去誉十σ（一1一力一σとお／．）

　を満たすことがわかる．　この力をリスク中立上昇確率，σをリスク中立下降確

率と呼ぶ．また，このような割引株価過程∫；を乃マルチンゲールにするような

確率測度はQの作り方より，一意的であることもわかる．また，PとQの同値性

もあきらかである．

　この同値マルチンゲール測度Qのもとでは，Z＝ξ1＋畠十…十易は，1次元非

対称ランダムウォーク（右に行く確率と左に行く確率が一般には異なるランダム

ウォーク，独立同分布のベルヌーイ分布の和）となるのである．

2．2　1次元非対称ランダムウォークのマルチンゲール表現定理

定理2．1　1次元非対称ランダムウォークのマルチンゲール表現定理

　σ。が

　1．αはξ1，ξ。，．．．，ξ’の関数，

　2．”（α。llξ1，ξ，．．．、ξ’）＝α，

をみたす，すなわちξ1，ξ，．．．に関するマルチンゲール（ξ1，ξ，．、．ξ。マルチン

ゲール，グ、マルチンゲールなどともいう）’〕ならぱ，

　　　　　　　o；＝α（ξ1一（力一ρ））十ノ1（ξ1）（ξ2一（カーσ））十．、．

　　　　　　　　　　　　十ノ；＿1（ξ1、畠，．、．，ξト1）（ξ‘一（カーσ））

となる定数α，関数！，．．、，力一1が存在する．

　（注意　ここで力一σ＝Eo（ξ．）のことである．）

証明．
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　σ。十1一σ。＝g（ξ1，畠，．．．，ξ叶1）　とおくと，

　　　　　　Eo（9（ξ1，畠，、．．，ξ、十1）1ξ1＝灼，畠＝灼．一一，ξ＝灼〕＝O

となり，g（π1，π，，．．．，兀、，1）x力十g（π1，兀，，．、、，η，一1）xσ＝Oとなる．これを

変形して

　　　　　　　　　9（π1，狛，．、．，π、，1）＿9（π、，北，，．．．，幻一1）

　　　　　　　　　　1一（カーσ）　　■　　一1一（カーσ）

を得る．9（箭（ク半〕は・π1・π・・…幻だけの関数なの舳1・狛・…・π・）

とおける．（証明終）．

2，3　2項τ期問モデルにおけるデリバティブの価格理論

　γを時刻τを満期とするあるデリバティブとする．γはξ1，畠，＿，ξ丁の関数

γ＝庇（ξI，畠，．．．，ξ。）である．例えぱ，コールオプションなら

　　　　　　ゐ（ξ、，ξ。，．．．，ξ。）＝max（n　L1（1＋μ十σξ。）∫一K，O）

である．ここではγを複製するポートフォリオとγの価格を調べてみる．結論か

らいうとγの価格＝”（（1＋γ）■Tγ）（：Eoとおく）になる．γを複製する株式と

安全憤券のポートフォリオ（φ、，ψ、）すなわち，（’一1）期間から丘期間にかけて株

∫三．、をφ、単位もち，安全債券のf－1期間目の値（1＋γ）Hをψ・単位もつ資金自己

調達な複製ボートフォリオφ。∫’．1＋ψ’（1＋γ）Hは次のように決定される．

　÷ルチンゲール表現定理2，1より，

S；＝（1＋γ）一‘∫、＝α（ξ、一（力一σ））十ス（ξ、）（ξ一（カーσ））十…　十五一1（ξ1，…　，易一1〕

（ξr（力一ρ））と表せ，またEo（（1＋γ）一71ξ1，ξ。，＿，ξ’）もマルチンゲールに

なるので，

E、＝酬（1＋γ）イγ1ξ、，ξ、，．．．、ξ、）＝α’（ξr（力一σ））十91（ξ1）（ξr（力一σ））十

・・十9ト1　（ξ1．．．．，易＿1）（ξ。一（カーσ））

とすると

　　　　　　　　　∫；一∫二＿1＝ノ；＿1（ξ1，．．．，島＿1）（ξ’一E（易））

　　　　　　　　　凪一EH＝9、＿1（ξ、．．．，易＿、）（ξ’一E（ξ‘））

となり，E、一E、．、＝φ、（∫’、一S；．、）となるξ，，．、．，ξHのみの関数となるφ。が定ま

る．これがボートフォリオのφ、となる5〕．また，
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　　　　　　　　ψ。＝1≡：o（（1＋γ）一丁γ1ξ1，畠．．．．，ξ’．1）一φ、∫一．、

と定める．

　以下，このポートフォリオを調べる．まず1＝0では∫＝∫。をφ、，安全憤券を

ψ1＝E。一φ1∫だけもつ．‘＝1では∫が∫1に，安全憤券が1から（1＋γ）に変わ

るので，このポートフォリオの価値はφ，∫1＋ψ1（1＋γ）となり，これは

　　　φ1∫1＋ψ1（1＋γ）＝φ1∫1＋（Eo一φ1∫）（1＋プ）

　　　　　＝（1＋γ）E。十（1＋7）（φ1（∫］（1＋γ）■1一∫））

　　　　　：（1＋7〕E〇十（1＋7〕φ、（∫；一Sる）＝（1＋γ）E。十（1＋γ）（El－E。）

　　　　　＝（1＋プ）El

と価値が（1＋γ）Elになる．次はこの複製ポートフォリオを組み代えて，株s、を

φ。，安全債券をψ。＝凪一φ，∫1だけもつのである．このとき，組み代えただけで

お金を投入したり引き上げたりしていないことに狂意する　（資金自已調達，

∫ψ一伽伽伽gという6〕．すると次の期間‘：2では複製ポートフォリオの価値

は

　　　　　　　φ。∫。十ψ。（1＋7）2＝φ。∫；十（1＋プ）2（E］一φ。∫つ

　　　　　　　　　＝（1＋γ）2El＋（1＋γ）2φ。（S；一∫；）

　　　　　　　　　＝（1＋γ）2凪十（1＋γ）2（E2－El）＝（1＋γ）！易

を得る．以下同様にしていくと，最後に時刻τでは

　φ・∫τ十ψ・（1＋γ）『＝（1＋γ）「E・＝（1＋γ）τ酬γ（1＋γ）一τ1ξ，ξ，，．、．，ξ。）

　　＝（1＋γ）『（1＋γ）■7＝γ　（1．’γはク丁可測）

となり，γを完全に複製できたことになる．つまり，最初の複製ポートフォリオ

の価値E。（＝Eo（γ（1＋γ）■τ）〕で，最後の複製ポートフォリオの価値はγとな

り・途中でお金を投入したり引き上げてはいない（資金自己調達）ので，この複

製ポートフォリオの価値とデリバティプの価値はずっと等価で，つまりγの現在

価格はE。（＝E‘’（γ（1＋γ）一「））となるのである，またそうでなけれぱ裁定がお

きるのである．

　以下は，このモデルで具体的に計算できる例をいくつか挙げる．その前に準備

が必要で次の離散の伊藤の公式はそれ自身も大事であろうが，連続モデルヘの橋
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渡しとなるもので，マルチンゲール表現定理と並んで非常に大事なものである．

2．4離散の伊藤公式と複製ポートフォリオ構築

　　　　　　　　　　　　　　Z。＝ξI＋ξ。十…　十ξ

ここで

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　P（ξ＝1）二P（ξ1＝一1）＝丁でξ1，ξ，一。。，易は独立とする．

　っまり，乃は1次元対称ランダムウォークである．このとき，

　定理2．2　1次元対称ランダムウォークの離散伊藤公式

　　　　　　　　　　　　　　　1（Z。十ユ）一1（Z。一1）
　　　　　　！（z＋1）一！（z）＝　　　　　　　　　　　　（乃十1－z）十
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　！（Z‘十1）一2！（Z）十！（乃一1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

同様に

　　！（Z＋、，H）一∫（Z，τ）＝∫（ろ十1・f＋1）一∫（Z■1・f＋1〕（Z、、＿石）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
・！（Z＋1州）■2！（午’）十！（Z■’・川・・（・，f・1）一∫（・，1）

また，証明の前にこの公式によってドゥーブ・メイヤー分解が作れることを示し

ておこう．

　’＿1∫（Z，十1〕一∫（Z．一1）
Σ。一・　　　ワ　　　（Z・1－Z）はマルチンゲール表現定理によってグ、一マル

チンゲールである．

　　　　　　　　　　　　　　’■1！（Z，十1）一！（Z、一1）〕
　　　　　　∫（Z一）一∫（Z』）＝Σ　　　　　　　　　　（Z，十1－Z，）
　　　　　　　　　　　　　　。＝o　　　　　2

　　　‘■1∫（Z、十1）一2∫（Z，）十！（Z、一1）
　　十Σ　　　　　　　　　　　　　（！（z）のドゥーブ・メイヤー分解）
　　　旧o　　　　　　　2

となり，右辺の第2項は∫’一1可測，すなわち，〃ωゴ∫〃虐である．

証明．

　z’十1＝z’十ξ十1より

　E”（∫（Z’十1）一∫（Z）1ξ1，ξ≡，．．．，ξ’）＝亙’I（！（Z；十ξ、1）一！（Z1）1ξ，ξ。，、．．，ξ、）

　　　　　　　　　　　　　　　　　＿！（石十1）十1（Z－1）一21（乃）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　347．
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よつて

　　　　　　　　　　　　　　　　！（Z＋1）十！（Z－1）一2！（Z）
　　　　　　　！（Z！十1）一！（Z）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　！（Z’十1）十！（Z‘一1）
　　　　　　　　　　＝！（乙十ξ‘十1）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　偉ヂご1∴：：lll11

　　　　　　　　　　　　！（Z＋1）一！（Z－1）
　　　　　　　　　　　＝　　　　　　　　　ξ什・
　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　＝！（Z＋1）一！（Z■1）（Z、、＿Z）

　　　　　　　　　　　　　　　　2

（証明終）

定理2．3　1次元非対称ランダムウォークの離散伊藤公式

　　　　　　　　　　　　　　z。＝ξ1＋ξ～十…　十ξ。，

ここで，

　　　P（ξ．＝1）＝力，P（ξ，＝一1）＝ρ＝ユー力　ξ，畠，…ξ。は独立とする．

このとき，Z。を1次元非対称ランダムウォークという．

　　　　　　　　　　　　　　！（Z＋1）一！（Z－1）
　　　　　！（z＋1）一！（z）：　　　　　　　　　　　（ξ十1一（力一σ））
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　＋〃（ろ十1）十σ！（Z‘一1）一！（Z）．

　が成立．

　同様に

仏1、け1）一・（・，1）一”十’・左十’）…炸1・工十1）（ξ・・r（力一1））

　十〃（Z＋1，f＋1）十〃（乙一！，f＋1）一！（Z；，f＋1）十（！（Z，f＋1）一1（Z，’））．

説明　ξ1，．．．，ξ、ξ。。1は独立．よって，

　　　　Ep［！（z・1）イ（乙）1ξ・ε・・一・・ξ］＝”［！（戸十ξ・1）帆］■！（z）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝〃（Z＋1）十〃（Z－1）一∫（Z）．

　つまり，

348



マルチンゲール理論に基づくデリバティブの価格付けと複製ポートフォリオ構築　（11）

　　　　　！（Z＋1）一！（Z）一（〃（Zヰ1）十が（Z－1）一！（乙〕）

　　　　　　　：∫（Z；十1）一（〃（乃十1）十〃（Z‘一1））

　　　　　　　一／｝二㌃㍍㍗、、ζζ1：二1

また，Ep［ξ十1］＝力一σ、

肌）一緒チ（H）一ドニ1ψ；㌦llll1：二

！（Z＋1〕一∫（Z－1）

つまり，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　！（z＋1）一！（z－1）
！（Z＋1）一（〃（Z±十1）十〃（Z－1）〕：　　　　　　　　　　　　　（ξ’十1一（力一σ））．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

（証明終）

　以下，この離散伊藤公式を利用して，デリバティブの価格と複製ポートフォリ

オ構築の計算例を挙げる．その前に1＋μ十σ＝θμ十σ一，1＋μ一σ＝εμ■σ’，1＋γ

＝ε『’とおいて，この2項τ期間モデルを書き直しておく．ηつまり，∫、＝∫n1一

（1＋μ十σξ）＝∫θ州㈹』1由＝∫召μ．’十舳（ここで，Zは工次元非対称ランダム

ウォーク）と書き直せることに注意する．すると，多くのデリバティプは，zそ

のものの汎関数となり，離散伊藤公式が使いやすくなる．

　これを応用して　満期時τにおけるペイオフが∫（s。）のデリバティブに価格と

複製ポートフォリオを求めてみよう．勿論，！（S）＝∫一Kの場合が先物，

！（∫）＝（∫一K，O〕の場合がコールオプション，！（∫）＝max（K一∫，O）の場

合がプットオプションである．

例2．1デリパティプ！（∫τ）

　∫二＝ε■『’’∫、とおくとき，前にもみたように，同値マルチンゲール測度Qのもとで

はマルチンゲールになるので，これに離散伊藤公式を適用して，∫1．1一∫；＝∫；
　”　　　　一『’

ε■2　（ξ十r（力一σ））となることに注意しておく．
　　2
　まず，デリバティブの価格＝E。＝”（召■『’7（∫。））＝θ■『’TEo（（！（∫2”十σ’2『）〕
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（：C（τ∫）　とおく．）

　つまり，C（τ∫）＝θ■「’「㌶＝＿〆（∫θμτε”占）ρ（Zτ＝冶）

　ここで，

・（み一創一／㍑1㌫；、（川＝偶数のとき）

　次に複製ポートフォリオを求める．　　．

　　　　Eo（ε■『’7（∫T）1ク、）≡ε■”Eo（∫（∫εμ’十舳θμ｛T■’〕十Σ・・Llξl17、〕

　　　　　　　　＝θ■『I「Eo（！（λ〆灯■o＋Σ・ふξ・））1仕5、＝ε■『’℃（τ一f，∫’）

g（‘，Z。）＝ε■『’℃（T－f，∫’）＝2■『’℃（T一’，∫8”十σ’■’）とおいて，離散伊藤公式

を適用すると，

・（f・1，乃・1）一・（炸9（f＋1・乃十ユ）…9（f＋’・Z－1）（ξ・r（1－1））．

E、、、一E、一ε■『“十’〕C（τ■（f＋1）・∫εμ舳舳十’〕）■ε■川三十’〕C（H・1〕・Sε州］〕舳一■’〕）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
（ξ｛十r（φ一σ））

　　　　　　　σ’　　　一σ’
∫1・1一∫1一∫；θデ（ξ1・r（力一σ〕）；・r凪一1一φ1（∫；一∫1－1）と併せて，

　　　　　φ、一召一・・∫、二1C（H・εμ十σ∫1－12■与！τ一げイ∫H〕

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　8　－8

　　　　　　　　　　　　　　ψ’：E卜1一φ。∫二＿1

　と複製ポートフォリオφ土，ψ。を求めることができた1

注2．1

　この例から離散のプラック・ショールズ偏差分方程式も導くことができること

も注意する．離散伊藤公式を適用したのであるが，そのドゥーブメイヤー分解

（［13］〕の〃ω畑肋項がOであった．（∵マルチンゲール性により）1（‘、∫）＝

ε■『’’C（τ一よ，S）　とおくと，

（〃（f＋1，εμ十σ’∫’）十〃（f＋1，θμ’■σ’∫’）一！（f＋1，∫f））十！（f＋1，∫‘〕一！（｛．∫、）＝

0が成立．

　つまり，

（力〃十1，2μ十σ．∫）十σ〃十1，召μ■σ’∫）一〃十1，∫））十〃十1，∫）一〃，∫）＝0
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を境界条件1（τ，∫）＝2■『’Tmax（∫一K，O）（行使価格κのコールオプションの場

合）のもとで解いてもC（＝∫（O，∫））が得られることに注意しておく．

例2．2デリバテイプZ多の価格と複製ポートフォリオ

　　　　　　　　まず，デリバティブz争の価格＝”（θ■『’Tz亭）一

　　　　　　　　　　　　＝2■「．τ”（苓ξ書十，芝ξξ）

　　　　　　　　　　＝θ1”（T＋（力一9）2T（τ一1））

　次に複製ポートフォリオを求める．

　　　　凪＝州θ■『’τZ引∫’）＝・■『’「酬（Z。一Z〕2＋2（Z。一Z）Z、十Z葦1チ、）

　＝θ■”（（τ一オ）十（力一σ）！（τ一f）（T一ト1〕十2乙（カーσ）（τ一‘）十Z葦）

　　　　　　　　E三。1－EFθ■”（2（力一σ）（τ一’一1）十2Z）（ξ。r（カーσ））

　　　　　つまり　φ。：4θ■『7（（力一σ）（τ一ま）十乙一1）×（召σ’一ε■σ’）一1（∫；）■1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ‘・・EH一φ。s；一1で求められる．

注2．2他にもZ手，8皿■丁も具体的に計算できるデリバティブである．

2．5離散モデルから連続モデルヘ

　2．1でみてきたモデルを連続モデルにもっていくために，μをμ△fに，σを

σ収に，7をγ△丘に置き換え，また，時間間隔を1から，△オにスケール変換

し，その後△‘をOに近づける操作を行う．具体的には，リスク中立上昇確率力

が，

　　　　　　　　　　　　　け一川ム’　　　一σ厄丁
　　　　　　　　　　　　ε　　　　■θ　　　　　　　　　　　力＝　σ、π＿．血”　に変わり，
　　　　　　　　　　　　　ε　　　　ε

乃が，時間問隔△ま，空間問隔価のランダムウォークz今‘＝収z〃ム圭に置き換

わることになる．すると，△ま→Oの極限で，Z含三の中心化＝Z今LE（Z今つ＝

z会L（力一σ）工はリスク中立確率測度Qのもとで中心極限定理により標準ブラウ

ン運動肌に法則収束することがわかる．つまり株価∫’は

　　　　∫。＝1㎞ε‘州“州十σ伽■1■｛ρ一剛州十σ・帥■舳△’＝ε｛・’ll1州’・榊

　　　　　　△’一・o

と幾何的ブラウン運動で表されることになる．この結果を例2，1に代入してみる

と，満期時τにおけるペイオフが！（∫τ）のデリバティブの現在価格凪は

351



（14）　　　一橋論叢　第126巻　第4号　平成13年（2001年）1O月号

　　　　凪＝召■『TEo（！（∫r））＝ゼ”Eo（！（∫εけ一ω2〕血2π十”T）となり

とくに行使価格Kのコールオプションの場合には，この期待値計算を実行して

コ→1プ／ヨ／価格・一／1（b・妾十宗刑丁）

一舳（b・妾十宗”）

　となる．ここでΦは標準正規分布の分布関数畠）である．これがいらゆるプ

ラック・ショールズのコールオプション価格式といわれるものである．またこの

複製ポートフォリオについては，次章で求める．また，注2．1で求めたプラック

ショールズ偏差分方程式において，この節の置き換えを行うと，△f→Oの極限

でいわゆるプラック・ショールズ偏微分方程式（［2コ）

　　　　∂C　　　　　　∂2C　　　∂C
　　　■∂T＋（1／2）σ2∫2亙十γ∫亙一γC＝0　（C＝C（τ一f・∫））

　　　十境界条件C（0，∫）＝max（S－K，O〕

が得られ，これを解いてもブラック・ショールズのコールオプション価格式が得

られることを注意しておく．

注2．3対称な場合のランダムウォークZ含’の離散伊藤公式を書いてみると，

　　　　　　　　　　　＿！（乃十疵）一∫（4一収）
　　　！（z＋△丘）一1（z）一　　　　　　　　　　　　（乙。～一z）十
　　　　　　　　　　　　　　　　2価

　　　　　　　　∫（乙十収）一2！（乃）十∫（Z一収）
　　　　　　　　（　　　　　　　　　　　　　）
　　　　　　　　　　　　　　　　2

　となり，

lim。。一。Z含’＝肌に注意して近似を考えると，

　　　　　　　　　　　　∫（肌十収〕一！（肌一疵）
　　　！（肌十△’）一！（肌）＝
　　　　　　　　　　　　　　　　　2価

（肌十ム土一肌）十

（∫（肌十価）一2！（肌）十∫（肌一価））△｛

　　　　　　　2△工
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　と，プラウン運動の伊藤の公式

　　　　　　　　　〃（肌）＝■（肌）∂肌十（1／2）プ’（剛必

を示唆していることに注意をしておく．また，同様に非対称ランダムウォークの

場合にこれと同じことをやると，ドリフト付ブラウン運動の場合の伊藤の公式が

得られることもわかる．

3　連続モデルのデリバティブ価格理論

3．1　ブラックショールズモデル

　前節の最後でみたように離散モデルの極限として，ブラウン運動で記述される

連続モデルが得られる．そこで，本節では最初から，株のモデルとしてブラック

ショールズモデルをとり，この場合に価格決定理論を構築してみよう．

　株価モデルの仮定　株価は次の確率微分方程式にしたがっていると仮定する．

　　　　　　　　　　　　　6s’＝μ∫’df＋σ∫’∂H1二

　ここで，wlは確率測度Pのもとで標準ブラウン運動，μ，σはある定数である．

伊藤の公式を用いてこの∫。は∫F∫ε｛μ■u’2〕仰十帆と表されることに注意する．こ

の∫。は幾何的プラウン運動とも呼ぱれる．

　また，それと同時に

　　　　　　　　　　　　　∂B’＝γ凪”　　Bo＝1

に従う安全債券凪＝召『！も市場にあり自由に売り買いできるものとしよう．勿論，

このモデルは前節で見た離散モデルの連続版であり，ブラック・ショールズモデ

ルと呼ぱれるものである．　また，このμは投資家の思う株価の期待収益率，σは

株価のポラティリティである．

　このとき，以下の手順で任意のデリバティブの価格が「無裁定の考え方」より

決定できる．また，それは，各投資家が株価に見る期待収益率μや各投資家の見

方（確率測度P）に依存しないことがわかる．

手順1　同値マルチンゲール測度の存在とその一意性

　　割引株価過程がマルチンゲールになるように確率測度Pを確率測度Qに変更

　　する．この確率測度Qは同値マルチンゲール測度と呼ぱれる．

353



（16）　　　一橋論叢　第126巻　第4号　平成13年（2001年）10月号

手111頁2　マルチンゲール表現定理を用いることによるデリバティプの資金自己調

　　達的複製ポートフォリオの構成

　マルチンゲール表現定理を用いると，各時点工で株φ蝉位，安全債券ψ。単位を

持つ9〕ポートフォリオが資金自己調達的（意味は離散モデルの場合と同じである

がすぐ後に連続モデルでこの概念を定式化する．）であり，最終的に満期時τに

はデリバティブのペイオフと一致するようなφ。，ψ’の組を見つけることができる

のである．この組φ’，ψ｛をデリバティブの複製ポートフォI」オという．そのよう

な複製ポートフォリオを見つけることができると無裁定の仮定より，デリバティ

ブの価格はφ。∫十ψ。と一致しなければならないのである．以上がブラックショー

ルズモデルにおけるデリバティブ価格決定理論の骨子である．このように，形式

的には離散モデルの場合とまったく変わらないことに注意しよう．

3．2　同値マルチンゲール測度の存在とその一意性

　まず，割引株価過程∫；＝ε■刊∫！を乃マルチンゲールにする戸に同値なマルチ

ンゲール測度Qが一意的に存在することを示す．

伊藤の公式より，∂sl＝ε■「’（σ∫〃w；十（μ一γ）∫〃）

　　　　　　　　　　＝ε一・1σS、（∂（Wl＋μ■γf）〕

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ

よって，肌＝w；十号’が標準ブラウン運動になるように確率測度Qを設定で

きれぱ，∫1はア、マルチンゲールとなる．それは，ギルサノフの定理10〕によって，

　　　　　E‘’（λ〕＝”（θ■苧wτ■士｛号〕≡τ1■）ここで，λはア、可測集合

ととれぱよい．一意性の証明は，もし2つの確率測度ρ，Q’が∫；をア、マルチン

ゲールにしたとすると，ル（1）・”・。・をみたすα（f）に対して，ρ（θ舳舳）一

Q’（ε峨ω舳）（＝ε｛112〕肌王｛舳）となるので0＝Q’である．

3．3　ギルサノフの定理

定理3．1確率測度Pのもとで，肌がブラウン運動なら確率測度Qのもとで，

卜伽）・1はブラウン運動である．ここC・（〃・）・・…。）一1（・τはあ

る定数）を仮定する．（注意　この条件はε舳岳〕舳■川2〕∫伽〕2d8がf≦Tでマルチン

354



マルチンゲール理論に基づくデリパティブの価格付けと複製ボートフォリオ構築　（17〕

ゲールになるための十分条件である．）

　また，Eo（1）＝E”（θ蝸㈹舳一u’2〕舳剖；dソ）ここで，’≦τとして∫は∫、可測P

可積分確率変数とする．つまり，この関係によって，確率測度＠が確率測度Pか

ら作られるものとする．

（つまり，A∈乃にたいして，

Q（λ）＝Eo（1一）＝E”（2∫伽w蛆一川2〕舳百〕≡ds1ハ）で定められるのである．）また，こ

のPとQは同値な確率測度である．

証明

K一肌一〃1）必とおいたときf1・ち…㍍くτとして

（K、，K王一K、，．．、，K皿一K冊．1）の〃次元モーメント母関数

　　　　Eo（ε口’川十吻｛w≡’F’’〕十十伽｛榊一F｛・一’〕）＝ε｛1閉榊十皿…‘’≡一’’〕十’十藺；“…π一’〕〕

が示されれぱよい．

　　　　　　　　　　EO（θ山H■十””’里一WI〕十十皿”圭H－W蜆皿1〕）

　　　　　＝”（ε舳副”坦一川2舳岳）≡d・θ舳・・口〃・一Hl〕・・伽1刊蜆一吻一1〕〕

＝E・てε∫ξ1㈱〕・藺・眺一1111〕∫；I1蝸州蝸・∫≡；一1㈱州舳一士∫器一11州冊〕呈…∫二州〃・一士舳W・）

　　　　　　　　　　　　ε｛1舳仰1＋α…“・■＾〕十一十π；怖一而一1〕〕

　　　　　＝”（召炊副仙一111・〕胴岳〕W岨）（θ（1舳1・Wl（・・一11〕…榊蜆一・蜆一1〕）

　　　　　　　　　　　＝ε＝1川血…’榊…“王■’1）十十α；“蜆一’蜆一1〕）

ここで，

　　　　　　　　　　　　　　　5（∫）十αパ・・O≦∫≦fl

わ（∫）十α。…右＜∫≦ち

c（5）＝

わ（∫）十α。…f冊一1＜5≦fπ

5（∫）…f冊＜∫≦T

また，P（〃・㈱・C・）一1より，・（∫）…（ム（1）・・（一～・・（1））・）とあ

わせて，明らかにP（〃1舳・α）一・となり，ここで（αはある定数）

θ胴壇〕”宮■u’2峨㈹！d岳はマルチンゲールとなる．したがって，E（ε胴｛〕”「‘u2〕榊岳〕！d占）

＝1，これを途中に用いた．
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（証明終）

注3．1ブラック・ショールズモデルで用いる場合はわ（∫）＝」チに注意しておく．

3．4　ブラック・ショールズモデルにおけるデリバティブ価格理論と色々な例

　まず，ブラウン運動に関するマルチンゲール表現定理を述べておく．

定理　プラウン運動に関するマルチンゲール表現定理

　〃が二乗可積分∫、マルチンゲールなら，ある■、可予測過程φ。と定数〃が存在

して，

〃一必・μ肌と確率積分で表現できる．

この定理を用いて複製ポートフォリオを作るのである．

　資金自已調達的ポートフォリオの定義

　ポートフォリオφ。∫三十ψ三♂（＝Kとおく）が資金自已調達的ポートフォリオで

あるとは

　　　　　　　　　　　　ゴK＝φ。d∫。十ψ’∂（ε刊）

を満たすことである．この意味は，短い時間fからf＋△‘の間にボートフォリオ

の価値の増分はK。ムr乃で，その増分が，φ’（∫。。ムr∫。）十ψ。（ε川十州一♂）に1

等しいことまた，同じことであるがφ。。～S舳汁ψ。。△〆“十＾o＝φ’∫。、ム。十ψ〆“十州

と短い時間工からf＋△fの問のポートフォリオの組替えに資金を投入もしくは引

き上げをおこなわないことを示している．

　デリパティプの定義満期τのデリパティプとは肌（∫≦τ）によってお金の

やりとりが決まる契約．つまり一般的にはσ（肌（∫≦τ〕）可測確率変数＝∫。可

測確率変数（（肌，（∫≦τ））の値によって決まる確率変数）のことである．

　γを時刻丁を満期とするあるデリバティブとする．

　まず，Eo（8一”γ）＝E。がデリバティブγの価格となる．γを複製する株式と

安全債券のポートフォリオ（φ。，ψ。）すなわち，丘期間目で株∫1をφ庫位もち，安

全債券のf期問目の値θれをψ庫位もつφ’＆十ψ〆｛は次のように決定される．凪＝

E（ε吋「γ1州）は乃マルチンゲールになるので，マルチンゲール表現定理より，

E。一風・μ肌すなわち炸・〃肌と表すことができる．これと・ds；一σ∫’1
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∂肌より，φF（σ∫；）■1＆とおけぱ，棚。＝φ〃S二を満たす．また，ψF凪一φβ；

ととる．すると，このポートフォリオは資金自己調達的である．何故なら，

　　　　　　　ゴ”＝∂（φ土s。十ψ。〆つ二∂（φ。∫丘十（凪一φ’∫；）〆‘）

　　　　　　＝ゴ（θ升E’）＝γ召㍍E’∂よ十ε吋dE。＝κ8吋E。ゴ丘十θ”φ三dS；

　　　　　＝γ2刊E。∂ま十8刊φ三（一7召一”ゴf＋召‘れ6S。）＝φ三∂S。十プ偉吋ψ。6f

となるからである．また，満期時丁では，φ。∫τ十ψ。〆『＝〆E。＝E（γ1ク。）＝γ

となり，満期時には完全にγと一致している．さらに，途中では資金自己調達な

ので，もしどこかの時点で，デリバティブの価値がこの複製ポートフォリオの価

値と違えぱ裁定がおきることとなってしまう．よって，デリバティブの現在価

格＝E。，複製ポートフォリオ＝（φ。，ψ。〕であることがわかる．

　これを用いれぱ，色々なデリバティブの価格計算，複製ポートフォリオ構築が

可能となるので以下にそれを示していこう．

例3．1デリバティプ鵬

　まず，価格＝”（ε■『τ鵬）＝ゼ”（γo（肌）十”（肌）！）＝τ2一柵

　次に瓦＝”（ε■”w争1ク、））＝召一『「Eo（（肌一肌）2＋2（w。一肌）肌十w…

1乃））＝ε■”（τ一オ十W…）よって∂凪＝2ε■『『肌∂肌．つまり，φ’＝（σ∫二）■1

2ε■”W三また，　ψ‘＝1≡：。一φ。∫；＝8■”（閉7…一f＋T一（2／σ）凧’）

例3．2デリパテイプ鵬

　まず，価格＝”（ε■『丁略）＝8■『丁亙（〃（O，τ）3）＝0

　次に凪＝Eo（2■”W事1乃））：8■”Eo（（W。一肌）3＋3（肌一肌）2〃十3（Wτ一

肌）W葦十”…1乃））＝2■『丁（3（τ一工）肌十W｛）よってdE！＝3θ一『「（W…十（T－f））

Iゴ肌．つまり，φF（σ∫二〕一3ε一”（W…十（τ一’））また，ψ。＝凪一φ。∫｛＝ε1”

（η7葦十3（τ一f）〃’一（3／σ）（閉7…十τ一左））

例3．3デリパティプ2”丁

　まず，価格＝”（ε■『Tε”丁））＝θ■灯十川2岬

　また，E（ε■”2”・1∫土）＝E（2■”〆舳召剛wr”’〕1ア土〕＝θ一”十舳十u’2川『■舳呈，よつ

て伊藤の公式を用いて，
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　　　　　　　　　　　〃、＝αθ一州伽η仙■芸口’±肌

　ゴE、：φ、ds｛となるφ、がデルタなので，φ、＝（σs’、）■1αθ一”十舳十u舳2σ■f〕，ψ。＝

（1一（α／σ））ε■π十州十u’州㌃り．

例3．4先物∫。一κ

　まず，価格＝Eo（θ■『「（∫。一κ））＝∫一κθ■『「．

　凪：E仰（θ■『τ（S。一K）1∫、））：∫｛一Kθ1”よってd凪＝dS；つまり，φ。：・1また，

ψ、＝凪一φ、Sl＝一KεI『「となり前にみた現物と先物の無裁定関係で求めたものと

一致する．

例3．5　コールオプションmax（∫。一K．O）

　まず，価格

　　　　　　　　1≡：o＝1≡lo（2■π（max（ST－K，O））＝C（τ，∫）

一！1（㎞g妾十半τ）一刈bg妾十宗”）（㍗レズ式）

　また

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　♂E、＝Eo（ε■『T（max（∫r一κ，O））1乃〕＝ε■『伍o（ゼ”■りmax（S’ε引w『■w土〕十け■フHHコ

ーK，O）1∫’〕）・＝2■冊C（τ一f，∫’）

よって，瓦はマルチンゲールなので，伊藤の公式を用い，ドリフト項＝oに注

意して

炸1一・書；（τ一f、・1）σ∫1・肌

　　　　　　　　　　　∂C　　　　　　　∂C＋θ一冊（’・C（τ一1，S・）一∂T（T－f・∫・）十κ∫1∂∫（T■f・∫・）十（1／2〕

σ・・音（・一f，W一・一・書ε（τ一f，・・）σ洲

よってdE。＝φ〃s二となるデルタφ’は

仇一1；（川一1（㎞g妥十（1岩）（τ一f））

となりよく知られた結果に一致する．さらにψ・を計算すると，ψ、＝一K召一『TΦ
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（bg妾十（宗）（τ■f））1な1・一11・ブ1ツ1・／ヨー〃・コール

オプション価格式自体が複製ポートフォリオを表していることもわかる．（［3コ，

［9］）

注3，2プラックショールズ偏微分方程式

　上の例で実はドリフト項＝Oという式がブラックショールズ偏微分方程式とな

るのである．実際，

一γ・（H・・）一等（τ一f，∫・）・1暗（・一f，∫・）・（1／・）σ・∫。喋（・一

工，∫土）＝O

これに境界条件C（O，∫）＝max（∫一K，O）をつけて解いてもブラック・ショール

ズ式が得られる．

例3．6　デ■」バティブ！（∫。〕

　上の例と同様に　価格＝”（ゼ㍗（∫。））（：〃（τ，∫）とおく）

すると，凪＝亙（2一㍗（∫τ）1川）二・ε■冊〃（τ一｛，∫。），よって伊藤の公式を用い

て，

　　　　　　　　　　　炸召■唱（τ一f，∫1）σ∫三州

十召■向（一γ・（け∫・）一音（τ一1，∫・）十γ暗（τ一f，∫丘）・（1／・）σ・∫1

　　　　　　　　　　　　　∂2C
　　　　　　　　　　　　　∂∫・（T－f・∫！））”

一・■唱（τ一f、・1）σw

よって6凪＝φ〃s；となるデルタφ。は

　　　　　　　　　　　　　　　∂〃　　　　　　　　　　　　　　亙（τ■ま・sl）

となる．さらにψ’を計算すると，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂〃　　　　　　　　ψ1＝ε■耐”■工・∫・）■ゼ”s厨（τ一1・sl）・

　プラックショールズ偏微分方程式は，

一1〃一f・・）者（τ一川・鴫（・一1，∫±）・（1／・）σ・∫喋（τ一

f，∫。）＝0
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これに境界条件〃（O，∫）＝！（∫）をつけて解いても解が得られる．

例3．7デリパティプ∫字（パワーオプション）

　上の例で！（∫）＝S2としたもので，計算結果だけを書いておくと価格＝

∫28け十σ2〕T，　φ’＝2∫βけ十σ｛H「■o，　ψ、＝一ε■『’∫…εけ十”川丁一〇．

例3．8デリパティブ∬肌必

　これも結果だけを書いておこう．　価格＝o，φF（σ∫1）一1ε■”（T一｛），ψ。＝

ε一・・（∬肌必十凧（T－f）一エチ）．

注’・．・他にも，計算できるデ1バティブの例として，～叩1，仰納，・1

などを挙げておく．

例3．9エキゾティック・オプション

　通常，デリバティブは次の2種類に分類される．　　　　　　　　一

ll…イ1｝㍗∴ト舳標準的金融派生商品〕

　上の分類からもわかるようにエキゾティック・オプションは標準的ではないオ

プションで通常相対取弓1で売買される．種類も豊富であるがそのうちいくつかを

挙げてみよう．また，通常のオプションはそのペイオフが満期時の株価のみに依

存するのに対し，エキゾティック・オプションは経路依存型（株価の過去の履歴

に依存する〕ものが多い．以下はその満期時におけるペイオフXで例示する．

また，ここ挙げたエキゾティック・オプションの価格と複製ポートフォリオは，

すべて計算されているが，紙面の関係上省略せざるを得ない．エキゾティック・

オプションといってもすべて数学的には，クτ可測確率変数（時刻丁までの肌で

決まる確率変数（閉セ肋7汎関数〕）であり，あとは，この節で述べた処方簑に

のっとって計算を実行すれぱよいのである．といっても実際の計算は大変であり，

Clo∫〃力舳が求まらない場合も沢山存在する．また，価格が求まったとしても

それから複製ポートフォリオを求めるにはマルチンゲール表現定理を用いてデル

タヘッジを計算しなけれぱならず（デルタヘッジは抽象的には存在は示されてい

るがすべての〃ε〃〃汎関数に通用する求め方は存在せず個々にあたらねぱなら
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ない一），大変であることのほうが多いことに注意する．l1〕（［1］［4コ［5］［6］

［7］［8］［10］［11］［12］［13］［14］）

　・アペレージ・オプション（アジアンオプションともいう）　　　　　　　　　一

　　　はずれ値に影響されにくいという特徴があり，とくに取引高の少ない商品

　　に使われることが多い．また，ポラティリティも小さいためオプション料も

　　安く，ヘッジングコストを軽減できる．（［6］［11コ［14コ〕

　　　一相加平均・フィックスド・ストライク・オプション（maX（λ、一K，O））

　　　一相加平均・フローティング・ストライク・オプション（max（∫、一λ、，O））

　　　一幾何平均・フィックスド・ストライク・オプション（max（G、一K，O））

　　　一幾何平均・フローティング・ストライク・オプション（max（S、一0、，O））

　　　　などがある．

ここで，ん一（1／丁小〃，G。一θ紳舳，∫三は塒点の株価

　・ノックイン，ノックアウト・オプション

　　　「満期以前に株価がある値Lに到達すれぱ，そこからオプション契約発生，

　　もし満期時まで株価がその値に到達しなけれぱオプション契約消滅」という

　　付帯条件付のオプション契約がノックインオプションで，「満期以前に株価

　　がある値Lに到達すれぱ，オプション契約消滅，もし満期時まで株価がその

　　値に到達しなけれぱオプション契約発生」という付帯条件付のオプション契

　　約がノックアウト，ノックインオプションで，どちらも付帯条件のついてい

　　る分オプション料が安くてすむという特徴がある．（［10］，［13］）

　　一ノックイン・オプション　1｛τくηmax（Srκ，O）

　　一ノックアウト・オプション1｛τ川max（ST－K，O）
　　　　llでτ一i・f1側山（κ）一／1㌶

　・コンパウンド・オプション

　乃＞ηとして，時点ハで満期乃のオプションをκで買う（または売る）こと

の出来る権利．コール・プットそのものがボラティリティと密接な関係があり，

オプションの意味を考えてもすぐわかるようにボラティリティが大きければ大き

いほどオプション保有は有利であり，ボラティリティが小さいとオプション保有
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は不利である．こういった意味でボラティリティそのものをオプションとある意

味で同一視し，ポラティリティそのものは売買されていないので，それをヘッジ

する代替手段としてコンパウンドオプションを用いるのである。ボラティリティ

はマーケットにとって非常に大事な指標であり，したがって

　コンパウンド・オプションも重要な存在意義がある．（［10］，［13］）

一コンパウンド・オプション　max（C（τ，Sr1）一K，0）

　　　ここで，C（f，∫、）は時点f，株価S、における満期乃，行使価格Kのコール

　　　オプションの価値

　・ルックパック・オプション

　　満期以前の株価の最大値（または最小値）に関するオプション，どちらにし

　　てもはずれ値を相手にするのでボラティリティが高くなり権利行使されやす

　　くオプション保有者は有利である．もちろん，その分オプション料は非常に

　　高くなってしまう．（［10コ、［13］）

　　一ルックバックオプションmax（〃rK，0）

　　　ここで，〃FmaXo“T（∫’）

　・αパーセンタイルオプション（クォンタイルオプションともいう）

　株価過程のl1噴序統計量に基づくオプションではずれ値に強いという特徴がある．

例えぱ上で述べたルックバックオプションでの最大値（100％点）の代わりに株

価過程の（75％点，4分位点）を用いるのである．一橋大学大学院国際企業戦略

研究科の三浦教授が考案された．また，価格計算と複製ポートフォリオ構築は立

命館大学の赤堀氏と筆者が行った．（［12］，［1］、［5コ，［7コ、［8］）

　一αパーセンタイル・フィックスド・ストライク・オプション

　　max（A（τ，α〕一K，O）

　一αパーセンタイル・フローティング・ストライク・オプション

　　maX（∫。一A（τ，α）O）

　一α，βパーセンタイル・オプション　maX（λ（τ，α）A（τ，β））

　ここで，λ（T，α）は株価過程の上側αパーセンタイル点
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マルチンゲール理論に基づくデリバティブの価格付けと複製ポートフォリオ構築　（25）

O）　ここでγは安全連続利子率で現在価値1のものが，’期間後に〆になる．

1〕μ十σ〉γ＞0〉μ一σと仮定するのは意味を考えれぱ自然である．そうでなけれ

　ぱ，株と安全債券の取引だけで裁定が起きてしまう．

2）確率測度Pと確率測度Qが同値であるとは，別λ）＝1←⇒Q（λ〕＝1である

　こと．つまり，確率1の事象が変わらないことである．

3）　ここで，φ・は時刻ト1から時刻ぽでの株の持ち単位数で，ψ・は時刻ト1か

　ら時刻ぽでの安全債券の持ち単位数である．このφ1のことをデルタヘッジと呼

　ぶこともある．

4）マルチンゲールについて，もっと詳しくは　［9］．［ユ3］

5）　φ1，ψ一は定数である．

6）勿論，後に述べる連続モデルと同じように　ポートフォリオ”＝φ’∫。十伽”

　が資金自己調達であるとは，”一”一1＝φ土（Sr∫。一1〕十ψ’（｛1＋γ）L（1＋γ）

　“’li）となることで，これも同様にして証明できる．

7〕（μ，σ）と（μ’，σ’）の関係はμ’＝（1／2〕（log（1＋μ十σ）十1og（1＋μ一σ）〕亀

　μ一（1／2）（μ2＋σ！），σ’＝（1／2）（log（1＋μ十σ）一1og（1＋μ一σ）〕完σ一μσまた，

　〆亀γ一11／2）〆であることに注意する．μ亀O，σ亀0，パOなので，1次近似で

　はほとんど，μ’亀μ，σ’定σ，〆定γである．

・）Φ（工）一古∫1〆め

9）

1O）

11）

　ここで，φ・は時刻工から少し時間のたった時刻’十△丘までの株の持ち単位数で，

ψ‘は時刻工から少し時間のたった時刻工十△はでの安全債券の持ち単位数である．

　関係する数学者の名前をとって，カメロン・マルチン・ギルサノフ・丸山の

定理といわれることもある．

　その分，数学的には興味深い対象でもあるのだが．
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