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空売り制約と状態価格ベクトルの存在

星　野　良　明

1　はじめに

　競争的な証券市場を合む経済の理論的分析において，状態価格ベクトル1）

は基本的な概念のひとつである．本稿の目的は，空売り制約を考慮した場合

の状態価格ベクトルの定義とその存在を，2時点の不完備金融証券市場モデ

ルにおいて議論することである、

　状態価格とは，直感的には，将来時点での不確実な経済状態の生起に依存

して追加的に1円を受け取るために現時点で必要な金額である．状態価格ベ

クトルを通じた証券の価格とその配当の関係は，資産価格理論における基本

的な原理のひとつである．また，不完備市場理論（TheoryofIncomplete

Markets）における競争均衡の存在証明においても，状態価格ベクトルは重

要な役割を果たしている．

　本稿では，状態価格ベクトルの存在を保証する条件として，無裁定条件に

注目する．無裁定条件とは，証券価格ベクトルを所与として，費用ゼロで正

の利得を確実に生じるポートフォリオが存在しないことである．無裁定条件

は，競争的証券市場において決定される証券価格体系を合理的経済主体の行

動の帰結と考えるとき，証券価格体系が満たすべき条件のひとつである．証

券価格ベクトルが裁定取引を許容するならば，市場参加者の取引行動そのも

のが描写されないからである．この無裁定の概念は，価格を所与として行動

するという意味の完全競争牲と，市場参加者のうち少なくともひとりが強意

単調増大性を．満たす選好をもつことを前提とする．
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　無裁定条件から状態価格ベクトルの存在を示す代表的な方法は，分離超平

面定理の利用である・無裁定条件を幾何学的に解釈して分離超平面定理を適

用するこの方法は・モデルが離散的でも連続的でも適用可能である．しかし

ながら，時間に関しても状態に関しても離散的な証券市場モデルにおいては，

無裁定条件から状態価格ベクトルを導くために，線形連立不等式における二

者選一の定理（Theorems　of　Altemative）を利用できる、この方法は，裁

定取引が存在するか・状態価格ベクトルが存在するか，いずれか一方のみが

成立する，と二者選一の定理を読むことにより，二者選一の定理の成立の直

接の帰結として状態価格ベクトルの存在を示すものである．

　すべての証券について空売り制約が課されない証券市場モデルにおいて，

無裁定条件から状態価格ベクトルの存在を示すために標準的に利用される二

者選一の定理は・Stiemkeの定理2）である．では，空売り制約を伴う証券市

場モデルにおいて，二者選一の定理を利用して無裁定条件から状態価格ベク

トルの存在を示すことは可能であろうか．本稿では，状態価格ベクトルの存

在を「直接」意味する，線形連立不等式における二者選一の定理のひとつの

バリエーションを証明する・そして・この命題を利用して，無裁定条件が状

態価格ベクトノレの存在の十分条件であることを証明する（本稿の設定では，

必要条件にもなる）。空売り制約が課される場合，各証券価格とその配当の

状態価格ベクトルによる加重和とを等しくさ・せるものとして，状態価格ベク

トルを定義するならぱ，そのような状態価格ベクトルの存在は無裁定条件の

帰結としては一般には保証されない．そこゼ空売り制約下では，証券の価格

とその配当の状態価格ベクトルによる加重和とを等しくさせるという意味に

おいて本来的な状態価格ベクトルの概念を拡張する必要が生じる．本稿にお

いて，無裁定条件からその存在が証明される状態価格ベクトルは次のような

ものである：空売り制約の課されない証券の価格はその配当の状態価格ペク

トルによる加重和に等しく，かつ，空売り制約の課された証券の価格はその

配当の状態価格ベクトルによる加重和を下ま6ることはない．

　本稿における上述の状態価格ベクトルの概念ゐ拡張は，He　and　Pearson

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　845



（100）　　　一橋論薮　第121巻　第6号　平成11年（1999年）6月号

（1991）とGirotto　and　Ortu（1994）に依拠している・この二つの論文では・

二者選一の定理のひとつのバリエーションであるMotzkin’s　Transposition

Theorem3）を利用して，無裁定条件から上述の意味での状態価格ベクトルの

存在が主張されている4）．本稿で証明される二者選一の定理のひとつのバリ

エーシ冒ンは，HeandPearson（1991）とGirottoandOrtu（1994）にお

いて状態価格ベクトルの存在の根拠とされるMotzkin’sTransposition

Theoremと違い，その主張が装定取引が存在するか状態価格ペクトルが存

在するふ，いずれか一方のみが成立すると解釈できるものになっている．

　空売り制約を伴う証券市場の理論的分析には，例えば次のような研究があ

る．Jouini　and　Kallal（1995a，b）は，証券市場の連続的な一般均衡モデル

において空売り制約下の状態価格ベクトル（に対応する概念）の存在を証明

している．また，平均・分散モデルの枠組みで，Jarrow（1980）は・市場

均衡価格を計算することから，空売り制約の存在が証券価格に与える影響を

分析している．DiamondandVerrecchia（1987）は，競争的なmarket

makerが取引価格を決定するGlosten－Milgromモデルを利用して・空売り

制約が証券価格の惰報伝達機能に与える影響を分析している・

　本稿の構成は以下のようである．まず，第2節で，裁定を議論するための

最小限の経済モデノレを定義し，裁定取引と状態価格ベクトルの概念を導入す

る．空売り制約のない場合と比ぺて，空売り制約の導入がどのような問題を

生じさせるのかについても言及する．第3節で，二者選一の定理のひとつの

バリエーシヨンを証明し，そんを利用して状態価格ベクトルの存在を証明す

る．最後に第4節で本稿のまとめを行う、

　　　　　　　　　　　　　　2経済モデル

　2．1空売り制約下の無裁定

　2時点（O時点と1時点）の証券市場モデルを考える5〕．S＝｛1，2，…，S｝を

S個の要素から．なる自然の状態の集合とする・経済の不確実性は状態集合S

上の分割の列（珂，珂）であちわす．ただし，夙＝｛Sl，η：｛｛∫｝ls：1，2，…，S｝
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を仮定する．っまり，0時点では情報は全くなく，1時点では不確実性はす

べて解消すると仮定する．O期の事象Sを便宜的に∫＝Oであらわす．物理

的に識別された財がム種類存在する．0時点と1時点の事象ごとに識別した

財，つまり状態依存財6）は，L（S＋1）種類ある．よって，状態依存財空問は

R止（∫十1）である．

　〃種類の金融証券が存在する．証券の添字集合をN＝｛1，…，州とする．

0時点で証券が取引され，1時点において実現した状態に依存して貨幣単位

（牟とえば，円）の配当が支払われる．金融証券はR∫の一点D、＝（D冊1，…，

D蜆∫）として表現される．1〕冊宣は証券ηを一単位保有している主体に1時点の

状態8において支払われる配当を表す．D畑を第η行，第∫列の要素とする

行列をDで表し，証券行列とよぷ．

　θ＝（θ1，…，θ〃）∈R”でポートフォリオを表す．各θは証券のネットの取引

量をあらわすものとする、すべての証券について空売り制約のない場合，実

行可能なポートフォリオの集合はθ＝R”である、本稿では，ある証券に対

する空売り制約を，その証券のネットの取弓1量を非負に制限することにより

表現する．N＋⊂Nで空売り制約の課された証券の集合をあらわし，〃十で

N＋の元の総数をあらわす．このとき，実行可能なポートフォリオの集合は

　　　　　　　　　　◎十＝1θ∈R”1θ蜆≧0，η∈N＋1

となる．◎十は，いくつかの証券の取引量について負の方向を取り除いたも

のであるから，R”における凸錘である．

　証券価格ベクトルロ∈R”を所与として，証券行列に列ベクトルとみなし

た一σを付け加えた〃x（1＋S）行列Wを

　　　　　　　　　　・一（1二1∴1）

と定義し，利得行列（payoffmatrix）と呼ぷ．このとき，ポートフォリオ

θを選択したとき達成される状態依存所得，つまり，O時点の収益（ポート

フォリオ購入の費用にマイナスを付けた値）と1時点の各状態での配当は，
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WTθ∈R∫十1である．

定義2．1証券価格ベクトルρ∈R”を所与にして，以下の条件を満たすポー

トフォリオθ∈⑤十が存在しないとき，裁定取引は存在しない（あるいは，

無裁定条件が成立する）という、

　　　　　　　　　　　　　　WTθ≧O一

　定義から，裁定取引が存在するならば，

　　　　　　　　　　　　q・θ≦O　and　DTθ≧O

　または，

　　　　　　　　　　　　q・θ＜O　and　DTθ≧0

を満たすポートフォリオθが存在する．以下では，このポートフ才リオを

裁定取引と呼ぶことにする．また，裁定取引を許容しない証券価格ベクトル

を無裁定証券価格ベクトルと呼ぶ．

　ポートフォリオの選択により達歳される状態依存所得の集合を〃十であ

らわす．つまり，

　　　　　　　　〃十＝1㎜∈R∫十I1閉＝WTαθ∈θ十1．

〃十は状態依存所得空問R∫十1の部分集合であり，各元刎∈〃十はmar－

ketedc1aimと呼ばれる．空売り制約のない場合のmarketedc1aimの集合

は〃＝｛閉∈R∫十11伽・・wTθ，θ∈◎｝である．〃は状態依存所得空間の線形部

分空間である．一方，空売り制約の存在から〃十は線形部分空間とはなら

ず，凸錘にしかならない．ここ一で，〃十を使った無裁定条件の表現を考えて

みる．〃†が状態依存所得空問の正象隈R㌣1と共通部分をもつことは，す

べての状態において正の収益を実現するポートフ才リオが存在することを意

味する．よって，裁定取引が存在しないならば，〃十とR㌣1との共通部分

は原点のみである．また逆に，〃十とR㌣1との共通部分が原点のみである

ならぱ，裁定取引は存在しない．したがって，〃十を使えば，無裁定条件は

次の条件と同値である：qを所与として，
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　　　　　　　　　　　　　〃十∩R㌣’＝lOl．

　もちろん，空売り制約が存在しない場合も同様に，無裁定条件は

〃∩R㌣1＝｛O｝と同値である．〃十とR∫十■に分離超平面定理を適用するこ

とにより，無裁定条件から状態価格ベクトルの存在が示される．

　2．2　空売り制約下の状態価格ベクトル

　空売り制約のない証券市場モデルでは，状態価格ベクトルは，各証券につ

いてその価格カミ状態価格ベクトルによる配当の加重和に等しくなるベクトル

として定義される．しかしながら，空売り制約が課される証券市場モデルで

は，そのような本来的な意味での状態価格ベクトルの存在を，無裁定条件か

ら一般的には示すことができない、まず，この点について以下に説明する．

　空売り制約のもとでは，σを所与として裁定取引が存在しないとしても，

1時点で同一の配当を実現するにも関わらず，0時点の費用が異なるポート

フォリオのペアが存在する可能性がある．つまり，条件

　　　　　　　　　　1〕T〆＝DTθB・・dq・θ月≠q・θB

を満たすポートフォリオ〆と〆の存在を，無裁定条件は排除できない可

能性がある．実際，このポートフォリオのペアの存在は無裁定条件の成立と

矛盾するとは限らない．その理由1口・θ月〉σ・θ月であるとする．このとき，

ポートフォリオθ月一θ月は，σ・（ゲーθ月）＜OかつDT（θB一θ月）＝Oを満たす．

よって，θB一〆は裁定取引である．しかし，〆一θ月は空売り制約を満たす

とは限らない（つまり，ある空売り制約を課された証券η∈N＋について

θξ一θζ＜0が成立している可能性がある）．したがって，ポートフォリオθ』

とθ月の存在は無裁定条件の成立と矛盾するとは限らない（q・θ月＜σ・θ月であ

る場合も同様）．

　空売り制約のない場合と同様に，各証券についてその配当の状態価格ベク

トルによる加重和とその価格を等しくするものとして，状態価格ベクトルを

定義してみよう：各証券炉1，…，Wについて，

　　　　　　　　　　　　　q、＝Σぎ一1D皿。瓦．
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ただし，πo＝1とする．π、は，状態∫においそ追加的に1円受け取り，その

他の状態においては何も受け取らない，という条件付き契約に対してO時点

で必要な費用を表している．

　このとき，次の主張が成立する：前述の条件をみたすポートフォリオのペ

アθ月，〆が存在するならば，状態価格ベクトルは存在しない、その理歯：状

態価格ベクトルが存在すると仮定する．DT〆＝1〕Tゲを書き直せば，各状

態∫について，Σえ11）蜆、θオ：Σ仁ρ蜆写昧両辺に∫における状態価格凧をか

けて，∫について両辺で和をとれぱ，Σ…＝1Σ仁ρ祠。仏θチ＝Σ書＝1Σ仁ρ㎜処昧

状態価格ベクトルの定義から，q・〆＝g・比この等式は，〆とθBの定義に

矛盾する．

　上述の主張は，空売り制約を考慮する場合，状態価格ベクトルの定義を変

更する必要があることを示している、空売り制約下の経済主体の最適なポー

トフォリオ選択において，効用最大化の一階条件から限界効用による状態価

格ベクトルの表現を求めることを考えよう．このとき，端点解のケースを一

般に排除できないから，無裁定証券価格は，最適消費点のおける限界効用に

よる配当の加重和よりも低くなることはない．そこで，状態価格ベクトルの

定義を次のように修正してみる7〕．各証券〃＝1，…，Wについて，

　　　　　　　　　　　　　q”≧Σ妻一1．o、、π、

ただし，πo＝1とする．もちろん，たとえ空売り制約があったとしても，す

べての証券について等号が成立することもあり得る．

　このように状態価格ベクトルの定義を修正するならぱ，上述のポートフォ

リオθ月，θBが存在することは状態価格ベクトルの存在と矛盾しない．ある証

券について強い意味の不等号が成り立つ（つまり，口蜆＞Σ妻！lD泌）状況

（証券価格ベクトルと配当ベクトルの組）の存在は，一般には排除できない

から、空売り制約を考慮した価格付けと空売り制約のない価格付けとを区別

することには意味がある．

　いくつかの証券に空売り制約が課される証券市場では，実行可能なポート

フォリオが制限されるため，経済主体に裁定を許容しない証券価格ベクトル
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の集合が広がる．そのために，状態価格ベクトノレが関連づけなければならな

い，証券配当ベクトルと価格ベクトルの組み合わせの総数は，空売り制約の

ない場合と比べて多くなる．よって，状態価格ベクトルの定義を拡張する必

要が生じる．

　本稿では，上述の状態価格ベクトルの概念の拡張をもう一歩進め，状態価

格ベクトルを，RS＋1におけるベクトルで，空売り制約の課されない証券に

関しては，価格をそのベクトルによる配当の加重和に等しくさせ，かつ，空

売り制約の課された証券に関しては，価格をそのベクトルによる配当の加重

和を下まわらせないものと定義する．

定義2．2状態価格ベクトルとは次の条件を満たす強意正のベクトル

π＝（π伽π1，…，πs）∈R㍗である．

　　　　　　　　　弘≧⊥Σ1，1以ifη∈N・；
　　　　　　　　　　　　πo

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　q、＝一Σ書一11〕泌ifη∈N＼N＋．
　　　　　　　　　　　　πo

　π岳
　一は状態∫において追加的に1円受け取り，その他の状態では何も受け
　πo
取らないという条件付き契約に対して0時点で必要な費用のr下界」を表し

ている．

　　　　　　　3　空売り制約下での状態価格ベクトルの存在

　まず，記号の説明をする．λ，Bは閉Xη行列とする．そして，〃∈R刷は

閉×1行列，π，μ∈R蜆はηx1行列とみなす．

　すべての証券の取引量に空売り制約が課される場合に，無裁定条件から状

態価格ベクトルの存在を示すために直接利用可能な命題としては，以下のも

のが知られている8〕．

定理3．1　（二階堂（1961））もし，π∈R蜆に関する連立不等式〃≧O，”≧0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　851
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が解をもたなければ，〃∈R㎜に関する連立不等式λT〃≦0，〃＞Oの解が存在

する．

この命題は次のTucトerの定理9〕から証明される一

定理3．2　（Tucker（1956））π∈R蜆に関する非負条件付きの連立方程式

ル：・O，π≧0と〃∈R㎜に関する連立不等式λTω≧Oは，条件λT〃十エ＞Oを

満たす解をもつ．

本稿では，いくつかの証券について空売り制約が課される状況を考えてい

る．以下の命題は，このような場合においても，無裁定条件から状態価格ベ

クトルの存在を示すために直接利用可能なものである．

補題3．1　もし，エ∈R”，ひ∈R蜆に関する連立不等式

　　　　　　　　　　　　ノ1コ：十1≡；μ≧O，　コ＝≧0

が解をもたなければ，α∈R閉に関する連立不等式

　　　　　　　　　　　λT〃≦O，BT〃＝O，ω＞O

の解が存在する．

　この主張は，定理3，1の証明とTucker（1961）によるTransposition定

理10）の証明を，定理3，2に応用することにより証明される．

　証明：π，μに関する連立不等式ル十助≧O，z≧Oが解をもたないと仮定

する．定理3，2を次の（閉十3η）x3〃行列に対して適用することを考える：

　　　　　　　　　　　　　（㌣■8）

　ここで，∫3蜆は3〃次の単位行列をあらわす．ひ1、ひ2∈R加をηx1行列，

2∈R3咀を3〃×1行列とする．定理3．2から，ムひ1，μ2に関する連立不等式と
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叫zに関する非負制約付きの連立方程式，

（十）（；1）・！

（H肋■B）T（二）一・1

（二）・・

（107）

（1）

（2）

（3）

は，

（十）（llン（1）・・
（4）

を満たす解をもつ．（1）式は，

　　　　　　北十助」助2≧0、・≧O，リ’≧O，〆≧0

に等しい．ここで，リ…μ1一μ2と定めれば，

　　　　　　　　　　　　ノユπ十Bμ≧O　　コ＝≧O

をみたすzと〃が存在することになる．このとき仮定から，ル十助＝Oを

得る．（4）式を整理すれば，

い）・・

となる．λ∬十Bμ＝Oであるから，〃〉0である．

　（2）式を整理すれば，

　　　　　　　　　　　　（λ3－B）T〃十z＝O

である．2≧0であるから，（λ　B　－B）T〃＝一2≦Oとなる、これを書き直

せば，λTα≦O，BTα≦O，一BT〃≦Oである．すなわち，λ丁α≦O，8T〃1O．

以上より，λT〃≦0，BTα＝0，α＞Oである．　　　　　　　　　　　　■

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　853



（108）　　　一橋論叢　第121巻　第6号　平成11年（1999年）6月号

　上述の補題の直接の帰結として，無裁定条件から状態価格ベクトルの存在

を示すことができる．

命題3．1状態価格ベクトルが存在することの必要十分条件は，裁定取引が

存在しないことである．

　補題を命題3．1の証明に適用するために，次のように記号を定める．ポー

トフォリオθ∈R”において，空売りI制約の課された証券に対応する成分の・

みを抜き出したベクトルをθ。∈R”十で，空売り制約のない証券に対応する

成分を抜き出したベクトルをθo∈R”■”十であらわす．同様にして，利得行

列wにおいて空売り制約を課された証券に対応する行ベクトルのみを抜き

出したW＋x（S＋1）行列を仏で，空売り制約のない証券に対応する行ベ

クトルのみを抜き出した（w一〃十）×（s＋1）行列を㎎であらわす．

　命題の証明：（十分性）裁定取引が存在しないとする．補題3．1において，

λ＝W∴B＝㎎T，エ＝θ十，〃＝θO，rπとおく．このとき，裁定取弓1が存在

しないことは，命題3．1の仮定の成立と同値である．よって，補題3．1から，

肌π≦O，㎎π＝O，π＞Oを満たすベクトルπが存在する、つまり，裁定取

引が存在しないならぱ，状態価格ベクトルπ∈R㍊が存在する．

　（必要性）状態価格ベクトルπが存在するとする．そして，裁定取引が

存在すると仮定する．つまり，あるθ∈◎十が存在してWTθ≧Oを満たす．

この不等式の左辺に左からπ＞Oを掛ければ，π（WTθ）〉O．また，状態価格

ベクトノレの定義から，（Wπ）θrπ（WTθ）≦Oを得る．これは矛盾．よって，

状態価格ベクトルが存在するならば，裁定取引は存在しない、　　　　　■

4　終わりに

　本稿では，2時点の不完備金融証券市場モデルにおいて，空売りが禁止さ

れた場合にも，無裁定証券価格ベクトルに対して状態価格ベクトルが荷在す
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ることを確認した、ただし，各状態における状態価格は，その状態において

追加的に1円受け取り，その他の状態では何も受け取らない，という条件付

き契約に対してO時点で必要な費用のr下界」を表すと定義した．言い換え

れぱ，本稿では，ある証券に空売り制約が課されるとき、その証券の無裁定

価格がその配当のO時点における価値を下まわることはないことを確認した．

　空売り制約の導入は，同一の状態所得移転を達成する異なるポートフォリ

オの市場価値を一致させる役割を果たす裁定取引を実行不可能にする．この

ために，状態価格ベクトルの定義の変更が必要となる．本稿の定義での空売

り制約下の状態価格ベクトルは分離超平面定理を通じても，その存在を示す

ことができる．しかし，本稿ではより初等的な二者選一の定理から，状態価

格ペクトルの存在を示した．

　本稿では，証券価格に対する基本的制約のひとつである無裁定条件から，

一証券価椿とその配当の関係を分析した．一方，Jarrow（1980）とDiamond

and　Verre㏄hia（1987）では，証券価格に対するもうひとつの基本的制約

である市場均衡条件から，証券価格とその配当の関係を分析している．そし

て，空売り制約の存在が空売り制約のない場合と比較して均衡証券価格を上

昇させるとは限らないことを示している．

　証券の空売りは現実には規制の対象とされている．その根拠のひとつとし

て，証券の空売りは証券価格の下落傾向を強め，価格操作に利用される可能

性があるという見鯉がある、この見解では，本稿の前提のひとつである市場

の完全競争性が仮定されていない．この見解の検討には，本稿とは異なる証

券の市場取引の定式化のもとで，証券需要と均衡証券価格を明示的に分析す

る必要があるだろう．

1）状態価格の概念はArrow（1953）によって不確実性下の経済の一般均衡分析

にはじめて導入された．

2）Stiemkeの定理とその証明については，例えば，二階堂（1961），pp．116－

120を参照のこと．
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3）　Kuhn（1956），Corollary2A（ii），p．10．

4）He　and　Pearson（1991）、p．4では，無裁定条件から状態価格ベクトルの存在

　を示すことは

　　・a　straightforward　application　of　Motzkin’s　Transposition　Theorem

　（see，e．g．，Tucker1956，Corollary2A）．

　と主張されている．しかし，具体的な証明は与えられていない．

5）本稿の議論は，2時点以上の有隈多期問の離散的モデルにおいても、以下に

　定義する利得行列Wを適切に定義し直すことにより成立する．この点について

　は，Magm　and　Quinzii（1996），Chapter4を参照のこと．

6）厳密には，事象依存財と呼ぶぺきである．

7）空売り制約の存在する証券市場モデルにおける，このような状態価格ベクト

　ルの定義は標準的なものである．たとえぱ，Jouini　and　Kallal（1995a，b）．Al－

　len，Morris　and　Postlewaite（1993）を参照のこと．

8）二階堂（1961）、補助定理1，pp－157－158．この命題の分離超平面定理を利用

　した証明については，二階堂（1960），系2（ii），p．210を参照のこと．

9）Tucker（1961），Theorem1，pp．8－9．Tuckerの定理とStiemkeの定理の関

　係については，Nikaido（1968），Theorem3．7，Proof（1）一（I1），pp．36－37を参

　照のこと．’

1O）　Tucker（1961），Theorem2，p．9．
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