
Wittシステム覚書

岩　崎　史　郎

§1　はじめに

　’24’や‘12’は日常生活によく出てくる数である一ユ日は24時間，1年は

24節気，二十四の瞳；1年はユ2ヵ月，12支，12平均律音階，十二指腸，．十二
ひと北

単，一・一．

　この小文では，24や12と関連した不思議な世界一Wittシステムーの

一端を論じたい・Wittシステムは有限幾何の一種であって，金部で5つあり，

W24，肌ヨ，肌2，π12，π11と表される、ここにW”は，田個の点の上の幾何

であることを示す．各豚”には，〃”で表されるMathieu群という有隈単純

群が白然に作用しており，両者は相侯って我々を魅了してやまない不思議で豊

かな世界を形成する．（5つのWittシステム，Ma七hieu群のうち，肌4，〃24

はそれぞれ他の4つを含むと考えてよ．く，特に重要である．）Wittシステム

とMathieu群は，ある意味で極めて例外的な存在であって，特殊で独自の美

しい不恩議な性質を持ちながら（持つゆえに？），群論・組合せ論において，

Mathieu群以外のいくつかの重要な単純群の構成にも本質的にかかわっている

など，種々の面で大きな役割を演じている．また，数挙の他分野，符号理論や

整数論（保型関数），更に広い意味では物理の（超）弦理論などともかかわっ

てきているらしく，このシステム・群は普遍的な存在あるいは大いなる世界へ

の不思議な扉・裂け目といってもよいように思われる．このことはいくつかの

ことを連想させる一特殊な数でありながら，数学の至る所に顔を出し，普遍

的な特殊ともいえるπ（円周率），召（自然対数の底），丑（虚数単位）．また，
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（2）　　　　　　　　　　一橘諭叢　第104巻　第3号

r特殊を生き生きと捉えれぱそのまま普遍となる」というGoetheの言葉や，

r幾分strangenessを持たないようなすぱらしい美は存在しない」というF・

BacOnの言葉などを、あるいは，原則から例外を説明するのが普通であるが，　　　’

逆に例外から原則を説明する方が本質に迫ることがあるという考え方を．

　5つのMathieu群は1861・73年E．Mathieuによって発見されたが，それ　　　。

らを実際に構成して確固たる存在証明を与え，それらが単純群であること，更

に対応する5つのWittシステムを構成し，その存在と一意性を示したのは

E．Wittである（1938年［9］，［10コ）．以来，多くの人によってMa七hieu群

とWittシステムに関する興味深い研究がなされてきたが，まだ研究が十分

とは言いがたい面も少なからずあり，その不思議な正体は満足のいくほど十分

には把握されていないように思われる．（R．T．Curtisは1976年［2］で，

MOG＝Mirade　Octad　GeneratOrという文字通り魔法のような概念を導入し

て肌4，蜘の注目すべき研究をしたが，MOGという名前からもWi竹シス

テム・Mathieu群の神秘さがうかがえよう．）

　この小文の目的は，Wittシステムについて簡単に紹介し，その魅カの一端

に触れながら，その正体が少しでもよく分かるようにWittシステムの自然な

透明化をめざし，従来の研究より一層単純で初等的かつ統一的な一つのアプロ

ーチを試みることである．特に，（MOGの代わりにジ差型’または’代表ブロ

ヅク’という概念を導入して，5つの（肌2以外の4つというべきか）システ

ムの全てのブロヅクを統一的・具体的に記述する簡単な一つの方法と，3つの

大きなシステムw2・，肌3，肌2の・一意性の新しい証明の概略を与える・詳し

くは［3コ，［4］を参照されたい．

§2準備

　定義1o，〃，此，λを一定の自然数とし，〃≧此≧‘とする・8を也個の点の集

合，Bをsの部分集合からなるある集合として，次がみたされているとする．　　　．

　（1）Bの元は全て，8の此個の点からなる部分集合である（Bの各元をブ

回・ソクという）．
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　　　　　　　　　　　　　　　　Wittシステム党書　　　　　　　　　　　（3）

　　　　　（2）8の‘個の佳意の点に対し，それらを合むブロツクの個数は，ε個の点

　　　　のとり方によらず一定でλである．

・　　　　このとき，8と”の組”＝（∫，”）をト（”，κ，λ）デザイン，あるいはむ，伽，

　　　りをパラメーターとする・・デザインという．（デザインというのは，。の点全

・　体がブロヅクによって・パラメーターの値が示すようにきれいに・醒されて

　　　いるという意味であろう．）

　　　　特に2＝1のとき・即ち‘一（・，居，・）デザインを・t・i…システムという．

　　　　このシステムでは，任意のま個の点α、，・…・・，吻に対し，それらを含むブロツ

　　　クがただ1つ定まる弔それを吻，一・・，吻の定めるブロツクといい，

　　　　　　　　　　　　　　　　　〈α・，一・・，α’〉

　　　で表すことにする．

　　　　次のことは容易に証明され，よく知られている．

　　　　結果1　（たとえぱ永尾［8］，p・14）。〃＝（8，月）をま一（似，庇，1）デザインと

　　　するとき，0≦∫≦‘なる任意の整数8に対して，∫個の任意の点を含むブロツ

　　　クの個数は

　　　　　　　　λ一仁）／（仁1）一111≡婁11≡1≡1；ll1三；幸1；

　　　である。特に，ブロヅクの個数は

岬十・（1）／（1）・

定義2‘一（州）デザイン〃一（・，B）とその・点α1・に対して，。㌧

8＼｛αL”＝1へ1αl1畑1Blとお／と，明らかにη、一（・・，B・）は（孟一。）

i（1－1・ト・・λ）デザインとなるカ1一〃皿は〃のブロヅクの中で、を合む

ものだけを考え・それからαをとり除いてえられるηの部分デザインともい

うべきもの一，〃。を点αに関するηの内部構造または導来デザインとい

う。逆に，‘一デザインー0に対し，（ま十1）一デザインがが存在して”が”の

1点に関する内部構造になっているとき，川ま拡大可能であるという．また，

このような”を”の拡大という．
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（4）　　　　　　　一橋諭叢第104巻第3号

　定義3〃＝（8，B），〃＝（8’，B1）を2つの亡一デザインとする、全単射σ：8

一→8’が”（＝｛B匝13∈B｝）＝B’をみたすとき，即ち〃のブロックを。0’の

ブロヅクにうつすとき，σを”から”への同型写像という．このような同型　　　　■

写像が存在するとき，〃と〃とは同型であるという。特に，〃から〃への

同型写像，即ちs上の置換σでBπ＝Bをみたすものを”の自己同型という．　　　。

。0の自己同型の全体は写像の積に関して群をなすが，それを。0の（全）自己

同型群といい，Aut”と書く．

　さて，‘一デザインに関する基本的な問題として次のようなものがある・

　存在・構成の問題：どんな亡，佃，此，λの値に対して‘一（”，此，λ）デザインは存

在するか？　実際にデザインを構成せよ．

　一意性の問題：‘一（〃，此，λ）デザインが存在するとき，（どんな場合に，）それ

は（同型を度外視すれぱ）バラメーターのみによって一意に定まるか？　即ち・

同じバラメーターをもつデザインは，（どんな場合に）同型か？

　存在と一意性の問題は常に数学の基本問題であるが，上の2つの問題と関連

して

拡夫問題、どんなデザインが拡大可能か・」与えられたデザインの拡大を決

定せよ、

　上の3つの問題の一般的解決は難しいが，Steinerシステムについてこの問

題を少し述べてみる．

　g（素数巾）個の元からなる有隈体Fq上のa丘ne平面，射影平面の点全体

を点集合とし，直線全体をブロヅク集合として自然に，それぞれ・一（・2…1）・

2一（ゲ十g＋1，q＋1，1）デザインというSteine正システムができる・これらの

デザインをそれぞれ五θ（2，q），P0（2，α）で表すことにする・（一般に，仙≧2，

　を自然数として，2一（肌2，侃，1），2一（肌呈十肌十1，冊十1，1）デザインをそれぞれ位　　　　・

　数椛のa舶ne平面，射影平面という、）従って，Steinerシステムは古典的な

a冊ne平面・射影平面を一般化した概念であるといえよう。　　　　　　　　　　　。

　　一≧3なるSteinerシステムでは，著名なものとして5一（24，8，1），4一（23・

　7，1），3一（22，6，1）；5一（12，6，1），4一（11，5，1）デザインがある。このようなバ
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　　　　　　　　　　　　　　　　　Wittシステム覚奮　　　　　　　　　　　（5）

　　　　ラメーターをもったデザインは（同型を度外視して）それぞれ一意的に存在す

　　　　ることをWitt［10コが証明したが，それらはそれぞれ肌。，W里罰，肌2；W12，

’　　　肌1と表され，今日Wi“システムと呼ぱれている．（ちなみに，デずインは

　　　　存在しても一意に定まるとは限らない・たとえば位数9の射影平面で，〃（2，

．　　9）と同型でないものが存在する．）Wi士tシステムの自己同型群がMathi㎝群

　　　　である：”里4＝Au士肌24，妬3＝Aut　W2呂，払2＝Aut　Wエ2，〃1エ＝AutW11（必2は

　　　　Aut　W22の指数2の部分群）．

　　　　　Wittシステムの発見の直接の動機は知らないが，Wittシステムは射影平

　　　　面・a舶ne平面の拡大問魑を考えると，自然に，しかし例外的に登場する．

　　　　　結果2　（Hughes・1965・たとえば［8コ，P・46，P．143）．Pθ（2，9）が拡大可

　　　　能ならぱ，q二2または4．

　　　　　結果3　（Kantor［5コ，1974）．〃（2，q）は常に拡大可能であ6が，2回拡

　　　　大可能ならぱ，g＝2，3または13．

　　　　　上の結果はもっと一般的な形でパラメーター間の整除関係などを調べること

　　　　によって証明されているが，前者では，g＝2のときは1回だけ，q＝4のとき

　　　　は3回だけ（も）拡大できて大きなWittシステムが得られる1

　　　　　　　　　拡犬　　　拡大　　　拡大
　　　　　Pθ（2，4）一→肌2→W23→肌4→拡大不可能

　　　　後者では，g＝2のときは何回でも拡大できるが，それは治＝‘という自明

　　　　なデザインの無隈列にすぎない．q＝13のときは拡大できても2回までである

　　　　が，不明のようである。g＝3のときは，3回だけ拡大できて小さなWittシ

　　　　ステムが得られる：

　　　　　　　　拡大　　　拡大　　　拡大
　　　κ（2，3）＿→肌r→肌r→W12一→拡大不可能

　　　　　同じように・特殊線型群P肌（れ・q）の拡大間題などを考察すると，例外的

　　　　にMathieu群が飛ぴ出してくるが，省略する．

　　　　それにしてもなぜ，このような例外的な隙間があって，この隙間から（あの

　　　　ようなバラメーターや次数をもって）WittシステムやMath1eu群というもの

　　　が噴出してくるのであろうか？　このシステム・群の存在は有限群論の中の色

　　　々な不恩議な例外的現象ともつながっていて，その根は広く深いように思われ
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（6）　　　　　　　　　　一橋論叢　第104巻　第3号

る．たとえぱ，”次の対称群跳，交代群λ”の自己同型群は伽＝6のとき例外

的な現象が起るが，このことと脆thieu群の存在とは関係があるようである．

逆に，Mathieu群の中で見ると，群の奇妙な同型性などが自然に見えてくる

こともある．たとえば，ムとP肌（2，9）の同型，∠8とPSZ（4，2）の同型は，

〃24の中で見るとどちらも，1つの部分群の2通りの姿（表現）であるという　　　・

ことが分かる．

　さて，ポデザインは群における次のような概念と関係がある．

　定義4Sを也個の点の集合，θを8上の置換群とする．8からま個の元の

順列（α1，α呈，……，α丘），（ろエ，石2，一・・，b。）E古個の元からなる都分集合｛α1，α2，……，

α‘｝，⑫エ，b2，……，bt｝］を2つ任意にとったとき，一方を他方にうつすθの元が

存在するならぱ，即ちα｛π≡石也（丑＝1，2，……，ま）［｛α！，α1，・・…・，α刈＝｛ろ1，b2，……，

6・｝コをみたすσ∈θが存在するならぱ，θは8上’重可移［’斉次］であると

いう．（定義から明らかに，む重可移群はむ斉次である．）

　〃次の対称群S。は〃重可移，他次の交代群んは〃一2重可移であるが，

‘の大きなf重可移または亡斉次置換群は高い対称性をもつ群といってよいで

あろう．Mathieu群をそれぞれのWittシステムの点集合上の置換群とみると，

〃24，〃12は5重可移，〃23，蜘は4重可移，払2は3重可移であり，交代群

以外の単純群で高い多重性をもつのはMathieu群だけであって，ここにも

Mathieu群の特異性が現われている．（実際，Mathieuはある種の多重可移群

を決定しようとして，Mathieu群を発見したようである．）

　ところで，一般に1‘斉次置換群からt一デザインが自然に次のように構成さ

れる．

　結果4　（たとえぱLane［7コ）．”，叱，工を一定の自然数で〃≧此≧‘とし，

8をリ個の点の集合，θを8上の舌斉次置換群とする・sの此個の点からなる

部分集合五を任意に1つとり，λθ＝｛刈σ∈θ｝とおくと，0＝（8，λθ）は古一

（〃，庇，1）デザインである。ここに　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

1－1θ：舳（ζ）／（1）
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　　　　　　　　　　　　　Wittシステム覚書　　　　　　　　　　　（7）

（θω＝｛σ∈θμ㌧刈）である・

　どんなθと∠に対して，”＝（8，∠0）は興味あるデザインとなるのだろう

か？　この問題の特別の場合を次の節で考える。

　　　　　§3　ある無限系列の3一デザインと肌2，肌4の構成

　本節では次の記号を用いる．

　　q：素数巾＞7，q…一1（mod4）．

　　Fo：q個の元からなる有限体．

　　ρ＝9（g）＝伸｝）Fo：F口上の射影直線．

　　9＝1・『・∈F竈＼lOll・

｛∈へに対し

　　ρ皿＝Q＋丑（＝｛”十伽∈9｝）：9の｛による平行移動，

　　σ｛＝｛4｝）QFσo＋丑（＝｛”十引”∈σo｝）・

　　θ＝アSZ（2，q）＝｛”H・（αω十b）／（o”十∂）1α，あ，o，ゴ∈FΦ”’bo∈9｝．

■，3⊂9に対し

　　五△3＝（λ＼B））（石＼∠）：∠，Bの対称差．

　　■＝ρ＼五＝ρ△λ．

　g…一ユ（mod4）よりθは9上3斉次b置換群となることが分かるが，これ

から自然に，§2の結果4を用いて3一デザインが構成される：

　任意のλ⊂ρ，μ1＝此≧3に対し，ρを点集合，λαをブロヅク集合として，

（9，λθ）は3一（q＋1，ん，λ）デザインとなる．ここに

・一1θ：θω1（ζ）／（q言1）

’　　　　このデザィン（ρ，λo）を以下η（⑰，五）で表すことにする．

　　　　　　前節の最後に述べた

’．　　　　問題：どんなqとλ⊂9に対して，〃（q。λ）は興味あるデザインとなるか？

　　’　　を考えよう．λ＝びoのときは，次の結果が得られる（証明略）・

　　　　　　定理1　（i）以q，σo）は3一（q＋1，（q＋1）／2，（q＋1）（q－3）／8）デザインで
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（8） 一橋論叢　第104巻　第3号

あって，そのブロック集合は

　　　　　　σoθ＝｛σ屯16∈Fq｝）｛軌1也∈Foi

　　　　　　　　　）｛σ｛△σゴ（＝σ省△巧）1侍プ∈F口｝　　　　　　　　　　　　■

　　　　　　　　　）｛σ也△巧（＝σ｛△σゴ＝σ｛△σゴ）1峠／∈F旺｝　　（直和）

である．特に，〃（q，σo）が4一デザインとなるのはq＝11のときのみで，実　　　、

は

　（ii）　（Beth［1コ）D（11，σo）は5一（12，6，1）デザインである．

　上の定理の（i）が示すように，”（g，σo）のブロヅクは高々2つのσ｛，軌

（丑∈Fq）の△による結合である．3つ以上の結合を考えるため，σ声，軌（ぜξF田）

の△による有限個の結合の全体をσ（q）とすると，次のことが分かる．

　（1）g…一1（mOd24）ならぱ，任意のλ∈∬（g），λキφ，ρに対し，8≦μ1…

0（mod4）である．特に

　（2）　q＝23のときは，1λ1＝8，12または16である．1λ1＝8なるλとして，

たとえぱ

　　　　　　　　σo△σ・△σF｛0，4，13，14，18，19，20，22｝

がある．

　定理1（ii）と同様な証明により次を得る．

　定理2”（23，σo△σ1△一σ4）は5二（24，8，1）デザィンである．

　以上の大半は既に知られているようであるが，こうしてある意味で統一的に

一〃（g，λ）において適当なqとλをとることによって，あるいはσ也，σ｛の

対称差と群θ＝P肌（2，q）を通して一2つのWlttシステム肌2＝”（11，σo），

W。。＝”（23，σo△σエ△ωを構成することができた．§2の結果2と3の後で

も見たように，大きなシステム肌4，w舶，w盟と小さなシステムπ12，w1i

とは，ある意味で異質であるといえる．従って，それらを統一的に扱おうとす　　　　・

るのは無意味ではない．この統一化は次節で更に強められる．

§4差型と代表ブロック

§3の記号の他に，本節では次の記号を固定して用いる．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　wittシステム覚書　　　　　　　　　　　　（g）

　　　　　　　　　　　　　　肌2＝〃（11，σo），W11＝（〃12）舳；

　　　　　　　　　肌・＝・0（23，σ・△σ1△σ・），W。。＝（肌。）一，W。。＝（π。。）。．

．　　　（ここに（肌）αは，w口の点αに関する内部構造を表す．）

　　　　　§2の結果1より，これらのブロヅクの個数はそれぞれ，132＝12・11，66＝

・　　　6・1ユ；759＝33・23，253＝11・23，77＝11・アである．

　　　　　これらWittシステムの全てのブロヅクを統一的かつ簡潔に記述するために，

　　　　差型（差輸）または代表ブロックという概念を導入しよう．そのために以下，

　　　　q＝11または23として，9（g）の元の間に

　　　　　　　　　　　　　　　o。＜O〈1〈2〈……〈q－1

　　　　という全順序を入れておくことにする．

　　　　　定義59（g）の部分集合

　　　　　　　　　　　　仁1α1，α・，……，α比1（伽＜α。＜……＜α店）

　　　　に対し，次のようなλを∠の差型または差輸という：

　　　　　OO〈α1なら　λ＝（α2一α1，α3一α里，・・・…，α止一α庇．1，αi一吻）

　　　　　　　　　　　　＝（α3一吻，αr吻，……，α1一吻，α2一α1）

　　　　　　　　　　　　＝（α1一晦，α2一α1，……，αト1一α卜2，αrα庇一1）

　　　　　OO＝伽なら　λ＝（OO，α3一α2，α4一α3，・・・…，晦一α比＿1，α2一α店）

　　　　　　　　　　　　＝（OO，α4一α3，α5一α4，……，α2一α比，α3一α2）

　　　　　　　　　　　＝（。。，α。一α比，α。一α。，……，α庇一1一α庇一。，αrα店一1）．

　　　　　また，Wittシステム肌のブロックの差型の全体

　　　　　　　　　　　　　　豚o＝｛別見w田のブロック｝

’　　　を肌の差型または差輸とよぷ。d∈豚衙に対し，2二dなるw価のブロヅク

　　　　3を1つ定めておき，それを差型dに対応（属）する代表ブロックという．

．　　　　定理3　（i）V”（Φ＝12，11，24，23）の差型と代表ブロックは表1のとおりで

　　　　ある．

　　　　　（ii）　W12，W11（肌。，肌3）のブロックは全て，代表ブロヅクを体F1エ（F23）
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( 10 ) ~~~ 104 ~~ ~i~3~~ 

~~l 

~ ~!! 

(co, l, 1, l, 6, 2) 

(oo, l, l, 3, l, 5) 

(oo, l, 2, 2, 2, 4) 

(1, l, l, l, 2, 5) 

(1, l, 2, 1, 3, 3) 

(1, l, 4, 2, l, 2) 

(co, l, l, 2, 3, 4) 

(co, l, 2, 1, 4, 3) 

(co, l, 3, 2, 3, 2) 

(1, l, l, 4, l, 3) 

(1, l, 3, 2, 2, 2) 

(1, 2, 2, l, 2, 3) 

(1, 1, l, 6, 2) 

(1, l, 3, l, 5) 

(1, 2, 2, 2, 4) 

(1, l, 2, 3, 4) 

(1, 2, l, 4, 3) 

(1, 3, 2, 3, 2) 

(oo, l, 1, l, 2, 9, 3, 6) (oo, l, l, 4, l, 12, 2, 2) 

(oo, l, l, 6, 3, 1, 6, 5) (co, 1, 1, 7, 1, 5, 5, 3) 

(oo, i, 2, 1, 7, 8, 1,3) (co, l, 2,3,2, 2, 3, lO) 

(co, l, 2, 4, 2, 7, 2, 5) (co, l, 3, 2, 3, 3, 5, 6) 

(co, I , 3, 6, 4, 4, 3, 2) (oo, 1, 4, 4, 2, 2, 8, 2) 

(oo, l, 4, S, 2, 4, 3, 4) 

(1, l, l, l, 3, 3, 2, Il) (1, l, 1, 5, 7, 1, 3, 4) 

(1, l, l, lO, 5, 2, 1, 2) (1, 1, 2, 1, 4, 9, 1, 4) 

(1, l, 2, 2, 2, 6, 6, 3) (1, l, 2, 7, 4, 2, 4, 2) 

(1, l, 3, l, 6, I , 2, 8) (1, l, 3, 2, 4, 5, 4, 3) 

(1, l, 4, 4, 6, l, l, 5) (1, l, 7, 3, 2, 2, 5, 2) 

(1, 1, 8, l, 2, I , 5, 4) (1, 2, 2, 3, l, 3, 8, 3) 

(1, 2, 2, 5, 1, 4, 3, 5) (1, 2, 3, l, 8, 2, 3, 3) 

(1,2,3,6,2,4,1,4) (1,2,4,1,3,3,7,2) 

(1, 2, 6, l, 7, 2, 2, 2) (1, 3, l, 5, 3, 4, 3, 3) 

(1, 3, 2, l, 4, 2, 5, 5) (1, 3, 4, 4, l, 6, 2, 2) 

(1, 5, 2, l, 6, 3, 3, 2) (2, 2, 4, 2, 3, 2, 3, 5) 

(1, l, l, 2, 9, 3, 6) 

(1, l, 6, 3, l, 6, 5) 

(1, 2, l, 7, 8, l, 3) 

(1, 2, 4, 2, 7, 2, 5) 

(1, 3, 6, 4, 4, 3, 2) 

(1, 4, S, 2, 4, 3, 4) 

(1, l, 4, l, 12, 2, 2) 

(1, 1, 7, l, 5, 5, 3) 

(1, 2, 3, 2, 2, 3, lO) 

(1, 3, 2, 3, 3, 5, 6) 

(1, 4, 4, 2, 2, 8, 2) 

f{~~~/n 'y ~7 

{co, O, l, 2, 3, 9} 

{co, O, l, 2, 5, 6} 

{co, O, l, 3, 5, 7} 

{O, l, 2, 3, 4, 6} 

{O, 1, 2, 4, 5, 8) 

{O, l, 2, 6, 8, 9} 

{co, O, l, 2, 4, 7} 

{co, O, l, 3, 4, 8} 

{co, O, 1, 4, 6, 9} 

{O, l, 2, 3, 7, 8} 

{O, l, 2, 5, 7, 9} 

{O, l, 3, 5, 6, 8} 

{O, l, 2, 3, 9} 

{O, l, 2, S, 6} 

{O, l, 3, 5, 7} 

{O, l, 2, 4, 7) 

{O, 1, 3, 4, 8} 

{o, 1, 4, 6, 9} 

{co, O, l, 2, 3, 5, 14, 17} {oo, O, l, 2, 6, 7, 19, 21} 

{co, O, l, 2, 8, Il, 12, 18} {co, O, l, 2, 9, lO, IS, 20} 

{co, O, l, 3, 4, Il, 19, 20} {co, O, l, 3, 6, 8, 10, 13} 

{co, O, 1, 3, 7, 9, 16, 18} {co, O, l, 4, 6, 9, 12, 17} 

{co, O, 1, 4, lO, 14, 18, 21}{co, O, l, 5, 9, 11, 13, 21} 

{oo, O, 1, 5, 10, 12, 16, 19} 

{O, 1, 2, 3, 4, 7, lO, 12} {O, l, 2, 3, 8, 15, 16, 19} 

{O, l, 2, 3, 13, 18, 20, 21} {O, 1, 2, 4, 5, 9, 18, 19) 

{O, l, 2, 4, 6, 8, 14, 20} {O, 1, 2, 4, Il, 15, 17, 21} 

{O, l, 2, 5, 6, 12, 13, 15} {O, l, 2, 5, 7, Il, 16, 20} 

{O, 1, 2, 6, lO, 16, 17, 18} {O, 1, 2,9, 12, 14, 16, 21} 

{O, 1, 2, lO, 11, 13, 14, 19}{O, l, 3, 5, 8, 9, 12, 20} 

{O, l, 3, 5, lO, Il, 15, 18} {O, 1, 3, 6, 7, 15, 17, 20} 

{O, l, 3, 6, 12, 14, 18, 19} {O, l, 3, 7, 8, Il, 14, 21} 

{O, 1, 3, 9, lO, 17, 19, 21} {O, l, 4, 5, 10, 13, 17, 20} 

{O, 1, 4, 6, 7, 11, 13, 18} {O, l, 4, 8, 12, 13, 19, 21} 

{O, l, 6, 8, 9, 15, 18, 21} {O, 2, 4, 8, 10, 13, 15, 18} 

{O, 1, 2, 3, 5, 14, 17} 

{O, l, 2, 8, 11, 12, 18} 

{O, l, 3, 4, Il, 19, 20} 

{O, l, 3, 7, 9, 16, 18} 

{O, 1, 4, 10, 14, 18, 21} 

{O, 1, 5, 10, 12, 16, 19} 

{O, 1, 2, 6, 7, 19, 21} 

{O, l, 2, 9, lO, 15, 20} 

{O, 1, 3, 6, 8, lO, 13} 

{O, 1, 4, 6, 9, 12, 17} 

{O, 1, 5, 9, Il, 13, 21} 

~C 

12 

6
 

33 

11 

I~" D(11 v ) Tv,* (w*,)*: W'+=D(23, V~~AU*AU+), w2*=(w,,)*. 

a)7~'C~~~~f~~~~l=9 ~C ~}C~ -1C4'~~l~ ~t~~. (7~~ ~~l~, W24 (D 759=33 ･ 23 

d~la)~~7'~ ,y il j~, 33d~lq)f~~;~7'T3 y ~ ~: F23 a)~tf~Pff~~~l ~Crf'~f~' ~;h, 

~). ) 

~EE~q)#~F~. ~~. W12 ~ W24 O)~~f~t:~~~~:~~~i･~~~~1l~. /t~;~e~ W24 
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　　　　　　　　　　　　　　　　　Wittシステム覚書　　　　　　　　　　　（11）

　　　　の場合，

　　　　　　　　　　　σ≡軌△σ・△σ・，θ≡pS工（2，23）∋τ：・→一1／・

‘　　　とすると，直接計算によって　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　　　　　肌。のブロヅク集合＝ぴ

・　　　　　　　　　　　　　＝｛σσ十ろ，a（σ十石）’十〇1α∈g；あ，o∈F23｝，

　　　　　　　　　　　　　　　　　〆　〆　〃　　　　　　　　　　　　　　肌Flασ，ωστ，α（σ十6）舌1α∈ρ1

　　　　を得る．この肌4の元を具体的に書き表したのが表1におけるπ、、の差型

　　　　である．また，肌。の表の中で。。を合むものは11個あり，それらから。。をと

　　　　り除けぱ肌3の表が得られる．次に容易に分かるように，B，0を　π也の

　　　　ブロヅクとするとき，岩＝δであるための必要十分条件は3＝0刊なるo∈F口

　　　　（”＝12，11のときはq＝11，〃＝24，23のときはq＝23）が存在すること，即ち，

　　　　凪0はFoの元による平行移動で互いにうつれることである．このことに注

　　　　意すれぱ，差型から代表ブロヅクと（ii）の主張が直ちに得られる．　□

　　　　差型の利点あるいは応用について述べよう．

　　　　（1）上の定理でみたように，差型あるいは代表ブロヅクは，Wi抗システ

　　　　ムWi2，肌i，肌4，W23の全てのブロヅクを統一的・具体的に記述する簡単

　　　　な方法を与えているといえる．（肌皇はやや異質である、肌、の差型は77個

　　　（w2里のブロックの個数）もあって無意味であるが，肌，の全てのブロツクも

　　　　肌3の11個の代表ブロヅクをF23の適当な7個の元で平行移動すれぱ得ら

　　　れる．）

　　　　（2）　肌2，肌4（肌1，肌3）の与えられた5（4）個の点に対し，それらを

　　　合むブロヅクはただユつ定まるが，そのブロツクを具体的に見つけるのはそれ

　　　ほどたやすいとはいえない。しかし，差型を用いるとすぐ見つけることができ

　　　る．このことを肌。の場合について述べる．たとえぱ，与えられた5点を

　　　∠二｛1．6，8，12，22｝とすると，λ＝（5，2，4，10，2）である．”、、の差型表から，

　　　その適当な部分和がλであるようなものを探すと，ただ1つの差型

　　　　　　　　　　　　　　　　（ユ，1，4，4，6，1，1，5）

　　　　　　　　　　　　　　　　　）　　　　）　　）
　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　10　　2
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（12） 一橋論叢　第104巻　第3号

が見つかる．従って，求めるブロヅクは

7　　　　　16　　　0
・1／＼14／＼6’／＼1

1　　6　　8　　12　　　22
）　　　　　）

　o　　　　　　　4

即ち｛O，1，6，7，8，12，ユ6，22｝である．

　差型の利点・応用は他にもいくつかあるが省略し，w24，肌3，肌2の一意

性を示すのにも役立つことを次節で述べる．

§5　肌4，肌呂，肌2の一意性

　Wittシステムの一意性の証明はいくつか知られているが，その殆どは射影

平面・a冊ne平面の綱かな性質や符号理論などを使っているようであり，また

そのような知識を使っていなくても，システムを統一的に扱って証明している

とは言いがたいように思われる、ここでは，w2、，机3，肌2の場合だけであ

るが，その一意性一全ての5一（24，8，1），4一（23，7，1），3一（22，6，1）デザイ

ンはそれぞれ同型である一を，上のような知識を一切使わない単純で初等的

な方法によって，統一的に証明できることを大まかに述べる．

　規約：本節では，肌。，W23，肌2をそれぞれ，任意の5一（24，8，1），4一（23，

7，1），3＿（22，6，1）デザィンとする．

　我々の証明で使うのは，（背後では差型が重要な役割を演じているが，論理的

には）次のようなブロックの交交に関する性質（B10ck　Intersecti㎝PrOPe「ty

＝BユP）のみである、

　BIP：肌の任意の異なるブロック　3，0に対し，

　　　　　　　　イ1∴llllllll

である．

　この性質の証明は全く初等的で，π也のバラメーターのみから容易に導くこ
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Wittシステム覚書 （13）

　　　　とができる．

　　　　　一般に，デザインの一意性を示すために，次の簡単な命題一点とブロヅク

・　　　の命名による方法一が有効である．

　　　　　命題　与えられたバラメーターエ，也，此，λをもつ任意のま一（棚，此，λ）デザイ

．　　　ン”に対し，その全ての点とブロヅクを命名するある定まった方法一正確

　　　　に述べると，その方法に従えぱ，〃の全ての点を1，2，……，田と名づけるこ

　　　　とができ，〃の各ブロヅクに属する点は金て1，2，……，伽で明示する・ことが

　　　　できる一があれぱ，‘一（田，此，2）デザインは（存在するとしても）一意的で

　　　　ある、

　　　　　証明一0＝（S，3），”＝（8’，B’）を任意の2つの亡一（砂，此，λ）デザインとする．

　　　仮定から，ある一定の命名法で，〃と〃の全ての点に名前をつけ，全ての

　　　　ブロヅクを明示することができる．｛と名づけられた8，8’の点そのものをそ

　　　　れぞれ吻，α｛’；1＝｛｛1，あ，……，4凸｝と表されたB，B’のブロヅクそのものを

　　　　それぞれ助，3■’とする．助＝｛α｛、，α｛、，……，α｛．｝，刀1’＝｛吻、’，吻，’，……，吻。’｝で

　　　　あるから，全単射σ：8一→8’をα1＝α‘’で定義すると，〃＝31’従って”

　　　　＝B’となり，σは〃から〃への同型写像となっている．　口

　　　　　この命魑に基づいて肌の一意性を示すためには，肌のパラメーターの

　　　　みを用いてできる

　　　　　（I）　π”の全ての点を命名する方法（点の命名法）と

　　　　　（lI）　肌の全てのブロヅクを明示する方法（全ブロヅクの書き上げ法）と

　　　　を提示すれぱよい．この（I）と（II）は，〃＝24，23，22のときは同一の仕方

　　　　で，．殆ど同時に，BIPのみを用いて提示できるというのが我々の証明の方針

　　　　である・（I）と（lI）は関連していて，点の命名（I）をするとき，同時にい

・　　　くつかのブロヅクも明示的に定まる（つまり，それらのブロックはどんな点か

　　　　らなるか具体的に表せる）のであるが，実はこれらのブロヅクが全てのブロッ

　　　　クを生成（増殖）していくということを示すのが方法（n）である．

　　　　　（I）　点の命名法：

　　　　　（i）任意のW22に対し，ある一定の方法に従って，全ての点に1，2，……、
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（14） 一橘論叢　第104巻　第3号

22という名前をつけることができ，同時に凪（1を含む21個のブロヅク）

と，1を含まないあるプロヅク■を明示することができる．

　（ii）任意の肌3に対し，ある一定の方法に従って，全ての点にO，1，2，…　　　．

・・，22という名前をつけることができ，同時に届o．、（0，ユを含む21個のブロ

ック）と，O∈λ争1，1∈λ’∋0なるブロヅクλ，1を明示することができる．　　　　、

　（iii）任意の肌1に対し，ある一定の方法に従ウて，全ての点にo。，0，1，

2，……，22という名前をつけることができ二同時にB。．o，、（oo，O，1を含む21

　　　　　　　　　　　　　　　表2

ooC12345678910111213141516171819202122

石。○○○○○　○

λ’　0×000●x○

理●●●●×●X（X〕

λ　●●X●○●X（X〕　○0

33●●0X●●×｛X）　×X

　　　○　　○

　　　xO　xO
　　O　X（×）○X（X〕　　　　○

　　×X（×）X　X（X〕　　　○X

O　　XX（X）×X（X〕○○XX

軌　○①●●X　X×u）○△△　　X　　X　X（口）X　X（口）●X▲X

石o●00x●x×●×■口Ox　▲x（x）△x（x）x××△

凪0●●XX●△●XX▼XXOX△（X）X▲（X〕XXXX

370●●●xxxxx●xx▲▼xx（□〕x×｛函〕x△xx

石昔④⑧●XOXXX▼X●×XXXX　▲X▼XXX△

万g0●○XX○△X⑫▼×　　XXX△（▼）XXXXXX×

BIP

X一凪

X－31，〃

×一31，易，〃

X一一B1，1…2，λ，

　λ’

x－31，32，1；刮；

△一∠；ロー〃

×一31，33，瓦，

λ’；△一助；□

一■

×』2，3ヨ，34，

夙，λ1；△一31；

▼一
X－1；工，32，3一，

凪，λ；▼一3日；

△一凪；ローλ’

X一月1，3詞，石o，

凪，λ；△一32；

▼一易，易

x－1ヨ里，石3，一8’，

3個，3畳；△一31；

▼一4〃

夙以外の吻’（それぞれ欣盟I　W囲〕の各プロックは5（4，3）個の○（‘oo’、’oo．O’を除く）で定められる

ものとし1そのプロヅクの残りの3点はO，▲。O書たは▼て表されている．
一ほその点の命名が完了Lたことを表す．

Xはそのプ回ヅクがその点を含まないことを察す．

（）はそのブ目ツクと五’との共通部分の影裡を表す（”はw盟では不要である）．
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　　表3
ト・・川・・1・・…1・・・・・・…。・ア。。。。。。。。2、

B・00●0x・・…　▼▼・・xx▼×xxx▼。。

B・●⑤●・●・・・・・…　▼・・▼・…　。▼▼

3il●●●・×0・・…　▼…　▼…　▼・・▼。

3i・○○●・・・…　●●・…　▼・…　▼。。▼

3・●○●・・・…　0・・・・…　▼▼・・▼▼。

31・●●0…　▼…　●・▼・▼・・・・…　▼。

3・●●●…　●0・・・・・・・…　　▼。▼。▼

3・・③⑭○…　0・…　▼・▼…　▼・。▼。。。

石蝸○⑤0・…　●…　、・▼・・▼▼▼・。。。。。

3・0④○・・…　▼・・●▼・・…　▼・・。。▼

β帥000・・…　●・…　▼▼▼…　。。▼。。

Bl・①0●・・・・・・・・…　●・▼・▼▼▼。。X

メ”x●●●0●xx▼xx▼x▼xxxxxxxxx×

（15）

1…
X－31，jB里，一軋，

　　　　房．
X一一B1，一B3，1㌔，

　　　　3且

×一3里，33，3o，

　　　　3伺

×一■，3＾，3日，

37，3目，3宮，ムm

X一月o，1；7，ムg，

　　　3蛆
X－3田，万筥，1㍉o，

　　　石岨
X－1云1，1王4，一8o，

30，月O，310；

▼一理，37，凪1

X一一81，3筥，

　　3帖，五10

×一凪，35，

　　3固，凪固

×一ム5，310，

　　31呈，B。。

X－1…’，1∋ε、

　　夙，3．O

X一月2，凪

　　万。5，3．O

×一λ’，■，B1，

　　易，夙
肌一（それそれ肌乱肌≡）の各ブ目ヅクほ5注いL4（4ないL3，3ないし2）個の●（’ooI、’oo，O’を除くj

を含むものとして定められ1そのプ回ツクの残Oの3ないし4個の点は▼で表されている．

Xはそのプロックかその点を含まないことを爽す．
（』”は㎜眺のみに必要）

個のブロヅク）と，｛oo，O｝⊂出1，｛1，o。｝⊂■’争0，｛0，1｝⊂λ”圭ooをみたすブ

ロヅクムλ’，∠”を明示することができる．

　証明の概略証明は表2・3にまとめられているが，3つとも殆ど同様にでき

るので，（1ii）の場合を簡単に述べる・肌4の任意のブロヅクを1つとって3，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　279



（16） 一橋論叢第104巻第3号

と呼び，凪に属する8個の点を全体として‘oo，O，ユ，2，3，5，14，17』と名づける

（全体としての命名で，個々にはまだ命名されない）一凪の中と外から任意に

点を1つずつとり，それぞれW，‘4’と名づける．刀1＼俸1の任意の3点を　　　．

とって，個々に‘1’，‘；’，‘3’と名づけ，∠’≡〈oo，1，2，3，4〉とおく．BIPより夙

（∠’＝｛oo，1，2，3｝であるが，λ’＼｛oo，1，2，3，4｝の3点を全体として’6，15，　　　．

18’と名づける．B、＼伸，1，2，3｝＝｛0，5，14，17｝の任意の1点を‘O’と名づけ，

32＝〈oo，0，1，2，4〉　とおく．BIPより　B2（B1＝｛oo，O，1，2｝，助（λ’＝｛oo，1，2，

4｝であるから，助を定める5点以外の32の残りの3点はλ’）31の外に

あり，その3点を全体として’13，16，22’と名づける．λ＝〈oo，O，2，3，4〉，域＝

＜oo，O，1，3，4〉とおき，上と同様に考えると，■，ムを定める5点以外の残り

の3点は，それぞれλ’）万1）易，λ）∠’）31）32の外にあることが分かるの

で，金体として‘8，9，21’，’11，19，20’と名づける．｛11，19，20｝の中の1点を

任意にとって‘19’と名づけ，34＝＜oo，O，1，2，19〉とおく。BIPより3。と

31，易，33との共通部分が分かるが，それから助（λ＝｛oo，0，2，”｝（”は8，9，

21のうちのどれか）ということが分かるので，”を‘21’と名づける・以下ほ

ぽ同じようにして，ブロヅクB5，……，3gが明示的に表され，肌。の全ての

点に1つずつ名前をつける作業が完了する．以上のことは表2にまとめられて

いる．この表のブロヅクからBIPのみを用いて，ムo，……，3”，λ”が次々に

自動的に明示される（表3）．　□

　注意　上の証明では，ブロックB1，・一・，仙，λ，λ’に属する点にどのような

名前をつけるかが大事であるが，名づけ方は差型に基づいている・つまり，上

の証明は論理的に1手BIPのみを用いてなされているが・背後では差型を使っ

てし・る．

　（n）全ブロックの書き上げ法（プロックの増殖法）：　　　　　　　　　　　　’

　肌。の場合を簡単に述べる．（I）の（iii）で得られた。o，O，1を含む21個の

ブロヅクと3つのブロヅクλ，λ’，λ”から残りの全ブロヅクが次々と増殖され　　　，

ていくことを証明するのであるが，以下例示するにとどめる一肌・の任意の

5点，たとえぱ。o，0，2，3，6の定めるブロックをXとして，Xの残りの3点が

280



　　　　　　　　　　　　　　　　　Wittシステム覚書　　　　　　　　　　　（17）

　　　　具体的に決まることを示す・ム巾，・。・，・，・／，・。一佃，・，1，・，・〉，。、一〈。。，。，

　　　　’・3・6〉・更にん巾…1・…／とお／と，表・か山、一月、，∠、一。、，。島一。、，

一　λ・＝3・となる・BIPによってXと・，∠・，4，・。との共通部分を考えると，

　　　X（λ・は12を含まなけれぱならないことが分かる．∠、一〈。。，・，ユ，。。，。〉，λ、

．　＝〈。。・O・1・’2・1・〉とお／と・表・カ・ら・。一凪、，・、一ム、。となる．上と同様に

　　　・して・川・は・6を・X（・・は・・を含まなけれぱならないことが分かり，

　　　結局Xの残りの3点は12，16，20である．　□

　　　　　　　　　　　　　　　　　§6おわリに

　　　　（1）上の］意性の証明で見たように，π・。では1・個のブ回ツク。、，…．．、，

　　　3・・■が”・1・肌・では■’をつけ加えた・1個のブロヅクが全ての点に名前

　　　をつけて・全ブロヅクを生成・増殖してい／．その様子はなんとも桃しろい

　　　一31，……，3gだけでは増殖能カは弱いが，それらと異質なλ，（■’）が加わ

　　　ると能カは一挙に高まり，全ブロックを増殖するのである．従つて，これら

　　　10；ユ1個のブロヅクを肌呈；肌吾，㎜別の命名プロック，増殖プロ・、ク，生

　　　成プ回ツ久基底プロックあるいは決定プロックなどと呼んでもよいであろう．

　　　　（2）糊は省くが・上の一意性の証明は，（§・で述べた酬。，。。）を用

　　　いる方法とは別に）肌2，豚脇肌。の構成・存在証明も同時に与えているこ

　　　とを注意しておく．

　　　　（3）W1・・肌・では・BI・がW・川・川。。のようにきれいでないため，

　　　今のところ上のような仕方では，一意性の証明はできていない．

　　　　（4）これまでに見たように，差型という概念は，Wi・・システム（の全プ

　　　ロヅク）を統一的・具体的に記述する簡単な方法を与え，π、皇，π、。，π、、の

　　　（存在と）］意性を示すのにも有効であって，W胱システムの透明化に幾分カ、　．

　　　は役立つと思われる。しかし，差型もCurtisのMOG［2コも，その正体が筆

　　芦にはまだよく分からない・差型に現われる数列はどのような規則で並んでい

　　　るのだろうか？　MOGや差型を決定またはcOntro1している，より本質的な

　　何かがあるのだろうか？



（18）　　　　　　　　　　一橘論叢　第104巻　第3号

　（5）　これまで，Wi七tシステム肌，M別thieu群払の魅力の一端を述ぺて

きたが，”の値はなぜ11，12，22，23，24であって。他の数ではないのだろう

か？　ある観点から選ばれたこれらの数（特に24）に特別深い意味があるだ　　　・

ろうか？　あるとすれぱ，なぜだろうか？（別の観点から見れば別の数が重視

され，それぞれの数がそれぞれの観点から意味のある存在となるであろうか？　　　一

それとも，重要な視点あるいは種々の視点から見て特別に意味のある数があり，

24はそのような数の1つなのであろうか？）24と23．12とは一緒に登場する

ことがあり，また5一（24，8，1）デザインW2。のように，24とともに8とい

う数もよく出てくる．これらの数の間に不思議なつながりがあって，豊饒な世

界が展開されていくのだろうか？　‘24’という数の奥深さと広がりを・山田

［11］，吉田［12コ，近藤［6］などは興味深く，また夢多く展開している・とも

あれ，各数は一様に存在しているのではなく，豊かな個性や色々な度合いの徴

妙なつながり・関係があって豊饒な世界を形成しており・r万物は数なり」と

いうPythagOrasの世界観は今でも生きているといってもよいであろうか．
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