
実数について

真　　島　秀　行

　　　　本年三月を以うて遇官された松坂和夫先生の記念号に執筆するに当って何が

　　　適当な材料か考えた．私自身も先生と同時期に一橋犬学を離れることになった

　　　が，一橋大学在任中，先生のr集合・位相入門」（岩波書店）を参考書に指定

　　　し，集合や位相空間の講義を行なった．その中で特に実数概念を詳しく教えた

　　　いと思い多少とも工夫した積りであづた．その講義録めいたものではあるが，

　　　実数概念について書いてみたい．

　　　序．今日，実数体とは連続性の公理をみたす順序体であると認識され，いろい

　　　ろな導入法が知られているが，大学初年次の学生に対し実数の概念を明確に捉

　　　えさせるのに，どの方法でも分かり易いとは言い難い．ここでは無限十進小数

　　　の全体を実数全体と捉える立場を取り徐々に実数体の本質に迫り，本質が見え

　　　たところで実数の有界閉区間で定義された連続関数の重要な性質を導くことに

　　　する．

　　　　本論に入る前に，なぜ実数の概念を学ぷ必要があるのか問題意識をもっても

　　　らいたいのでガイダンスを付けた．

　　　ガィダンス．今日，日常生活を営む上で数量概念は必要欠くぺからざるもので，

　　　人は赤ん坊の頃から数を教えられる．一歳ともなれぱ人差し指を一本立てて

．　　「私は或いは僕は一歳です。」という表示を親は教え込むであろう．その後，親

　　　は子供が，いろいろなものを数えられるように，時計を読めるように，お金を

．　　使えるように，おやつを仲良く分けられるように，いろいろなゲームを楽しめ

　　　るように数量概念，数字，位取り，順番などを教えるであろう．

　　　　小学校に入ると，先生から自然数，分数，小数を少しずつ体系的に習うであ
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（50）　　　　　　　　　　一橋諭叢　第104巻　第3号

ろう・．中学校では正の数ぱかりでなく，負の数も習い，また数直線の話も聞く

であろう・高等学校にあって付，一実数，数直線，犬小関係，四則演算などを今

まで習づてきたことのまとめのような形式で教えられるであろう．　　　　　　　七

　しかしながら，この段階まではr実数の連続性」と呼ぱれる重要な性質を習

うことはない．徴分積分学の基礎としてr実数の連続性」は重要なのだが，高　　　．

等学校の段階では論理思考の難しさ，もあり，図形的直感或いは暗黙の了解に委

ねることにし，明確に話されることはないのである．

　高等学校では多項式の徴分積分をまず教え，その後に指数関数，対数関数，

三角関数や無理関数の徴分積分を教えるようになっている．徴分積分の定義に

数列或いは関数の極隈を考えるということが出てくるけれども，数列或いは関

数の極限というものの直感的説明はしても数学的に明確な説明はし奏い．

　極眼というものを考えると言うからには，その極隈といわれるものが本当に

あるのかないのかが当然問題になる．自然対数の底8は

　　　　　　　　　　　　　　　　1i㎜（♂一1）伍＝ユ
．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　仰一咄

　　　となる数ω＝8として定めてあるが数学的に明確にいえることなのか．円周と

　　　直径との間の関係式の比例定数πのあることはどうしてよいのか．有隈閉区間

　　　で連続関数は最犬値も最小値もとるといわれるが本当にそうなのか．

　　　　こうした問題に明確に答えるためには，極限の概念を明確に捉えることが必

　　　要なぱかりでなく，実数の概念もまた明確にしなけれぱならないのである．実

　　　数は有限小数または循環小数として表される有理数と循環しない無限十進小数

　　　として表される無理数とからなり犬小関係があり四則演算ができると言われる

　　　が，有限時間に書けない無限十進小数の和や積がどう定められていたかという

　　　ことさえ疑問ではないだろうか．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一

　　　　以上のような理由から，．実数の概念や極隈の概念を明確にすることを以下で

　　　少し詳しく説明したい．・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　我々は初めのうちは実数を無限十進小数自身のことと捉える．但し，有理数

　　　の範囲でも既に後に説明するように
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実数について （51）

1im1O■冊＝O
冊■，蜆

．　　　であるから，

　　　　　　　　　　　　　　　　　1，000…　＝0，999…

．　　　などと同一視する．この同一視のもとであらゆる無隈十進小数を実数と捉えれ

　　　　ぱ一つの無隈十進小数の小数第肌位までで表される有理数の数列の極限をすべ

　　　　て奉数として取り込んだことになりr実数の連続性」が成立することになる．

　　　　実数の概念を明確にする上でもっとも基本的なことは大小関係である．幼い頃

　　　　に，大きい小さい，高い低い，長い短い，多い少ない，重い軽いなど，ものを

　　　　比較する体験を重ねるうちに数量概念が形成されてくると思われるが，摘象的

　　　　な概念構成においても犬小関係が根本になる．

　　　　1．r数」の概念は自然数，自然数及ぴO，非負の有理数，有理数と拡張され

　　　　てき，有理数が有限十進小数として表されることが認識される．ここから一歩

　　　　進んで，あらゆる無隈十進小数もr数」の仲間であるとする考えが生まれる．

　　　　実数概念の誕生で1ある。循環節のない無眼十進小数を無理数ということにし，

　　　　有理数と無理数を併せて実数ということにするのである．

　　　　　このようにr数」の概念を有理数から実数に拡張したとき，何か新しく良い

　　　　ことがあるだろうか．有限時間内では決して見ることができない無限十進小数

　　　　を考えるということにどんな意義があるだろうか．

　　　　　有理数の範囲では四則演算ができ，結合法則，交換法則，分配法則などが成

　　　　立していた．また，大小関係も，考えられた．実数は有理数のもっていたこの

　　　　ようなことを保持し，さらに良い点ももちあわせているのだろうか．

‘　　　　ここで，一つ問題を考えてもらいたい．

　　　　　《間題1》　α1＝1，α冊＝（4＋3α掴一1）／（3＋2α嗣一1）（れ≧2）とするとき，伽く2，α冊

．　　　＜α兄。1がすぺての肌に対して成立することを示せ．

　　　　　実際に計算してみると

　　　　　　αF1。
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（52）　　　　　　　一橋論叢第104巻第3号

　　　　　　　　　　　7
　　α2＝1．4　　　　　　　　　：一

　　　　　　　　　　　5

　　　　　　　　　　　41
　　α3害1．41379・・…・・　　≡一

　　　　　　　　　　　29

　　　　　　　　　　　239
　　α4≡1．41420・・…　．　≡一
　　　　　　　　　　　169

　　　　　　　　　　　1393
　　α5＝1．414213・・・…　　＝一
　　　　　　　　　　　985

　　　　　　　　　　　8119
　　α6＝1．4142135　　　　＝一
　　　　　　　　　　　5741

などとなっており，

　　（O）α冊の整数部分は，すぺて1である．

　　（1）第2項以降小数第1位は4である．

　　（2）第3項以降小数第2位は1である．

　　（3）第4項以降小数第3位は4である．

ということが見える．従うて，

　　（O）’椛≧犯o＝1に対して，

　　（1）’肌≧椛1＝2に対して，

　　（2）’肌≧椛2＝3に対して，

　　（3）’れ≧肌3＝4に対して，

1伽一α冊。1〈1

　　　　　11伽一α冊，1く一

　　　　　10

　　　　　11伽＝α蜆，1＜靹

　　　　10

　　　　　11αパαπ．1＜靹

　　　　10

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　、ということが分かる．番号が犬きくなるにつれ，それ以後の番号の項が一の何
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　10
乗という小さな差の範囲に全部あるということが分かる．数列（α・）蜆・〃は番

号肌が大きくなるにつれ，ある数にだんだんr近づいている」ようである．こ　　　．

こでr近づいている」ということを数学的に定義してみよう．今は，有理数の

数列が有理数に近づくということだけ定義する．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　実数について　　　　　　　　　　　　　（53）

　　　　　星塾有理数列（α嗣）蜆・〃が有理数αに近づくまたは収束するとは，任意

　　　　の此∈〃に対して，ある番号側o∈〃があって肌≧肌oである番号椛について
　　　　　　　　i’　I伽一α1・万が成立することであると定める・このとき，αを（α、）肥、。の極

　　　　限であるという．

。　　　　αを含む区間をどんなに小さく設定しても番号が相当に大きくなれぱ，それ

　　　　以後の項がずっとその設定区間に入るということである．

　　　　　　　　3　　　　3　　　　　　　　　1　　　例・σr＋．I1＋Fとお／とき・σ一了1こ近づ1・

　　　　　さて，簡単に次のことがわかる．

　　　　命題・有理数列（岨冊）蜆“がαに近づき，有理数列（b冊）蜆、〃が石に近づくも

　　　のとする．ヒのとき，有理数列（α冊十6冊）皿、〃，（σ珊一あ冊）皿、〃，（α冊ろ冊）冊、〃はそれぞ

　　　れ岨十b，卜b，α凸に近づく．

　　　　問．この命題を示せ．

　　　　ここで，もう一度問題1の有理数列（σ冊）皿、〃

　　　　　　　　　　　αF1，α冊＝（4＋3α肥一）／（3＋2α冊．。）（肌≧2）

　　　を考えてみる．もし，この有理数列が有理数αに近づくとしたら

　　　　　　　　　　　　　　　α皿（3＋2α皿一、）＝4＋3α肥．、

　　　に上の命題を使って

　　　　　　　　　　　　　　　　σ（3＋2α）＝4＋3α

　　　よって・皿2＝2となる・良く知られているように2乗して2となる有理数はな

　　　い．だから，この有理数列（α冊）肌〃が「近づくべき数」は無理数πであろ

　　　う　後に見るように実数列の収束の意味で，この有理数列である実数列（α冊）

　　　舳は実数πに収束することが分かる．このようなことを導くための根拠

　　　がr実数の連続性」と言われるものにある・それを説明するためにいくつか用

　　　意しなけれぱならない．

2．再度言うが，実数とは，無限十進小数
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（54） 一橋論叢　第104巻 第3号

　　　　　舳w［：∵㌣、丸、、一9帆㌧れか1

．のことだとする．ただし，O・99…と1．00…とは同じものとみなすように，

α。．α。α。…α伽…　とβo．β。β2…β冊…　とは，αo＝βo，…，α庇＝β庇，α店十1＝β庇十1＋1，α硅十・

＝…＝O，β舳≡…＝9のとき同じものとみなし，αo．αIα2…αm…　という有限十

進小数の方を採用するのを原則とする．

　実数についても大小関係が考えられる．

　2つの実数α＝α。．αエα。…α柵…とわ＝βo。β、β。…β㎜…　について，αがbより

小さいとは，ある此∈W）｛0｝があって，

　　　　　αo＝β。かつ…かつα庇一Fβ丘一エかつα比＜β硅かつσ≠あ

　　　　　（これのなかにα・＝bの場合があることに注意）

であるこ一とをいう．このとき，α＜bで表す．bはαより大きいともいう。

αく凸又はα＝石のとき，α≦bで表す．

　　（i）任意の実数αについて，α≦と

　　（ii）任意の2つの実数α，bについて，ω≦bか凸≦αのとき，α＝あ

　　（iii）任意の3つの実数α，b，oについて，α≦bかつb≦oのとき，α≦o

が成り立つのが分かる．

　問．（i）（ii）（iii）を示せ．

　任意の2つの実数α，あについて

　　　　　　　　　　　　　　α〈b，α＝b，b＜α

のいずれか一つだけが成立する．

3．実数列（α冊）刑、〃が単調非滅少であるとは，

　（3．1）すぺての番号肌∈Wに対して，α抽≦α肥。1

が成り立つことをいう．

　実数列（α皿）“〃が上に有界であるとは，

　（3．2）ある実数皿があって，すぺての番号椛∈Wに対して，ω冊≦〃

が成り立つことをいう．このとき，〃は（α冊）舳〃の一つの上界であるという．
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　　　　　　　　　　　　　　葵数について　　　　　　　　　．　　　（55）

　実数αが実数列（α冊）柵、〃の上隈であるとは，

　（3．3）αは（α肌）肌〃の一つの上界である．づ．8．∀帆∈Wα皿≦ω、

　（3・4）実数ろ守ゐ＜αをみたすとき，凸＜α伽≦αとなる番号肌oがある，

という2つの性質をもつことをいう．後者は，

　　実数ゐがすべての肌∈wに対しα机≦ろならα≦わ

ともいえるから，上隈とは上界のうち最も小さいもの，即ち最小上界のことで

ある、上限を，sup（α冊）柵ωで表す．

　これだけ準備すると，r実数の連続性」を次のように言える．

　　　　　　　実数の連続性Ver・UMS

　　　　　　単調非減少かつ上に有界な実数列（α冊）舳には

　　　　　上隈．sup（α冊）舳が存在する．

　問題1の有理数列（α珂）州は，単調非減少かつ上に有界であり，有理数の

範囲では上限がないとしても，実数まで範囲を拡げると必ず上限があるという

ことが，実数の遠続性によって保証されるのである．

（実数の連続性の証明）　ここでは，実数を無隈十進小数と捉えている．そのと

きは次のように証明する．

　各番号πに対して，α冊が

　　　　　　　　　　　　απ＝αO冊．α。皿α2冊…α冊冊…

と表されるとしよう．また，（3，2）にいう〃が

　　　　　　　　　　　　〃昌〃0．皿1妬…〃㎜…

と表されるとしよう．上の表で，有限小数で表すことが可能なときはそれを必

ず採用することにしておく．

　すべての椛∈wに対して

　　　　　　　　　　　　　　　α肥≦〃

であるから，≦の意味から，すぺての肌∈1V’に対して

　　　　　　　　　　　　　　　αO冊≦〃O一

一方，すべての犯∈〃に対して

319



（56）　　　　　　　’橋論叢第104巻第3号

　　　　　　　　　　　　　　　α兄≦α冊1

であったから，

　　　　　　　　　　　　　　　α♂≦αo皿十1

であるから，ある番号冗oがあって，それ以上の番号の整数部分は一定，即ち

　　　　　　　　　α。呵r1〈α。伽＝α。冊十1＝α。珂十2＝…≦〃。　　　　　　　　・

とならなくてはいけない．

　次に番号がπo以上のものについて小数第1位をみる．

やはり，≧の意味から

　　　　　　　　　　　　　　α1冊≦α1冊十1≦9

であるから，ある番号肌1以上は小数第1位が一定である．以下，同様に考え

て，小数第ん位は，晦以上で一定であるとしよう．ただし，

几O≦帆1≦…≦晦≦…となっている．

　このとき，α＝αo冊0．α1皿1α2”’…α比冊．一・・という実数がsup（α皿）舳〃に他ならない．

α止冊．の取り方と≦の意味から

　　　　　　　　　　　　　　　　α呵≦α

がすべての侃∈wに対して成立する．また，占＜ωとすれぱ，

　　　　　　　　　　　　　＾＝βO．β。β里…β珀…

とおくとき，〈の意味から，ある此に対し

　　　　　　　　　　β0≡αO肋，…，β店＝αO伽，β正十1くα0～1，

となるから，あくα舳、≦αとなる，（証明終了）

　　　　　　　　　　　　　　’　　1．．　　⊥．　　　　　　　　　　　　　一〇’α1．αパ’

　　　　　　　　　　　　　ヅ小．．αハ’’

　　　　　　　　　　　　　ヅα1州1．1α1岬．’．　　　　　　　・

　　　　　　　　　　　　　ヅバー一ψ．’’

　双対的に（不等号を反対向きにして），単調非増加，下に有界，下限，infを

定義して次のことを示せる．
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実数について （57）

　実数の連続性Ver．LMI

　単調非増加かつ下に有界な実数列（α冊）冊、〃には

下限mf（α冊）何。〃が存在する．

4．実数列（α冊）肌〃が実数αに収東するということを次のように定義しよう

　石＜αをみたす任意の実数ろとα〈oをみたす任意の実数oに対して，ある

番号吻，。があって，肌≧吻，。となるすぺての番号椛について，

　　　　　　　　　　　　　　　あくα兄くo

となる．

　このとき，αを（απ）“押の極限といい，

　　　　　　　　1imα冊＝α，α＝1imα冊，α冊→α（椛→十〇〇）
　　　　　　　　π→十蜆　　　　　　　　　π一．十岨

で表す．

　命題一実数列（α冊）舳が収東列ならぱ，上にも下にも有界である．’

　命題・2つの実数列（α冊）“〃，（ろ冊）肥帥がそれぞれα，bに収東し，また，す

べての肌∈wに対し，α冊≦b冊であるとすれぱ，α≦あである．

　命題・（はさみうちの原理）3つの実数列（α冊）肚〃，（b冊）蜆、〃，（oπ）冊。〃があり，

すぺての冊∈wに対し，α冊≦o肥≦bπであるとする．（α冊）何。〃，（石冊）蜆、〃が収束

し・工＝limα冗＝1imろ兄ならぱ，（o肥）舳〃も収東し，極限は1に等しい．
　　　冊・■十固　　　　　　冊一●十軸

問．上の命題を示せ．

r実数の連続性」から次の定理を導ける．

　　　　　　　実数の連続性Ver・UMC

　　　　　　　単調非減少かつ上に有界な実数列（α冊）祠、〃は収

　　　　　　束する．その極限は，上隈sup（α兄）皿、〃に等しい．

　実数の連続牲Veエ．LMC

　単調非増加かつ下に有界な実数列（α柵）冊、〃は収

東する。その極限は，下限mf（α冊）皿、〃に等しい．
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（58） 一橋論叢一第104巻　第3号

一実数列に関する公式

　実数列（α冊）舳〃，（ゐ弼）肌〃が収東し，その極隈がそ

れぞれα，あであるとする．このとき

lim　（α冊十あ冊）＝α十ろ，1im　（α冊一あ冊）＝α一ろ

祀→十〇〇　　　　　　　　　　　　　　　　而■．十岨

　　　　　　　　α冊　α1imαπゐ冊≡ωろ，1im　一＝一（ただしあ≠0，ゐ胞≠O）
h＋。。　　　　　皿→十蜆b冊　あ

問．上の公式を示せ．

注一ここに至って，α1＝1，α冊＝（4＋3伽一1）／（3＋2α冊一1）で定められる実数列が

収東し，極限がπと卒ることがわかる・前に調ぺたようにこの実数列は上

に有界かつ単調非減少であるから，実数の連続性▽er．UMCより収東する．

極限をαとおくとき，公式から

　　　　　　　　α（3＋2α）＝4＋3α．．．2α2≡4づ．ε．α2＝2．

よって，極隈は2乗して2になる実数である．α珂〉Oだから，α＝πである．

5．さて，次に実数の演算について考えてみる．

　　　　　　　　　α≡α〃1α・…α冊…，トβ・．β・β・…β冊…

を2つの実数とする．これらに対して，椛∈Wについて

　　　　　　　　　　　α・　　α冊　　β・　　β皿
　　　　　　　α冊＝αo＋一十…　十7，b冊＝βo＋一十…　十丁颪
　　　　　　　　　　　10　　　　　10　　　　　　　　10　　　　　10

とおく．α皿，．b皿は有理数で和積等を考えられる．

　和．o冊＝α冊十bπで定められる有理数の実数列（o冊）・鮒を考えると，これは

上に有界かつ単調非減少であるから収束する．その極限となるsup（θ冊）冊・〃を

α十ゐとおく．

　差．まず一bを定義する．有理数の実数列（一凸冊）榊〃を考えると，下に有　　　　’

界かつ単調非増加であるから収東する．その極隈はinf（一b冊）“〃でそれを

一凸とおく．α一あ＝ω十（一ろ）と定める．
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実数について （59）

問。　　　　　　　σ十ゐ＝6＋α，（α十凸）十〇＝α十（ろ十〇）

　　　　　　　　　α十0＝0一トα，α十（一α）＝（一α）十α＝0

　　　　　　　　　α≦bのときα十〇≦6＋o

　積商については「Cauchy列」の収束性を述べてからにする．ただし，αの

肌個の和は，自然数椛とαの積と同じとし，肌αで表すことだけ定めておく．

　　　　　　　　Archmedesの性質VeLA山

　　　　　　　αを正の実数すなわち0くαとする．

　　　　　　実数列（肌α）“〃は上に有界ではない．

．証明．もしも，（犯α）肌〃が上に有界であるなら，単調非滅少でもあるから実

数の連続性VeL　UMSにより，上隈αが存在する．

　　（i）すぺての椛∈wに対して，冊α≦α，

　　（ii）あ＜αならぱ，b＜犯oω≦αとなる番号肌o∈wがある．

という2つの性質をみたす．（ii）の凸としてα一αをとると

　　　　　　　　　　　　　　　α■α＜肌oα≦α

となる肌oがあり，よって，α＜（犯o＋1）仏これは（i）に反する．

従って，（ω）州は上に有界ではない．（証了）

Aτchimedesの性質Ver．Ao

　　ユ
1im一＝O
冊→十。。犯

　　　証明．Archimedesの性質VeL　A。において，α＝ε〉0とおくと，（鵬）冊、〃が

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　上に有界ではないから，1＜椛oεとなる椛o∈Wがある．よって，一＜ε．肌o≦冊
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　肌o．　　　　　　　　　　　　1　1　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　1　　　（脈W）ならぱ，一≦一であるから，一ε＜0＜一くε．従って，1im一＝O．（証
　　　　　　　　　　　　肌　肌0　　　　　　　　　　肌　　　　　　。。十州椛
　　　了）

　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　1
．　　間．lim扁；0を示せ。（肌＜2冊すなわち，一く一に注目する．）
　　　　　h＋蜆2　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　肌

　　　　Archimedesρ性質はVer．Aoの型で用いられることが多い．　　1
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（60） 一橋諭叢　第104巻　第3号

　区間縮小法の原理
　PrincipleofSu㏄essive　Division（PSDと略す）

　2つの実数列（απ）肌〃，（b冊）舳〃について，

α。≦α冊十1≦ゐ州≦ろ冊（皿E　w）

1im　（b肌一α祀）≡0
刊→十固

が成り立っていれぱ，（α皿）舳w，（ら冊）冗ω

は共に収東し，極限が一致する．

証明・（απ）州は上に有界な単調非減少列で，（あ冊）“〃は下に有界な単調非増

加列なので，実数の連続性Ver－UMC，Ver．LMCにより，それぞれ収束する．

1im（bバα皿）＝Oなので，公式から，1im6吊一1imα冊≡0すなわち，2つの極
皿一一十唖　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π→十岨　　　　皿→十胆

限は一致する．（証了）

　実数列（απ）舳に対して，番号を部分的にとって得られる実数列すなわち，

晃∈Wに対し肌（ゐ）∈Wを，肌（ゐ）＜肌（叶1）であるように定めて，その番号を

もつ実数列（α冊ω）舳を考えることがある．こういった実数列を（α肥）π、〃の

部分列という．

一実数の連続性Ver。（BOlzano－Weierstrassの性質）

　　上にも下にも有界な実数列（απ）“〃は

収束する部分列（α冗ω）庇ωを含む．

証明．実数㎜，〃があって，すべての帆∈〃に対し，肌≦α冊≦〃であるとし

1l・［吻肌去『1たは・［肌判の中1｝・・の無隈の項が含まれ

る．無限の項を含む方の区間を11とする．11をさらに2等分すると，（α冊）　　’

榊〃の無限の項がどちらかに舎まれるので，舎む方を／2とする．以下，帰納

的に，1‘を1ト、が定まったとして，1店一。を2等分して得られる区間のうち　　　・

（α冊）舳〃の無限の項を合む方と定める．このように1店を定め，1硅≡［あ比，θ珪］と

おくと
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実数について （61）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃一肌
　　　　　　　　　　　　　～≦ゐ糾1≦0舳≦伽，0比一bFrコー
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1．　　であるから，区間縮小法の原理と，1im石＝0より，J≡1imあFlim　o店があ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　h＋蜆2　　　　　　　　　旧十岨　　　冊＿一十蜆

　　　る．α冊ωをα兄ω∈ムすなわち，b店≦α皿ω≦伽，れ（晃）＜肌（胎十1）と選ぺぱ，は

．　　さみうちの原理により，1imω皿ωがあって，1に等しい．（証了）
　　　　　　　　　　　　　　旧十蜆
　　　《例》αF1，ω皿昌（2＋α。一1）／（1＋α兄一1）（肌∈W）で定められる実数列は，上にも

　　　下にも有界で，奇数番号の項からなる部分列（ω2H）伽〃は上に有界かつ単調

　　　非滅少，偶数番号の項からなる部分列（α眺）比・〃は下に有界かつ単調非増加で

　　　それぞれともにπに収束する．

6一実数列（α冊）“〃がCauchy（または，基本）列であるとは，次のことを

みたすことをいう．

　任意の正の実数εに対して，εに依存して定まる番号肌．があり，π、以上の

番号肌，肌については，一ε＜απ一ω冊くεである．

命題．Cauchy列（α。）“πは上にも下にも有界である．

命題。Cauchy列（伽）舳が収束する都分列（σ冊ω）比∈〃を含めぱ，（α冊）舳

自身が収東し，1im伽一imα冊ωである．
　　　　　　旧十由　　　　い十蜆
問1上の命題を示せ．

　　　　　　　Cauchyの収束判定法

　　　　　　実数列（α冊）眺〃が収束するための必要十分条件

　　　　　　は（伽）冊〃がCauchy列であることである．

1　　証明．Cauchy列は上にも下にも有界であるから，実数の連続性VeL　BWよ

　　　り，収束する部分列（α。ω）。帥を含む．従って，（α冊）庄帥自身も収束する．

．　　（上記の命題を使った．）

　　　　（伽）胴州が収束列であれぱ，1伽一α冊1≦1α冊一1im伽1＋11imα冊一α㎜1を用い
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　皿1＋百o　　　　　h＋的
　　　てCauchy列であることを示せる．（証了）
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（62）　　　　　　　　一橘論叢第104巻第3号

　ここで，前に残しておいた実数の積，商を定めよう．記号は以前のようであ

る．

　穣．d冊＝α冊6。とおく．これは有理数の範囲の積だから考えられる．　　　　　　’

　犯≦伽として

　　　　　　　　　d冊一d冊＝α冊あ伽一α冊b冊　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　　≡（α冊一α冊）ろ刎一伽（凸㎜一あ冊）

だから，

　　　　　d㎜一み≦1伽一απllろπ1＋1α冊11ろ伽一ら例1

・［、島・・ふ1（1剛・州十・）

　　　　　　　　　　1　　　　　　　　＜下（1βol＋1αol＋2）
　　　　　　　　　10

　従って，（d冊）蜆榊はCauchy列である．1imみをα凸と書き，αとbの積
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蜆十←冊
ということにする．

　　　　　　　　　　　　1　商。b≠0に対して，ガ㌧一をまず定める．b≠0だから，ある番号冊o以
　　　　　　　　　　　　ろ
上の番号犯に対して，1ろ抽1＞z≠0である．有理数b冊の逆数ら皿■1≡⊥．は考え

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　b兄
られる．肌≦肌とするとき，

　　　　　　まま一1石詰・去［烏・…・÷1令・去

1一て・［去｝舳は・・・…列だから汰去がある・それを÷一ポ

　　　　α　　　1で表す．一＝α・一＝αあ一工と定める．
　　　　6　　あ
問．αb＝ろα，（αb）θ＝α（凸o），α・1＝1・α＝α，αα．1＝ガ1α＝1，

　　（α十ゐ）o＝ω十ゐo，α（b＋o）≡肋十ω，

　　0≦α，0≦bのとき，d≦泓
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実数について （63）

　λ≠φ，刀≠φ，λ（B＝φ，兎＝λ）8

　すべてのα∈λ，すべてのb∈Bに対し，α＜b

をみたすものとする．このとき，

　（i）maXλが存在して，min3が存在しない

または，

　（ii）maXλが存在せず，minBが存在する

このうちのいずれか一方のみが成立する．

証明．∠≠φ，3≠φだから，それぞれに含まれる元，ω，bを一つずつ選ぷ．α＜石

となっている．αO害α，bo＝bとし，帰納的吻，b庇を次のように定める．児＝λ

　　　　　　　　　　吻＿1＋b比＿1
）万，■（石＝φなので　　　　＝o庇はλまたは石のいずれか一方に属す
　　　　　　　　　　　　2
る．

　　　　　　　　　　6比∈λのとき，吻＝o砧，ろ珪≡bト1

　　　　　　　　　　○庇∈石のとき，吻呂吻＿1，あ庇＝o畦

と定める、このとき，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　石一α
　　　　　　　吻≦吻十1≦凸此十1≦石庇，6比一吻＝一颪一，吻≦吻≦伽
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

である．ρ，g≧危のとき，

　　　　　　　　　　　　　　　ろ一ω　　　　　あ一α
　　　　　　　　　　1αp一αol≦T，1あp－bol≦rr
　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　2

　　　　1で，1im万呂0であるから（α比）此帥，（ろ茄）止。〃はCauchy列であり収束する．
　　』十。。2

1im（6r晦）＝0だから，その極隈は一致し，さらにはさみうちの原理により，
止→十〇〇

1im　o正＝1im吻＝limあ吐＝oとなる．・
丘一一十岨　　　　比一一十蜆　　　　比一一十軸

o“またはo∈Bのいずれか一方が成立する．

（i）o“とする．．αuとし，o＜αであると仮定すれぱ，極限の定義から，

o≦凸皿。〈αとなるろ冊。∈刀があり，3の元は■の元より必ず大きいことに反す

る．矛盾．よってα≦Oでなけれぱならない．ゆえに，6＝maX■．minム＝d

があるとしたら，o〈dで，再ぴ極限の定義から，o≦ゐ冊。＜dとなる凸祀。∈Bが
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（64）　　　　　　　　一橋諭彊第104巻第3号

あり，dがBの最小値であることに反する．ゆえに，minBは存在しない．

（ii）o∈3とする、b∈Bとし，凸＜6であると仮定すれぱ，極限の定義から，

ら＜α冊。≦oとなる伽。“があり，λの元はBの元より必ず小さいことに反す

る。矛盾．よって，o≦bでなけれぱならない、ゆえに，o＝min亙

maXλ≡dがあるとしたら，d〈oで，再ぴ極隈の定義から，d〈α・。≦Oとなる　　　・

α皿。∈λがあり，dがλの最大値であることに反する．ゆえに，maX∠は存在

しない．（証了）

一実数の違続性VeL　W（Weierstrassの上限存在定理）

　　上に有界な空でない児の部分集合∠には，上限supλが

存在する．ここで，supλとは

　　（1）すぺてのα∈∠に対して，α≦sup∠

　　（2）　bくsupλならぱ，ゐ＜α≦supλとなるα∈∠がある．

　　　　すなわち，すぺてのαuに対して，

　　　α≦bならぱ，supλ≦bである．

　　という性質をもつ実数のことである．

　証明．λは上に有界であるから，

　　　　　　　3害⑫∈児1すぺてのα“に対して，α≦ゐ｝

という集合を考えると，3≠φ．0を3の補集合とすれぱ，0≠φで，3）0；児．

また，o∈0ならぱ，あるα“があってo〈αとなるから，ろ∈3に対し，

o＜ゐとなる．実数の連続性Ver　Dによれぱ，max0があってmin3がな

いか，min刀があってmaXσがないかのいずれか一方のみが成立する．

　（i）max0があって，min3がない，とすれぱ，oo＝max0∈0だから

　　　　　　　　　　　　　　　　　　60＋α　　　　　θO＋α
　　　　θoくαとなるα∈∠があり，bo＜一＜αだから，一ε0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　　2

となり，oo＝max0に反する．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

従って，

　（ii）min3が存在し，max0が存在しない
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が成立する．

　　　　　　　　実数について

よって，suP■＝min3が存在する．（証了）

（65）

8・以上のように，我々は，実数を無限十進小数の全体の集合であるとして出

発し・犬小関係を導入し・実数の連続性の様々な側面およぴ四則演算のできる

ことをみてきた、

　ここで・振り返ってみて・実数がどういう性質で特徴付けられるか考えてみ

よう．実数には，犬小関係が定められており，また四則演算が可能であった．

一般に，このようなものを順序体であるという．実数の連続性の様々な表現を

次から次へと導ぴいて来たが，その証明は1順序体であるということのみ使用し，

無限十進小数が元であるという固有の性質は使われていない．従つて，順序体

においては，

　一→　連続性Ver．UMS→連続性VeL　UMC一
　　　　　　　‡　　　　　　　工
　　　　連続性VeL　LMI→連続性Ver．LMC

　PSD区間縮小法の原理とArchimedes性質　←
　　　　　　　↓

　　　　連続性Ven　BW→Cauchyの収束判定法とArchimedesの性質
　　　　　　　　　　　　　　　　　↓
　二連続性VeLW←連続性V，LD

のように次から次の性質が導びかれる・順序体であって，上の性質の1つ，従

って，すべてをみたすものKを考えると，

　（8・1）K∋1，Oで，和差積商をとることにより，有理数の全体の集合9を

　　　　自然に合んでいることがわかる．

（8．2）K∋αに対して，αo≦α＜α〇十1となる整数α。の定まることがわカ、る．

（8・3）K∋αに対して・有理数列1冊一1哨・…・箒が定ま一て・担。。

　　　α冊＝αとなる，ことがわかる

（・・）有理数列α肌；α叶…・箒は・必ず収束し，粗蜆1冊はある・の

　　　　元を表す，ことがわかる．

実数概念の本質は・連続性をみたす順序体であるということである．そして，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、言29



（66）　　　　　　　一橋論叢第104巻第3号

無限十進小数は実数の1つの表現にすぎないことがわかる・一

9．区間1（［α，bコ，［α，あコ，［α，石］，（α，b））で定義された関数∫（”）を考える．oを　　　’

τの内部の点または（1に含まれても，含まれなくてもよいが）端点とする．”

が1の内都からoに近づくとき，∫（”）が実数γに近づくとは，・任意の正の実　　　・

数εに対して，ある正の実数δをとると

1”一〇1＜δ，”∈1となる”に対して1∫（”）一γ1＜εとなることをいう．このとき，

γを”が∫の内部から0に近づくときの∫（”）の極限といい・

　　　　　　1im∫（・）≡γ，lim∫（・）≡γ，∫（・）→γ（㈹，・∈1）

　　　　　　o→〇一‘∫　　　　　　　　1．一〇，o｛■

で表す．数列のときと同様に次の公式，原理が成立する．

《公式》　1im　∫（”）≡α，1im　g（”）：βとする．
　　　　　o・一〇ψ‘1　　　　　　　o一．O，坦E1

　　（1）　lim　　（∫（”）十9（”））＝α十β

　　　　　O→O，“■
　　（2）　1im　　（∫（”）一尻（”））：α一β

　　　　　品一・o，“1

　　（3）　lim　ブ（”）9（”）＝αβ

　　　　　州“■　　　　　　　　　∫（”）α
　　（・）β判・・（・）・・（・11）のとき・装。、、祠＝万

　　（5）すべてのz∈1に対し，∫（”）≦g（”）のとき，α≦β

《関数の極限に関するはさみうちの原理》∫で定義された3つの関数∫（”）・

。（。），ん（・）について，∫（・）≦ゐ（・）≦・（・）（・1・）であり・かつ・島。、∫（・）＝

1搬躰呈、・（・）一1があれぱ・鷲岳。、尻（疵）もあってユに等しい・

間．上言己の公式，原理を示せ・（定義を素直に書き下すとよい・）

　さて，区間1で定義された関数∫（”）が1内の点oで連続であるとは，

　　　　　　　　　　　　　　1im∫（・）≡∫（・）

　　　　　　　　　　　　　〇一〇，o∈『

が成り立つこ一とをいう．1の内部の任意の点oで八”）が連続であるとき，1
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　　　　　　　　　　　　　　実数について　　　　　　　　　　　　　　（6ア）

上で1（”）は連続であるという．次の命題は関数の極限公式からわかる．

《命題》∫（”），g（”）がともに，”＝oで連続ならぱ，

　　　　　　（∫十9）（ω）＝／（”）十9（”），（プー9）（”）＝∫（”）一9（”）

　　　　　　（力）（”）＝∫（”）9（”）

蝋・（・）・・（州）の1l・［手1（・）一駕

も”司で連続である．

問．上の命麺を確認せよ．

有限閉区間∫上の連統関数は，次のような重要な性質をもつ．

《中間値の定理》有界開区間［α，ゐコ上の連続関数∫（”）は，∫（ω）と∫（ら）の

間の任意の値γを［α，あ］内でとる，すなわち，o∈［α，bコで／（6）＝γとなるも

のがある．

証明．∫（α）＝／（b）のときは明らかである．∫（α）＜プ（ろ）とする．。、≡出工お

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
き，

　　　　　　　　　　　／（01）〈γなら，α1＝61，b1＝凸

　　　　　　　　　　　γ≦∫（01）なら，α1＝α，石1＝01

とおく以下，帰納的に，吻一。，1凸．、を定めていき，。比一～十凸1一・とおき，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
σ比，ろ胎を

　　　　　　　　　　∫（吹）〈γなら，α店＝伽，b正≡ゐ比＿1

　　　　　　　　　　γ≦／（伽）なら，吻＝二晦＿1，ろ店＝伽

と定める・このとき，吻≦吻、、≦1此十、≦・砧，1正一α比一宇であるから区間縮ノ』、法

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
の原理より，1im吻＝1imろ比＝oがあるが，
　　　　　　丘一十肥　　　』十岨

　　　　　　　　ル）＝lim∫（α比）≦γ≦lim∫（ろ庇）＝∫（・）
　　　　　　　　　　　圧一■十皿　　　　　　　　　　止一一十蜆

が連続性と極限の大小関係からわかる・よって，∫（o）＝γ，o∈1となる．
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（68）　　　　　　　　　　一橋論叢　第104巻　第3号

／（ろ）＜∫（α）のときも同様セある．（証了）

例．∫（”）昌”㎜を［O，o］で考えることにより，α∈［O，o］の刎乗根bの存在を中　　　　’

間値の定義を用いて示せる．（ここで0はαに応じて適宜定めるものとする・）

《最大値最小値の存在定理》有界閉区間［α，あ］上の連続関数は最大値と最小値　　　・

とをとる．すなわち，”冊，吻∈［σ，bコがあって

　　すぺての”∈［α，ゐコに対し，／（”冊）≦／（”）

　　すぺての挑［α，わコに対し，∫（”）≦∫（吻）

が成り立つ．

証明．まず，∫（［α，6コ）＝｛∫（”）；”∈［α，ろコ｝が上に有界であることをいおう．

すなわち，

　ある実数γがあって，任意の自然数犯に対し，／（”）≦γとなる・もしそう

でなけれぱ，任意の自然数冊に対し，肌≦∫（”。）となる”㎜∈［α，b］がある・実

数列（”把）柵、〃は，上にも下にも有界な実数列だから，収束する都分列（”呵ω）

此、ハがある．lim”冊ω＝正も［α，凸コ内にあり，∫が連続だから，∫（一）一im
　　　　　　伯‡。。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　正一・十蜆

∫（”冊ω）が成り立つ．ところが，（伽）胱〃の決め方から，1im∫（z冊ω）は有隈

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　』十冊
実数値として存在しない．矛盾．よって，∫（［α，凸コ）は有界である一

　さて，γ昌∫（o）となる6∈［α，ろコがあれぱ，”〃＝o，”＝γとおけばよい．そ

うでないとき，なんでもよいから，O∈［α，ろコをとり，β＝∫（・）とおき，β。＝β，

γ。一γとお／。以下，帰納的に，β店一。11一。を定め，α戸β北■1去γト1とお／と

き，

　　　　　　　　　α比∈∫（［α，あコ）なら，β店＝α此，γ丘＝γ比一1

　　　　　　　　　α砧ξア（［α，ゐ］）　なら，　β此＝β花＿1，γ庇＝α比　　　　　　　　　　　　　　　　　　・’

とβ庇，γ庇を決める。このとき，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γ一β　　　　　　　　　　　・
　　　　　　　　　　β1≦β1一・≦γ1・・≦γ1・γrβ1＝丁・

区間縮小法の原理から，1imβ戸1imγ戸〃がある．β庇＝∫（吻）となる伽∈
　　　　　　　　　　　庇一キ軸　　　　　乱■一十〇〇
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実数について （69）

［α，あ］があり，BOlzam－Weierstrasssの性質より収束する部分列を（”πω）庇ω

をとれる．吻＝1im”州∈［α，ろ］で∫が連続であることより
　　　　　　　比一・十蜆

　　　　　　〃≡limβ舳〕＝lim∫（伽ω）＝∫（lim砺ω）＝∫（吻）
　　　　　　　比一十〇〇　　　　　　　比・一十蜆　　　　　　　　　　　　比‘一十蜆

さて，あるエ’∈［α，あコに対して，”＜∫（ω’）＝〃’とすると，”≡∫（附）と∫（”’）

の間の値を，［物，”’コまたは［”’，伽コでとることになるが，〃の定め方から

”≦〃〈”’，”＝∫（物）≠れとなるγ帖があり，γパ∫（［α，あコ）である，すなわち，

れ＝∫（■）となる勿が［α，bコ内にない．矛盾。よって，すぺての”’∈［α，凸コに

対して，∫（”’）≦〃＝∫（吻）．以上で，∫は物で最大値〃をとることがわかっ

た．最小値についても同様である（証了）

注．上の証明の後半部分にWeierstrassの上限存在定理を使った方が早いが，

そうしないでおいた．

《一様連続性》有界閉区間［α，b］上の連続関数∫は一様連続である・すなわ

ち，任意の正の実数εに対して，ある正め実数δがあって，”，砂∈［α，己コで，

．”’μ■〈δである隈り，1∫（”）一プ（砂）1＜εである．

　　　　証明．一様連続ではないとすると，ある正の実数εoがあり，どんな正の実数

　　　　δをとっても，”，砂∈［α，凸コ，1”一砂1＜δで1∫（”）一プ（砂）1≧εoとなる”，型がある．

　　　　　　　　　1　　　　そこで，δ＝一に対する”，砂を伽，伽とする．（”冊）眺〃，（μ冊）舳〃は［ω，ゐコ内

　　　　　　　　　椛
　　　　の数列，すなわち，上にも下にも有界な数列だから．収束する部分列（”冊ω）鮎〃，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　（砂州）止、〃を含む．1”州一伽ω1＜一だから．hm”冊ω＝1im砂冊ω∈［α，凸］
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　肌（ん）　　　　』十的　　　庇一・抑

．　　　であり，∫（”）が［α，石コで連続だから，

　　　　　　　　Hm／（伽ω）＝∫（1im”舳））＝∫（lim舳店〕）＝1im∫（玖冊ω）
　　　　　　　　丑■一十蜆　　　　　　　　　　　　正1一十岨　　　　　　　　　　　比一．十〇〇　　　　　　　　比一一十酌

，　　　となるはずだが，1∫（伽ω）一∫（砂冊ω）1≧εo〉0と選んでおいたので，矛盾する．

　　　　従って，一様連続でなくてはいけない．（証了）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（お茶の水女子犬学助教授）
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