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1序

　有限群を研究する上で基本的な方向のひとつは，置換群として有限群をとら

えることである．一般に，群はある数学的対象に作用するものとして現れるの

であるから，置換群論の立場から有限群を扱うことが重要であるのは当然であ

ろう．

　有限群θとその部分群∬に対し，θの∬による剰余類肋，”∈θ，の全体を

亙＼θで表すと，θは右から可移に皿＼θに作用する．逆に，θがある有限

築合ρに右から可移に作用しているとき，1点の安定化群をHとおけぱ，ρの

元とH＼θの元は自然に1対1に対応し，この対応はθの作用と可換である・

したがって，可移な置換群（θ，ρ）を考えることは，θとその部分群∬の組

く0，皿）を考えることと同じである。置換群論の立場からは，ρあるいはH＼θ

の幾何学的な意味をもとに，群θを調ぺることになる・

　ところで，可移な置換群（θ，ρ）から，アソシエーシ冒ンスキームが得られ

る、アソシエーノ冒ンスキームは，組合せ論的な枠組みの中で定義されるもの

で，置換群の概念の一般化と考えることができる．アソシエーシ目ンスキーム

を特徴づけるものとして，その指標表と呼ぱれるものがあるが，坂内らはアソ

シエーシ目ンスキームの指標表を通して，置換群の研究に新しい代数的な方法

を導入した．特に，坂内は，都分群∬が群θの位数2の自己同型の固定点金体　　　・

である場合，（θ，皿）から得られるアソシエーシ目ンスキームの指標表は，部

分群亙の通常の指標表と密接に関係しているであろうと予想した・この予想に
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ある種の置換群のsubdeg祀e （35）

　　　沿って，Bannai，Kawanaka，SOng［3コをはじめとして，現在活発に研究がな

　　　されている．

　　　　このような場合のひとつとして，α≡8ρ4（q）と丑＝82（q）の組；ただしq≡

　　　22肘1，がある．本稿では，これから得られるアソシエーシ目ンスキームの指標

’　　表の第1行の成分が，置換指標1亙0の脆ckey分解を考えることにより決定

　　　できることを示す．なお，Bagch・，Sastry［1コとLawther，Sax1［8］が，本

　　　稿とは別の方法で指標表の第1行の成分を計算していることに注意する．また，

　　　この指標表の予想が，Bama1，SOng［4コに見られる．

2置換群から得られるアソシエーシ目ンスキーム

　本節では，置換群から定義されるアソシエーションスキームについて，基本

的な事項をまとめておく．詳しいことはBannai，Ito［2コを参照されたい．

　π個の元から成る集合Xとその直積集合XXXの部分集合助，ドO，1，2，

　・・d，が次の4条件をみたすとき，（ム｛刷o≦榊）をClaSS　dのアソシエーシ

8ンスキームという．

　（1）　月o＝｛（”，”）1”∈X｝．

　（2）　XXX＝五〇U刀1U・・・…　U刀‘；disjointunio1コ」

　（3）各づに対しづ’が存在して’励＝五｛・となる．

　　ただし，

　　　　　　　　　　　　‘凧＝｛（砂，”）1（”，砂）∈刷

　　である．

　（4）｛，ゴ，此∈｛O，1，……，刎に対し，（”，2）∈助かつ（ε，砂）∈助となるεげ

　　の個数は（”，砂）∈私のとり方に依らず一定である、

　条件（4）の2の個数を幽と書き，intersectiOn　mmberという．さらに

幽＝磁が成立するとき，アソシエーシ目ンスキームは可換であるという。

　条件（3），（4）より，ρ｛署。＝一｛2∈xl（”，2）∈刷1は”∈xのとり方に依存しない．

これを伽と表し，地のvalencyという．アソシエーシ目ンスキーム（X，

｛刷o≦榔）に対し，行と列がそれぞれxの元で添字づけられた犯次行列λ｛を，
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（36）　　　　　　　　　　一橋諭叢　第104巻　第3号

その（”，μ）成分が（”，μ）∈助のとき1，（z，頸）．ξ風のとき0として定義する・

行列んを，丑番目のadjacency　matrixという．条件（1）より，∠oは冊次

単位行列である．λ。，∠、，・…・・，λ。で生汝される複素数体0上の代数班を，　　　　．

adjace皿cy　a1gebraという．これはれ次全行列環狐（のの都分代数である一

条件（4）より　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　　　　ムん；Σ磁ん
　　　　　　　　　　　　　　　　　比一U

である．よって班は0上d＋1次元で，｛λo，ム，……，ん｝が班の基底をなす

ことがわかる．また，条件（3）より班が半単純代数であることがわかる・

　さらに，アソシエーションスキームが可換であれぱλ凶＝λ凶で，班は可

換半単純な代数になる．班の0上の次元がd＋1だから・この場合・班は全

都でd＋1個の原始べき等元を持つ．それらを刀o，凡・…・・，助とおくと，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1｛Eo，凪，……，助｝は班の基底である．ただし，刃o＝τJで，∫はすぺての成

分が1である肌次行列を表す．ここで班の2つの基底の関係を考える．すな

わち，

　　　　　　　　　　　　也　　　　　　　　　1也
　　　　　　　　　λFΣρ。（ゴ）巧，　助≡一Σq・（ゴ）4
　　　　　　　　　　　』＝O　　　　　　　　　肌’＝0

により複素数μ（ゴ）およぴq｛（プ）を定義し，（が）成分がρ‘（ゴ）のd＋1次

行列を1〕，また⑰，｛）成分がq｛（ゴ）の也十1次行列を9とおく．行列1〕の行お

よぴ列はある種の直交関係をみたし，また，

　　　　　　　　　　　　　　　pQ；ρp≡犯1

が成立する．ただし，1はd＋1次単位行列である一行列1〕を，可換なアソシ

エーシ百ンスキーム（五｛刷o≦榊）の指標表ともいう、なお，

　　　　　　　　　　　　　　P｛（O）＝〃（O）＝伽

である．

　有隈群θが，れ個の元から成る集合9に右から可移に作用しているとする・　　　。

α，β∈9とσ∈θに対し，

　　　　　　　　　　　　　　（α，β）』（凶的
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ある種の置換群のsubdegree （3ア）

により直積集合ρXρへのθの作用が定義できる．このθの作用による9×9

上の軌道（0rbit）の全体を，ム，ム，……，んとする．ただし，∠o＝｛（α，α）

1α∈9｝である．このとき，（9，｛ム｝o≦榊）はclassdのアソシェーシ目ンスキ

ームになる．実際，アソシエーシ目ンスキームの定義のうち条件（1）と（2）

をみたすことは自明である．

　　　　　　　　　　　‘■。＝｛（β，α）1（α，β）∈1毒｝

もρXρ上の軌道のひとつであるから，ある4’があって皇ム＝ルとなる．

また，条件（4）をみたすことも容易にわかる．（ρ，｛■｛｝o≦榊）を置換群（θ，ρ）

から得られるアソシエーシ目ンスキームという．これは可換とは限らない．置

換群（θ，9）の置換指標が㎜ultiplici蚊iree，すなわちθの相異なる既約指標

の和であることが，このアソシエーシ目ンスキームが可換であることの必要十

分条件である．

　群θの9への作用において，1点α∈9の安定化群をHとすれぱ，Hの単

位指標ユπをθへ誘導した指標1亙0が置換群（θ，9）の置換指標である．内

積（1互0，1亙o）の値は9×9上のθ軌道の個数に一致するから，1亙0がmu1ti・

pliciけfreeであれぱ，1亙Gはθの相異なるd＋1個の既約指標の和として

　　　　　　　　　　　　1亙o＝X。十X・十……十伽　　　　　（2．1）

と書くことができる．ただし，πoはθの単位指標1oである．

　群θの元αについてα岨＝βとすると，αをβに移すθの元の金体はHαで

ある．すなわち｛g∈θ1α藺＝βト肋．このようにして，9とθの∬による剰余

類の全体H＼θとが1対1に対応する1この対応はθの右からの作用と可換

である．

　　　　　　　　　　　ム（α）昌｛β∈ρ1（α，β）∈〃

とおくと，∠o（α），∠1（α），……，ん（α）は9上の亙軌道の全体である．一方，

H＼θ上のH軌道はひとつの（亙，H）両側剰余類であるから，適当にθの元α1

を選んで

　　　　　　　　　　　∬α冴＝19∈θ1αo∈1‘（α）｝

が成立するようにできる．ここで■o（α）昌｛α｝であるから，αo＝1としてよ
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（38） 一橋諭叢第104巻第3号

し、．

　　　　　　　　　　θ冨Hαo∬UHα1HU・・・…U∬吻H　　　　　　　　（2．2）

はθの（∬，H）両側剰余類分解である．ここで，アソシ」一シ目ンスキーム

（ρ，1〃O≦榊）が可換であれぱ，その指標表1〕の成分をXO，〃，……，畑を使っ

て次のように表すことができる．すなわち，π1，π2，……，μを適当に並べかえ

ることにより，指標表一Pの（ゴ，づ1）成分〃（プ）は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　ρ。・（プ）＝一Σx’（”）
　　　　　　　　　　　　　　　　　1互ド

で与えられる．ただし，Σは肋冴の元全体をわたる和である．

　なお，置換群（θ，9）から得られるアソシエーシ目ンスキーム（9，｛〃o≦榊）

のva1ency伽は，9上の∬軌道■也（α）に属する点の個数，すなわち，置換

群のsubdegreeにほかならない．また，

　　　　　　　　　　　　　　　　吻昌的（0）

はmu1tiplici印と呼ぱれ，valencyと並んで基本的な意味を持つ．置換群から

得られるアソシエーシ目ンスキームについては，そのmu1tiplicityは，（2．1）

に現れるθの既約指標の次数

　　　　　　　　　　　　　　　　吻＝π｛（1）

である．

382（g）の元の8ρ4（q）における共役

　本節と次節ではθ＝8ρ4（q），∬＝82（q），q＝22榊1とする．本節では，置換指

標1亙0の計算に必要な，且の元の共役類とθの元の共役類の関係をまとめて

おく．

　助4（q）については，EmmOt0［7］の記号をそのまま用いることにする。

ψ…｛土α，±b，±（α十己），±（2α十石）｝を32型ルート系とし，¢上の置換τ一→7

を次のように定義する、

　　　　　　　　α＝ゐ，b≡α，α十ト2α十ゐ，2α十ゐ≡α十b

また，λ（γ）を，γが短ルートのとき1，長ルートのとき2と定義する．θF（g）
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　　　　　　　　　　　　　　　　ある種の置換群のsubdegree　　　　　　　　　　（3g）

　　　　の自己同型‘←→f2’をθとおくと，各r∈ψと‘∈θF（g）に対して

　　　　　　　　　　　　　　　　　”f（‘）一一一・”i・（θ（‘）’（〒））

・　　　で定義される8μ（q）の位数2の自己同型ψが得られる．この自己同型ψに

　　　　よる固定点金体が82（g）である（Ca討er［5コの第13章を参照）．82（q）は，

。　　　もともとはZassenhaus群の研究の過程で発見された群である声茎，8μ（q）の

　　　　部分群として見るためには，ψの固定点全体として考えるのがよい．

　　　　　β2（g）の元の共役類は，全部でq＋3個ある．それらの代表元を，Suzuki［9］

　　　　に従って1，σ，ρ，ρ一1，πoせ，π1乱，π2一と書く。σ，ρ，πo，π1，π2の位数は，それぞれ

　　　　2，4，q－1，q＋γ十1，q－r＋1である．ただし，γ＝2冊十1である．また，πo｛，π1一，π2一

　　　　のバラメータ4の範囲は，それぞれ2T1，4σ1，’γ1で，これらは次のように定

　　　　義されたものである．

　　T・＝zm・d14…什（q－1）1，　　　1τ。1＝q－1

　　TF乃一101，　　　　　　　1τ。1＝r2
　　2乃＝τ・m・d1信一11，　　　　12τ、1≡（q－2）／2

　　σo＝”mod｛4≡4＋（q＋τ十1）1，　　　　　1σo1＝q＋τ十1

　　σ1昌σo一｛0｝，　　　　　　　　　　　　　1σ1l＝q＋r

　　’σFσ・mω1乞≡炸一1…一q｛1，　　14σ、1＝（q＋γ）／4

　　γo＝Zmod｛4≡づ十（q一γ十1）1，　　　　　117o1＝q－r＋1

　　γ1≡γo一｛0｝，　　　　　　　　　　　　　1γ1l二q一γ

　　4γ・＝γ1m・dl｛≡炸一6…一ψ1，　　14ア、1＝（q一・）／4

　たとえぱ，πo‘の4はmod　q－1で1からq－2までを動き，πo｛とπo．’と

は共役である．

　8ε（q）が8μ（q）の自己同型ψの固定点金体であることから，上記の8ε（q）

の元がsρ4（q）のどの共役類に属するかを，容易に知ることができる．結果を

表1にまとめておく・表1の軌（g）の共役類を表す記号は，EnomOto［アコの

ものと同じである．

　実際，σ，ρ，ρ．1，πO，π1，π2は，［7］の記号を使って次のように表すことができ

る．すなわち，
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（40） 一橘論叢　第104巻　第3号

表1

82（口）の代表元 8ρ。（q）の共役類 パラメータ

1 4
σ ■駆

ρ ん
・
1
ρ

λ個
　
’
π
o 31（2冊o，（1－2o）4） ｛∈里τ一

　
’
π
1 3。（（q－r＋1）｛） ｛∈’叱
　
‘
π
2 瓦（（9＋γ十1）｛） 一∈’γ。

　　　　　　　　　　　　σ≡π州（1）物州（1）

　　　　　　　　　　　　ρ＝・。（ユ）物（1）助。。（1）

　　　　　　　　　　　　ρ一1＝・。（1）吻（1）勿。。。（1）

　　　　　　　　　　　　π。＝危（γθ，γ1■θ）

　　　　　　　　　　　　πド脈け十’，τ炸f＋1〕）

　　　　　　　　　　　　π。畠厄（杵『十1，τ榊州）

　また，

　　　　　s＝｛・。（αθ）物（α）・。、。（β）吻。十。（α”十1＋的1α，β∈θF（q）1

は82（q）のシロー2都分群であり，8〈πo〉はSε（q）のBore1部分群である．

さらに，［7コのωα，ωoをそれぞれ吻，吻と書くことにすると，

　　　　　　　　　　∫2（q）≡8＜πO〉U8＜π0〉（ω皿ωO）28

となる．

　表iから，置換指標1亙σの値が計算できる．共役類＾，λ32，λ42，B1（2㍗，

（1－2何）｛），月5（（q一γ十1）｛），凪（（g＋γ十1）6）上で，1亙0の値はそれぞれq2（q＋

1）（q2－1），ゲ，2q，ザ1，q一τ十1，q＋τ十1であり，その他の共役類上では

1亙σの値はOである．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　なお，1”0とθの既約指標の内横を計算することにより，（2．1）の分解が得

られ，特に1亙0がmultip1icity　freeであることがわかる．これについては，　　　．

既にLawther，S捌［8コで発表されているので，詳しいことは省略する．
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ある種の置換群のsubde駅66 （41）

4置換指標1丑oのMackey分解

　　　　本節では，θ＝軌（g），H＝82（q），q＝2肋十1，について，Hの極大部分群の分

　　　類を使うことにより，置換指標1丑0のMackey分解が決楚できることを示す．

・　　特に，このことからθの凧θへの右からの作用による置換群のsubdegree

　　　がわかる．

　　　　記号を簡単にするため，θの元αに対し，”∩∬を∬（α）と書くことにす

　　　る、ただし，”≡α一1肋である。第3節でみたように，（1互σ，1亙o）＝q＋3で

　　　あるから，今は，（2．2）でd＝q＋2である．Mackeyの分解定理（Curtis，

　　　Reiner［6］の（ユ0．14）参照．ただし，［6］ではθのθ伍への左からの作用

　　　を考えているため，亙（α3）のところが囮岨∩∬となうていることに注意する）

　　　によれぱ，置換指標ユ且0を亙に制限して得られる亙の指標（1亙0）互は，Hの

　　　部分群∬（α’）の単位指標の亙への誘導指標（1凪。、〕）亙の和として，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o＋2　　　　　　　　　　　　　　　　（1亙四）〃二Σ（ユ丑｛。、〕）丑　　　　　　　（4．1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1昌U

　　　と表せる．ここで，α’，ゴ＝0，1，……，q＋2は（2．2）のもの，すなわちθの

　　　（亙，H）両側剰余類の完全代表系である．

　　　　θの元αとHの元”に対し，肋”＝肋であることと”∈∬（α）であること

　　　は同値である．すなわち，θのH＼θへの右からの作用において，1点肋

　　　の安定化群がH（α）である．よって

　　　　　　　　　　　　　　　1肋亙1／庫1≡庫1／1亙（α）1

　　　となる．故に，∬（σ1），3＝O，ユ，……，q＋2，の位数がわかれぱ，θの凧θへの

　　　右からの作用のsubdegreeがわかる．

　　　　置換指標1亙0の値は，第3節で既知である．以下，本節では，82（g）の極

　　　大部分群の分類を使って，（4．ユ）をみたす亙の部分群H（α’）を決定する．

　　　　亙（α’）の単位指標の∬への誘導指標（1肺、〕）亙において，且（α’）をHの元に

　　　よる共役で置き換えても，誘導指標は変化しない．よって，H（αゴ）を考える

　　　ときは，Hの元による共役を無視することにする。さて，σ，ρ，ρ一1，πo，π1，π2，一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　305



（42） 一橘論叢第104巻第3号

閉，吻，8を，第3節のものとしよう．Suzuki［9］のTheOrem9により，

82（q）の極大都分群は次のいずれかと共役である．

　（1）8〈πo〉；Bore1部分群

　（2）〈π。〉＜（ω洲）2〉…4．。×Z。

　（3）〈π・〉〈吻物〉…zo。。。1×■。　　　　　　　　　　　　　　一

　（4）〈π・〉〈ω。吻〉；”。一，。。×■。

　（5）82（q’），ただし研（q’）はθF（q）の部分体

　ここで，πOの（吻吻）2による共役がπO－1であること，π1”’物＝π1竈，およぴ

π2”必＝π20であることに注意する．

　（4．1）式の両辺のσ，ρ，πo，π1，π2における値に注目しよう。そのためには，

H（α’）の可能性として，σ，ρ，πo，π・，π・のうちのいずれかを合むようなHの都

分群すぺてを考えることが必要である．ところで，πo，π1，π2の位数q－1，q＋

・十1，q一γ十1のいずれもがlH1のHaI1divisorであることから，部分群の

位数による分類だけで，このような亙の部分群がすべてわかる．実際，上記の

8易（q）の極犬部分群の分類から，σ，ρ，πO，π、，π・のいずれかを合むHの部分群

は，次のものに隈る．

　（I）位数がq－r＋1の倍数のもの：

　　　　〈π。〉，〈π。〉〈（吻ω。）2〉，〈π。〉＜ω洲〉

　（II）位数がq＋γ十1の倍数のもの：

　　　　〈π1〉，＜π、〉＜（ω舳）2〉，〈π、〉〈ω舳〉

　（皿）位数がロー1の倍数のもの：

　　　　〈π。〉，〈π。〉〈（ωα物）2〉，∫〈π。〉，Z（8）〈π。〉

　（IV）exponentが4の2群：

　　　　S一．m；位数2一十冊で1ρ1（8一、m）1＝2冊であるもの．ただし，1≦1≦㎜

　　　　≦2π十1．

　（V）exponentが2の2群：　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　凪；位数2‘であるもの．ただし，1≦ユ≦2椛十1．

　次に，Hの部分群Xが上の（I）から（V）までのいずれかであるとき，
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その単位指標のHへの誘導指標ユ～の値を計算する．それぞれの場合に，K

の元がHのどの共役類に属するかを調べて，1κ”の値が次のようになること

がわかる．

　（I）（ア）　K＝〈π2〉のとき：

炸／∵）州）㌻帆

（イ）x＝〈π2〉〈（吻物）2〉のとき：

　　　　　　　ゲ（g－1）（q＋r＋1）／2；”＝ユ

　　　　　　　　　　　　　　　　；・＝π。｛，｛∈’γ、
　　　1x互（・）＝

　　　　　　　　　　　　　　　　；”＝σ

　　　　　　　　　　　　　　　　；その他

（ウ）　x＝〈π里〉〈物物〉のとき：

炸r）㎞）μlllシ灼

　　　　ユ

　　　　q／2　　　　；・＝ρ，ρ一1

　　　　0　　　　　　　；その他

（II）（ア）x＝〈π1〉のとき：

愉r）㎞）シ刎
（イ）K＝〈π1〉〈（ωo物）2〉のとき：

舳、／㌘■伽十㍗1∴舳
　　　　τ　　　　q2／2　　　　；切＝σ

　　　　0　　　　　　　；その他

（ウ）　K＝〈π1〉〈ω皿吻〉のとき：
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炸／∵舳111〆
　　　　し

　　　　q／2　　　　；”＝ρ，ρ一1

　　　　0　　　　　　　；その他

（皿）（ア）K＝〈πo〉のとき：

帖／∴烹灼

（イ）K＝〈πo〉〈（吻物）2〉のとき：

　　　　　　　q2（〆十1）ノ2；炉1

　　　　　　　1　　　　，”＝πo｛，4∈2T1
　　1丞互（”）昌
　　　　　　　q2／2　　；・＝σ

　　　　　　　0　　　：その他

（ウ）x＝8〈πo〉のとき：

　　　　　　　q2＋1；”＝1

　　　　　　　　　；炉π。｛，｛∈2τ1

　　　　　　　　　；”＝σ

　　　　　　　　　　　　　一1　　　　　　　　　；”≡ρ・ρ

　　　　　　　O　；その他

（工）K≡z（8）〈πo〉のとき：

榊＝ザ；1：∵的

　　　ユ
　　　　ロ　　　；”冒σ

　　　　0　　　；その他

（IV）K＝＆，㎜のとき：

q2（ザユ）（口2＋1）／2！十㎜；・＝1

「q2（2冊一1）／2‘十㎜　；・＝σ
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醐＝に一1）μ 　　　　一1；ω＝ρ・ρ

その他

（45）

（V）　X≡凧のとき

炸／亭｝”∴

　これらの値と1亙oの値から，（4．1）をみたすH（αゴ）を決めよう．θの

（凪∬）両側剰余類の完全代表系α〃＝0，L……，g＋2，のうち，lH（α1）1がそ

れぞれg一γ十1，2（g一γ十1），4（g一γ十1）であるようなゴの個数をα1，α2，α3，

lH（σゴ）1がそれぞれq＋r＋1，2（q＋τ十1），4（q＋γ十1）であるようなプの個数

をβhβ2，β3，1∬（α’）1がそれぞれq－1，2（q－1），q2（q－1），q（q－1）であるよう

なゴの個数をγ1，γ2，γ3，γ。とおく。さらに，H（α’）が8‘，㎜と同型であるよう

なゴの個数をδ（1，肌），H（αゴ）が助と同型であるようなゴの個数をε（1）とお

く．

　（2．2）において，吻＝1であるから，H（αo）昌Hである．よって，

　　α・十α・十α・十β・十β・十β茗十γ。十γ。十γ。十γ。

　　　　　　　　　　　　十Σδ（1，肌）十Σε（1）≦　q＋2　　　　（4．2）
　　　　　　　　　　　　　’。冊　　　　　　　　’

である．Hの都分群五のうち，1亙亙のπ2における値がOでないものは，

その位数がザγ十1の倍数でなけれぱならず，したがって（I）のものおよ

ぴH自身だけである．よって，（4．1）の両辺のπ2における値を比較して，

　　　　　　　　　4α・一ト2α1＋α1＝甘（π。）一1亙（π。）害q＋・　　（4．3）

を得る．甲様に，1x亙のπ1における値がOでないような部分群Kは，（lI）

のものと∬自身だけであるから，（4．1）の両辺のπ1における値を比較して，

　　　　　　　　　4β・十2β・十βヨ＝1H0（π、）一1且（π。）≡ザγ　　　（4．4）

を得る．さらに，1π亙のπoにおける値が0でないのは，Kが（皿）のものと

∬自身の場合に限るから，（4．1）の両辺のπoにおける値より，

　　　　　　　　2γ・十γ・十2γ。十2γ。＝ぱ（π。）一1”（π。）≡ザ2　　（4．5）
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がわかる．特に，γ、は偶数である．一方，X＝〈πo〉〈（吻吻）2〉のときは1～

（σ）＝q2’2であった．また，1H0（σ）≡〆で1亙（σ）＝1である．よって，（4．1）

の両辺のσにおける値を見て，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　　　　　　γ2＝O

である．故に，（4．5）より　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　　　　　　　　γ。十γ呂十γ。≡（r2）12　　　　　（4・6）

となる．xがそれぞれ＜π2〉＜（ω皿吻）2〉と〈π2〉＜ω。ωo〉のときの1π亙のσに

おける値は，q2／2およぴq2／4であった．1〃0（σ）一1亙（σ）＝ゲー1であるから，

（41）の両辺のσにおける値と（4．3）より，

　　　　　　　　　　　α1＝（q＋γ）／4，　　α2＝α3＝0　　　　　　　　（4．7）

がわかる．同様に，Xがそれぞれ〈π1〉〈（吻吻）里〉と〈π1〉〈吻物〉のときの

1～のσにおける値と（4．4）より，

　　　　　　　　　　　β1＝（9一γ）／4，　　β。＝βo＝O　　　　　　　　　　　　　（4・8）

がわかる．

　あるα1について，H（α’）の位数がq一叫1と互いに素ではないと仮定す

ると，亙（α’）はあるπ2一，也∈4γ1，の亙の元による共役を舎む．なぜなら，早の

奇数位数の元の位数は，g－1，q＋γ十1，q一γ十ユのいずれかの約数であり，し

かも，q－1，q＋γ十1，q一γ十1はどの2つも互いに素だからである。このとき，

（1∬、匝，〕）亙のπ、↓における値は正の整数である．ところが，1且θ（π2一）一1π（π2｛）

＝q＋γであり，またX昌〈π2〉のときには，1且且（π2也）二4であった。よって，

（4．7）により，上のようなH（α’）は位数がg一γ十1のもの，すなわち〈π2〉

と∬の中で共役なものに隈ることがわかる．同様に，H（α1）のうち位数がq＋

r＋1と互いに素でないものは，岨（α’）1＝q＋r＋1であるもの，すなわち〈π1〉

とHの中で共役なものに隈る．さらに，任意の｛∈皇丁エについて，1亙0（πo｛）一　　　’

1丑（πo■）≡q－2であり，また，Xが〈πo〉，8〈πo〉，およびZ（8）〈πo〉のとき，

1～のπo｛における値は2であった．よって，（4．6）により亙（α1）のうち位　　　．

数がq－1と互いに素でないものは，〈πO〉，8＜πO〉，Z（S）〈πO〉のいずれかと亙

の中で共役であることがわかる．
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　　　　亙の部分群で，その位数がq－r＋1，q＋r＋1，ザ1のいずれとも互いに素

　　　　であるものは，2群，すなわち位数が2のぺきの群である1このような群は，

．　　　（］V）およぴ（V）の形のものに限るから，上の考察により（4．2）において等

　　　号が成立し，（42）は

　　　　　（q＋・）／4＋（q一・）μ十（q－2）／2＋Σδ（1，肌）十Σε（1）＝q＋2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’．m　　　　　　　　　　’

となる．特に，

　　　　　　　　　　　　　　　　Σδ（1，伽）十Σε（工）＝3

　　　　　　　　　　　　　　　　』㎜　　　　　　　　’

　　　すなわち，∬（σゴ）が2群となるような1が3個存在する二とがわかる．

　　　　　ここで，直接計算することにより，

　　　　　　　　　　　　　　　　　H（助α十わ（1））＝8

　　　およぴ

　　　　　　　　庫（”。（1））1≡1∬（吻（1））1呂2qかつ肋凸（1）H≠肋。（1）亙

　　　であることが確かめられる．よって，亙（α’）が2群となるような3個の勿と

　　　　して，

　　　　　　　　　　　　　　　　吻o＋o（1），伽（1），吻（1）

　　　がとれることがわかる．

　　　　最後に，（4．1）の両辺の次数，すなわち1における値，を比較して

　　　　　　　　　　　　　　　γ・＝（q－2）／2，γ・＝γ。＝0

　　　が得られる．

　　　　以上で，H（α1）がすぺてわかった．結果をまとめると，次のようになる．

　　　　　　　H（ω3）＝∬となるもの1個

．　　　　　∬（α’）＝8となるもの1個

　　　　　　1H（α1）1＝2gとなるもの2個

　　　　　　1亙（α1）1＝q一・十1となるもの（9＋r）／4個

　　　　　　1∬（αj）トq＋γ十1となるもの（q一γ）μ個

　　　　　　1H（α’）1≡q－1となるもの（q－2）／2個
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