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1　はじめに

　モダンポートフォリオ理論は，資本資産評価理論（CAPM）・裁定価格理論

（APT）そしてオプシ目ン価格理論に支えられて体系が大きく成長した．議論

の視点の明確さと方法の汎用性のために実務世界にも受け入れられ，これらの

理論を下地においた新しい金融商品も開発された．とくにオプシヨン個格理論

は米国において株式オプシ冒ン，指数先物，指数（先物）オプシヨンなどの新

しい金融商品の上場と共に発展した観がある．このオプシ目ン価椿理缶の現在

までの特徴は“規範性”にあるといえよう．今後の研究における重要な進展の

方向は現実をよく説明する“描写性”を高めることにある．このための1つの

大ぎな問題は，理論の仮定として設定した株価収益率の確率分布の対数正規性，

そして確率過程としての対数正規性を現実的なものにおきかえることである．

この問題に対しては価格データにもとづき条件付分布を調べその上でオプシ目

ン価格を導く研究，また混合正規分布を導入する方法などが試みられている．

この他に・古くからの試みであるが，株価収益率や他の金融データの確率分布

の形が正規分布より少し裾が太いため，その形状，とくに裾の太さを調べて議

論の展開の基礎にしようという研究方向がある（DuMoucbe］（ユ983）［4コを

参照せよ）・本稿では・一般に裾の太さ又は分布の端点における形状を示す母

数をデータにもとづいて推定するための推定量としてすでに考案されているも

のについて簡単に触れ，さらに著者が考案したものを2つ紹介し，それらが漸

近的一致性をもつことを証明する．
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（38）　　　　　　　　　　一橋論叢　第103巻　第5号

安定分布は広範囲の分布形を含む族をなす。ここでは分布の裾の太さについ

ての推論を問題としている．確率変数γが指数βの安定分布に従うならぱ1ジ

→ooのとき

　　　　　　　　　　　　　　列1r1＞ω～6μ■坦

である1ただしoは定数である．問題をこのまま扱ってもよいが他の応用も含

め，表現を簡単にするために，”→Oのとき

州1γ1・・1一巾1・÷1

　　　　　　　　　　　　　　　　　～o・疵β

であることを利用して，問題設定をつぎのようにする・確率変数Xが半直線

（O，oo）上に分布し，Xの分布関数をF（・）と書くとき，”→Oのとき

　　　　　　　　　　　　　　F（”）＝1〕｛X＜伽｝

　　　　　　　　　　　　　　　　＝o・”β

であるとする．

　この設定に含まれるバラメトリヅクな分布にはワイブル（Weib・n）分布，

バレト（Pareto）分布がある．従って本稿で扱う推定量はこれらのバラメトリ

ックな分布が設定される場合にも用い得るものである．

　X、，X2，一・・，X冊を独立で，同一分布F（”）（二〇・”β，”→0）に従う確率変数と

する．順序統計量を

　　　　　　　　　　　　xω≦xω≦……≦x（冊〕

と書くことにする．De　Haan　and　Resnick（1980，［3コ）はβの推定として

氏一［か・・ω一…ω『

と定義し，肌→o。のときの推定誤差　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・

　　　　　　　　　　　　　（1・g庇）・（帥r1）

の分布が分布関数exp（一ゼ”）で表わされることを示した・そこでは，此…此（椛）　　　．

＝1og犯であった．第3節で紹介する，著者による推定量の1つはこのβ1に

形の上ではよく似ているが少し改良されたものである．
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　　　　　　　　　　　　　　　形状母数の推定　　　　　　　　　　　　　（39）

　Hil1（1975，［8コ）は，分布形の全体をバヲメトライズできないとき観測値の

一部分がある一定値より小さいという条件のもとでゼロの近くの分布の形状母

数を推定するという設定で条件付最尤推定としてβの推定量

扉一／1…㎞〕一÷着1…ω／’1

　　　　を導いた・Ha1l（1982，［5］）とHal1and　Welsh（1984，［6コ，1985，［7コ）は一

．　　　連の論文のなかで，F（”）＝o・”β［1＋D・”『十0（”ア）コという設定のもとで，Hi11

　　　　が導いた（上の）β2の，肌→ooのときの，収束の遠さが肌一洲物十1〕であるこ

　　　　と（ただしρ＝γ／βである），さらに最適なγの値が椛2”｛21＋β〕（≡帆刎吻十1〕）で

　　　　あることなど精密な結論を示した．Hi1lの推定β2はDeHaan達の推定β1

　　　　よりも精度が高く，Ha1一の設定においては最適な推定である．それにもかか

　　　　わらず本稿において新しく推定量を考案し紹介するのは，F（ω）＝㈹β，（”→O）

　　　　という設定のもとで推定量の計算に含まれる（1／・）Σ10gXωを1つの順序統
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛＝1
　　　　計量におき．かえられないかという視点を著者がもつからである、第3節で紹介

　　　　する推定量は精度はβ。に劣るかも知れないが，β、の改良になっている注）．

　このような分布の端点における形状の推定は位置母数推定間題においても重

要であることをつけ加えておく．位置母数の最尤推定を構成する際に形状母数

の値が必要である（BOente　and　Freiman（1988）［1コ，W00d・00fe（1972．1974）

［11］［12］を参照せよ）。この値が未知である場合には推定する必要がある．

2補助的命題

本節では次節での証明に用いる補助的な命題を述べておく．

一般にF（・）を実数直線上の連続な分布関数とする．

X1，X2，……，X冊を独立で同一分布〃に従う確率変数列とする．このとき，

注）本稿は三浦（1986，［10］）の内容を改良したものに著者の最近の結果を追加した

　ものである．
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（40）　　　　　　　一橋論叢第103巻第5号

［0，1コ区間上で一様分布に従う独立な確率変数列σ1，σ2，……，σ冗に対しXl≡

F一（ω，乱二1，2，……，冊とおいてσ1，……，σ凧に対する性質を利用する注）．

　　　　　　舳）一／㌘㌃二：言のとき・叫“’一

と定義し，さらに

　　　　　　　　　　　γ冊（‘）＝何1σπ（‘）一d，0≦‘≦1

と定義する．

補題1．（Cs6RG6and　R6v6sz（1981）［2コ．定理4．5．2）

　ブラゥン橋（BrownianBridge）｛B冊（壬）＝O≦‘≦1，冊＝1，2，……｝が存在し

て

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　田．罰．　　　　　　　　　　sup117珊（‘）一3刑（后）1＝O（肌一1／2．log椛）

　　　　　　　　　　o≦’≦1

である．

補題2．ブラウン橋石（着），O≦む≦1に対してδ→Oのとき

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＾。昌．　　　　　　　　　　sup　11；（‘）一8（∫）1＝O（δ1／2（logδ）1’2）

　　　　　　　　　　1！一晶1≦詞

である．

証明．

　W（丘），0≦右≦。。を標準的ウィーナー過程とするとき，ブラウン橋3（‘）は

　　　　　　　　　　　3（‘）＝W（む）一后・豚（1），O≦ま≦1

と表わされる．W（着）に対してCsむRGδand　R6v6sz［2］，定理＆1．2．1（吻

二δ，br＝1とおきかえて）により，δ→Oのとき

注）以下で引用する命題は特別に構成された確率変数を用いているので本来の確率変

数に対しては分布論的命題として成立する．

　σ｛，仁1，2、……，帆の順序統計量を

　　　　　　　　　　　σ（1）≦σ（2）≦…

と書く．

・一≦σ（π）
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　　　　　　　　　　　　　　　形状母数の推定　　　　　　　　　　　　　（41）

　　　　　　　　　1雌。｛δ1o・δザ’”・1舳十1）一附）1一・

であるから，これを用いれぱよい．（証明終り）

∠≡1（肌）を肌→o。のとき∠加→0，」→o。なる整数列として｛＝∠十1，4＋2，

　　・，π一1に対して

　　　　　　　　　　　　　巧一σ（1＋」トσ（。空

　　　　　　　　　　　　　　　　　　2∠加

と定義する．

補題3．（Miura（1984）［9コ，補魑2．）

　　　　　　・・舳一11：・・・…肌一刈く・・（咋号）1／2）

証明　補題1，2の枠組で，

　　巧一・一等［〉巾（1・・）一宇／｛（半）1

　　　　　　一誓［何／σ（1一・）一宇／一み（宇）1

　　　　　　・誓／払（半）一ム（宇）／

　　　　　　・誓戸（｛・犯）十吾ら（叫1・・号）つ

　　　　　・・亜（介1（1・・号）”2）

である．（証明終り）

　　　　　　　　　　　　　　3形状母数の推定

　　　d

＆1一篶1）lll㌻航斬（学））一鵠である汎

炸舳とき胆一α。一・である．つまり型．・一、であるこの関係
　　　　　　　　　ノ（”）　　　　　　　　　　　プ（”）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　527



（42）　　　　　　　　　一橘論叢　第103巻　第5号

を用いて，r・（ε）．榊一（ま））を‘→。に対して推定することによりαを推定

　　　　　　　　　　泓
する．

条件1．ん，ゐ兄，此πを椛に依存した整数でη→ooのときん→oo，あ冊→o。，晃π→oo

　　　　　　　　　　　　　　　　　晃皿
であり・そして”ろ1→O・ゐ1μ1→0・ア0・危1加→Oであるとする

咋舳一けlll，∫（・・（古））を／舳景■ん）ド

で推定する．

この推定量はdF姜（む）一∫（アキエ））であるこ！を用いて（学））一を推定

して、・る．

　　　　　　　　　　　断（F■1（舌））　　　　冶冊
　微分の定義に従って，　　　　　を士＝一において，
　　　　　　　　　　　　　砒　　　　　　肌十ユ
　　　　　　／X（也十缶差（丑’ん）／■1－／X（1＋肯着（3一ん）「

　　　　ん＝　　　　　　　　　　　　　　　　　（毎一ゴ）ノ冊

によって推定する．従ってαの推定量は

　　　　　　　　　　　　　　　d3＝λ冊・x（岳。〕

と定義される．

定理1．

　ゐ冊＞ゐ冗＞んに対し，率件1のもとで犯→o。のとき狛はαに確率収束する．

　　　　〃証明　∂→αであることを示すためにまずんを分解する．ん，ゐ肥，此把の添字犯

は以下では省略する．

　X（4）…F’1（0’（づ）），｛＝1，2，……，肌として

　　　　2∠伽　　　　　　　σ（4＋∠）一σ（乞一」）　　　　　　21加

　X（丑十∠）一X（丑一4）■F一（σ（丑十」））一F’1（σ（丑一1））σ（丑十」）一σ（也一J）

一帥也つ）／・十（・一巧）十（1デ）2／

と表わされる．ただし

σ（｛一」）＜が＜σ（4＋1），

昨σ（1＋∠）一σ（1一∠）

　　　　　2∠伽

である．
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　　　　　　　　　　　　　　　形状母数の推定　　　　　　　　　　　　　（43）

　同様にして

　　　　、（、、。；壬隻（、．。）一∫（r伽）／・・（・一巧）・（’チ）2／

が得られる．ただしσ（ゴー」）＜ゲ＜σ（3＋1）である　これらを合わせて

　　ん一差［∫（ガ1（州イ（r・（ゲ））

　　　　十｛∫（F一（幻“））・（1一巧）一∫（F－1（ゲ））・（1一巧）｝

　　　　・／ア（r・（舳（1チ）2炉（りツ・（1チ）2／1

と表わされる．こうしておけぱ6一αはつぎのように分解される．

　　苑一α＝ん・X（ん）一α

　　　　　肌　　　　＝房げ（F’1（1・ヰ））一∫（「工（1・‡））1・F－1（σ（ゐ））一α

　　　　　　犯　　　　　十嘉1（・一巧）仰■’（1・‡））一（・一巧）∫（アー（1・申））1・F11（σ（此））

　　　　　・芸1炉（舳（1チ）2∫（戸（りω（1チ）聖／r1（σ（1））

　　　　；≧1冊十17皿十11ヱZ冊

∫冊，∬蘂，〃冊，がそれぞれ肌→o。のときぜ口に確率収東することを示す．

　ゲ≦ぺ≦がなる∫比‡が存在して

　　　　帆∫’（F’1（8花‡））
　　Zl＝房’∫（。一1（、花1））’（い・｝）．F■1（σ（石））一α

である．さらに／（・）の関数形を利用して

　　　　椛　　　　α　　　＝房’。一1（、比1）’（hl‡）．F■’（σ（此））一α

　　　一α・／蓋・（1・‡一ペニ！ξll；）・／

である．ここで

　　　　肌　　　房．（が一‘1ホ）■1
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（44）　　　　　　　　　　一橋論叢　第103巻　第5号

　　　肌　　　　　　　　　　　　　　　肌
　　≦莇コ■σ（舳）州十房H・申十σ（H）j

　　　　　冊　　　十一｛σ（乞十∠）一σ（ゴーカ）｝一1
　　　　2石

　　　犯　　　　　　　　　犯’
　　≦房■σ（｛十1）一σ（乞■1）1＋秀，σ（什1）一σ（プー」）1

　　・1券［／附・）一剖一／σ（・一∠）一崇／・丑十鳥十∠1一・

｛一ゴ＝2ゐ，〃ろ→O（肌→oo）であるから，冊→ooのとき

　　　　　　　　　　　（1丑若∠・）一・

　　　　　　　　　　　　づ
である．一般にσ（｛）一一＝0ρ（而つであるから，
　　　　　　　　　　　椛十1

　第3項は補題1，2を用いて，

　　　　　　　　　　　　　0四（1ノ仮）十0p（∠μ）

である。冊→。。のとき条件1のもとでぜ口に確率収束する．第1項，第2項も

補題1，2を用いて補題3の証明と同様の分解により

　　　　　　　　　　　　　0坦（椰）十0p（∠μ）

である．肌→ooのとき条件1のもとでぜ口に確率収束する　、

㈹のll（σ（1）一山戸小一ふ戸・だからlri（舳グ・

　　　　　P　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P

（ぺ）一1｝→0である．これで侃→ooのときム→0であることが示された．

　∬冊についてみよう．

　　　　犯　　∬冊＝扇［（1一巧）げ（F■工（ち‡））一∫（F一正（‘3‡））1

　　　　＋｛（1一巧）一（1一巧）｝1（ア■エ（ゲ））コ・F■1（σ（花））

　　　　肌　　　一瓦げ（アー’（ll‡））一∫（ガ1（ll＊））1・・一’（σ（ゐ））・（・一巧）

　　　　　犯　　　　十房（一巧十巧）帆F一（‘ゴ串））・刃一’（び（此））

と表わされる・第1項はαに確率収束する部分と（1一巧）の積であり，（1一一

巧）は補題3によりゼロに確率収束する．従って第1項はぜ口に確率収束する．
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　　　　　　　　　　　　　　形状母数の推定

第2項についてはまず

　　侃　　　　　　　　　　冊
　　秀■■「・十η≦房111一刻十11一巧11

（45）

・券／・・（パ1（1・・号）1”）／

一・・（紬・号）1”）

である．后→0のとき

∫（F■1（‘））・r1（‘）～（定数）・‘

であるから，

　　　ゐ　　　　　　此
ゲ～rσ（此）～一　　肌十1　　　　仰十1

であることをふまえて

∫（グ’（州・r1（σ（1））一・・（告）

と考えてよい．従って第2項は

・1（吾）…（赤・（1・・号）つ

一・（缶・（1。・舌）つ

である。椛→o。のとき条件1のもとでゼロに収束する．

　〃冊については，∫（ガ1（‘‡））・F■i（σ（此））に対して上と同様に考え補魍3を

用いて

∬吋・刃（音）…（叶・号））

一・坦（島（1・・号））

である．犯→ooのとき条件1のもとでゼロに収束する．■

　　d3．2－10gF－1（舌）にもとづく推定
　　励つぎに・一・のll・（・）一11する一差［1。・戸（1）1－r・（。）右一・（、））一
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（46）　　　　　　　　　　一橋論叢　第103巻　第5号

1
一という関係を利用してβの推定量を作る．∫（”）＝・・〆と書く場合とは
β・‘

β＝α十1の関係にある．記法の簡略化のためにβとした。

［伽二（1）1r1竺分差11こl1l1序鴛計量1肘差分の㌘で

表わすといっ考え方は本節周1j半と同じである．‘＝一においてそれを行っ・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　肌十1

条件2．侃→ooのとき，居肥加→0とする．さらに冊→ooのとき何μ冊→0，〃

此肌→0，→0，此肌→o◎，ム→ooとする．

島一［寸舳㌢帖）／r

と定義する．以下此何，んの添字仰を省略する．

定理2．

　ん肥，んに対して，条件2のもとで肌→o。のときβ。はβに確率収束する．
証明島の挙動を調べる・r・（1）一（÷ジであるか！

　　　　　　　　　　　島一［占1・・戸（舳）一…てσll一・））l1一

　　　　　　　　　　　　一［占1・・（簑1圭；；ll）↑

　　　　　　　　　　　　一［占・青・・簑1圭1；1一

である．従って

島一1－l／［る1・・簑1圭姜；1一’一・トl／1…蒜）／

である．Z（此）の1への収東を吟味する．

　　　　此　σ（糾1）
Z（此）…扇10・σ（H）

一缶・・／σ（庇十拒努■∠）・・1

　此
＝一｛τ比一τ砧2＋・・・…｝

　21

である．ただし
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である一丁庇は

　　　　　τ比＝

と分解される．

形状母数の推定

丁丘＝σ（危十」）■σ（比一1）

　　　　σ（ん一4）

（居一1）ノ（帆十1） 2〃（刎十1） σ（冶十」）一σ（ゐ一∠）

である．

とみれぱ一

である．

　σ（ト4）

従ウて

（居一1）／（肌十1） 2〃（肌十1）

である．

・一・（此）一・一如・糸・ら（（壬）つ

σ（尼一・）一／σ（〕）一制・宗

”一／・・ら（苧）／島巧

ただし巧は本節前半と同じく

従って

r比＝σ（糾∠）‘σ（此一）

　　　　　21伽

・一・（1）一・一占・玲・／…1（苧）／

　　　　・／・・ら（刊2・（芸竺壬・・〃・q（（÷）つ

　　　一（・一巧）十小（升占・／・十・（刊／1

　　　　・1叫（苧）ダ・（島・砕ら（（壬）つ

である．補題3を用いれぱ

である．

1・一・（1）1叫咋・テ）つ十・（州十・（壬）

肌→o。のとき条件2のもとで

　　　　　　　　　　　　　　　ρ　　　　　　　　　　　1－Z（此）→O

（4ア）
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（48）

である．（証明終）

一橘論撞　第103巻　第5号

　63とβ4の特性について簡単に述べておく．

（1）∂3，β4ともに推定対象の値に依存しない構成をもつ．

（2）∂3のαへの収東の速さについて少し詳しくみよう．ん冊＝肌P，凸冗＝肌q，∠戸

　椛『とする．1冊の収束の遠さは（〃b）1／2である．

　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ
　∬兄は112よりゆるい此／（凸・”2）の速さである．〃冊は一の速さである、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　M
　此　　　　　此
　扇より評の方がゆるいので，結局金体としてδ3のαへの収東の速さ
　は（〃b）1！2とん／（ゐ・”／2）のゆるい方である．（〃ゐ）1／2＝椛吾‘f■ω，〃（ゐ・”！2）＝

　　　1．　が一〇一2fである．条件1は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　1＞P〉q〉γ〉0，ρ一q一ゴ＜0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　を意味する．この範囲内で選ぱれたρ，q，rに対して，碗のαへの収東の速

　さのオーダーは

・i・／一去h）・一（1†÷・）1

　である．

（3）β・のβへの収東の遠さをみよう、1－Z（店）の評価にみられるように収

　東の速さは，

　此椛＝が，1兄＝肌f，として，1一古昌肌一歩，肌）2μ皿≡犯去．P，〃此≡バρ，の最もゆるい

　ものによって表わされる．条件2は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　0＜r＜ρ〈1，一＜ρ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

　を意味する．この範囲内で選ぱれたρ，γに対して

・i・／如一÷1一づ

　が収東の速さのオーダーである．
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