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1　はじめに

　本年（1989年）6月12日に大阪証券取引所において，日経平均株価を対象

とするオプシ目！取引が開始された一本年秋以降にはTOPIX（東証株価指数）

やr名証25」を対象とするオプシ目ン取引が，それぞれ束京，名古星において

開始されるようである（［11］）．

　オプシ圓ンとはあらかじめ定められた価格で，定められた期日に（あるいは

期日までに），定められた商品を買うまたは売る権利のことである．日経平均

株価などの指数は不確実性を伴って変動するが，指数そのものは持定商品の価

椅ではない．しいていえぱ指数の計算方式に合わせて組まれた株式ポートフォ

リオの価格である．しかしポートフォリ才は単品として取引されているわけで

はない．従ってこのような指数を対象とするオブションではモノを売るまたは

買うのではなく，その替りに指数とあらかじめ定められた価椿との差に等しい

金額のキャフシュを受け渡すのである．

　オプションの価格付けの研究は株式オプシ冒ンの価格という形をとって行わ

れているが，対象はとくに株式に限らず，価楮が不確実に変動する商品（また

は指数のようなもの）であれぱよい．オプシ冒ン価楕理論の枠組はその適用範

囲が大変広い，つまり汎用性が高いのである．オプションは大きく分けて権利

行使があらかじめ定められた日（満期日）に隈られるヨーロヅバ型と満期日ま

での任意の日に権利行使できるアメリカ型の2つがある。価格理論はヨーロヅ

バ型の方が単純であり，明示的な価樒式が与えられている。アメリカ型のオプ
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ション価格は明示的な価楕式が与えられる場合とそうでない場合がある・いず

れの場合においてもヨーロッパ型価格式を基本として用いて，より複雑なアメ

リカ型才プシ冒ン価楕式を導く，または近似するのである．

　このように基本的なヨーロヅバ型オプシ目ン価格式はBlack　and　Scholes

（［1コ）によって導かれたのであるが，その導出にあたって重要な部分は満期時

における株価の確率分布形である．本稿ではこの満期時における株価の分布形

が，現実のデータにおいてはブラヅク達が仮定した対数正規分布形とは少し異

な弓ことを問軍としてとりあげそのようなデータが生じるランダム・メカニ

ズムの一例を提示する．さらにこの株価変動モデルのもとで成立するヨーロヅ

バ型オプション価格式を導く．つぎに，満期日までのデータをみることによっ

て現実の変動が対数正規モデルからどの程度離れていたかを（事後的にではあ

るが）判定する統計量の例を提示し検討をカロえる．これによってオプション価

楮の現実的な内容が一歩立ち入った形で描写される．とりわけていえぱ株価変

動のボラティリティに対する現実的理解を一段と深めることになるだろう．

　本稿の構成を述べておく．第2節では離散的混合型の株価変動モデルを示し，

そのもとでの株式オプシ目ン価楮式を第3節で与える、第4節では対数正規分

布形からのゆがみを判定しモデルを同定するための統計量を提案する．この統

計量と判定の方法を日本の株価データに適用した結果を第5節に示す．釦6節

では本稿で扱えなかった，オプション価権の偏りの推定間題について簡単に述

ぺる．

2株価変動モデル

　時点fからオプションの満期時点丁までの期間を犯等分して，第｛番目の小

期間を（‘‘一。，‘｛コで表すことにする．つまり

　　　　　　　　　　‘…‘o〈‘1＜あ＜……くら＿1〈㌦≡τ

とし，ら一ま｛一1＝（T一‘）加首δとする．X｛，1≦｛≦肌を各期間に生じる不確実な

変動を合む確率変数とする．ム，1≦4≦犯は互いに独立であるとする．各時点

‘O，工1，……，らの株価はSO，81，……，8冊または＆。，8’1，……，8’．（≡8r）で表され，
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（50）　　　　　　　　　　一橘論叢　第102巻　第5号

つぎのような関係にあるとする．

　　　　　　　　　　　　8｛楓．1＝εヱ1，　1≦｛≦椛．　　　　　　　　　十

従って，満期時の株価は

　　　　　　　　　　　　8r＝8‘・ε1・十■・十’’．…十1・’

と書かれる．

　ブラヅク・シ目一ルズのオプシ目ン価椅式（以後B・S価椿式と略称する．）

は上の各x｛が正規分布に従い，平均と分散が各ムについて共通であるとい

う仮定のもとで導かれる・ここではそれをモデノレユとしておく．

　　モデル1：X｛，1≦き犯は互いに独立でそれぞれ平均μoδ，分散σ02δの正

　　　規分布（〃（μoδ，σ02δ）と略記する．）に従う．

　つぎにx｛の分布が確率的に変化する場合を考える．巧，ユ≦ε≦冊を正規分

布ガ（μoδ，σ02δ）に従う独立な確率変数とし，さらに乃，1≦｛≦椛を巧，1≦づ

≦肌とは独立で正規分布〃（μ1δ，σ12δ）に従う独立な確率変数とする．1｛，1≦｛

≦肌を巧，1≦4≦肌。易，1≦4≦冊とは独立で2項分布に従う，つまり

Hl1灘：．、

のように定義される独立な確率変数とする．これらの確率変数を用いてモデル

2を定義する．

　　モデル21X‘＝（1－1‘）・γ｛十∫也・Z｛，　1≦づ≦肌．

これは1｛＝1の条件下ではX｛がZ｛に等しく，石＝0の条件下では巧に等

しいという意味である・乃の値は確率的であり事前にはわからない．従って

x｛の確率分布は，石の値について無条件のままでは

　　　p肌≦・｝＝Plx・≦仙＝11・Pl∫。＝11＋P伐≦・1石＝o｝・P11。≡ol

　　　　　　　＝ε・1〕lZ。≦・｝十（1一ε）・1〕1巧≦”1

→ぺ謀）・（・一抑（諸）

である．〃（・）は標準正規分布の分布関数である一ムの密度関数は上と同様．

に2つの正規密度関数の一次結合である．従ってX｛の確率分布は正規ではな

6朋



混合型株価変動モデルとオプシ冒ン価楮 （51）

くなる．εが小さくて，μ1＞μO，σ1〉σoであれぱ右裾が長い山の形をもつ密度

関数である．逆にμ〈μoであれぱ山の左側の裾が長くなる．μFμoでσ1＞

σoであれぱ対称形は維持されて両裾が正規形より少し長い形になる．一般に

混合正規分布は正規分布より裾が長いことが知られている（例えぱ［14］を参

照せよ。）．μドμoでσ1＜σoであれぱ平均周辺への集中度が強くなる。ε，（μo，

σo），（μ、，σ1）の値に応じて多様な（非正規形の）密度関数形を表すことができ

る．このモデル2の意義を述ぺておこう．f時点において満期時点丁までの株

価変動を考えるとき，様々な出来事が株価に影響を与えると想定される．様々

な出来事の生起とそれによる株価への影響は不確実である．｛石＝ユ｝が事象の

生起を表し，それによって株価の変動が影響されもとの巧が取り替られてz｛

となるのである．株個データを用いて10g。（8｛／8也一1）（…X｛）の様子をみるとモ

デル2が示す分布形の方がモデル1の分布形よりも現実的であると考えられる．

その一例が第5節の図2・Bに示されている・モデル2が示す株価変動はμ1＞

μO（そしてσ1＞σO）であるとき“株価が上向きである”という側面を表現して

いる．μ・＜μoの場合は下向きということになる．モデル2はモデル1に比べ

てある1つの方向へのゆがみを確率的に追加したものである．そこでモデル1

をr対数正規モデル」，モデル2をr一方向混合正規モデル」と名付けること

ができる。双方向へのゆがみを表すこともできる．それをモデル3（双方向混

合正規モデル）として表現しておく、まず，上の1｛，篶，Z｛，1≦4≦椛とは独立

な確率変数J｛，σ｛，1≦｛≦肌を定義しておく．J｛，1≦4≦肌は独立な確率変数で

　　　　　　　　　　　ムー／l1劉．、…1・一

である．σ｛，1≦｛≦肌　はJ｛，1≦乞≦冊とは独立でさらに互いに独立な確率変数

で正規分布〃（μ2δ，σ22δ）に従うとする．

　　モデル3：X｛二（1－1｛）・巧十1‘・｛（1一ム）・Z｛十J‘・σ也｝，　　1≦｛≦冗．

　これよりももっと細かく分布形の変化を表すモデルを考えることもできる．

しかしそれらは表現が複雑になるだけで議論の方法と結果は上のような単純な

ものと同様であり，本質的な差異はない．しいていえぱデータ分析において当
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（52）　　　　　　　　　　一橋論叢　第102巻　第5号

てはめの精度を上げるのに有効となることはあるだろう．いずれにしろ，これ

らのモデルは新しいものではなく考え方としてはHuber（［3］）の粗大誤差モ

デル，そ．してKOn（［9コ）の混合正規分布モデルと同一である．このモデルの

もとでオプシ目ン価格式を導出するところが本稿の特徴である．

　ここで本稿で扱うモデルと連続的時刻に対応するモデルでボラティリティが

確率的に変動する場合との関係について述べておく．株価の変動が

蝋一（μ・÷1・）糾1肌

または

　　　　　　　　　　　　　＆十直ノ＆＝θμ砒切面W・

　　　　　　　　（ただし肌はヴィーナー過程である．）

によって記述され・σが確率的であるとする．このモデルの特殊な場各として

モデノレ2は考えられる．つまり各小期間（亡｛一1，‘｛］，1≦4≦肌においてσが定数

σOまたはσ、のどちらか一方である場合である．そしてσoとσ1に対応して

μが定数μoまたはμ1をとるのである・σの確率変動が離散的時刻において

生じるというわけである・さらにσの確率変動が肌のそれとは独立である

場合に対応する．しいて書けぱ

蝋一／（・一ム）（μ・去1・）・ム（μ・判／挑

　　　　　　　　　　十1（1－1・）σ・十ム・σ、1肌，峠（f。．。，‘。）

のようになる．ムと肌とは独立である．

　このような連続時刻モデルのもとでのオプション価格についてはHu1l　and

Whi亡e（［5コ）が論じているが，そこではσの確率変動が連続時刻的なので明

示的な価格式が導かれない．モデル2のような離散時刻的な場合には次節で示

すように容易に導かれる．従って次節で示すオプシ目ン価椿式はHu11and

White（［5］）の議論の特殊な場合に対応するといってよい．しかし，σの変

動が連続時刻的であるか離散時刻的であるかの違いにより，得られる価楕式が

成立する経済世界の範囲についての議論の詰めが少し異なるので，次節ではそ
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混合型株価変動モデルとオプシ目ン価楮 （53）

れを指摘する．

　本稿で扱うモデノレを実用に付する場合の注意を2つ述べておく．まず1つは

バラメター推定の必要性である．それはモデル1のような単純な場合にも避け

られない．ε，μ，σをヒストリカノレに推定する1つの方法はK㎝（［9コ）に示さ

れている・しかし現在価格に潜在する情報を用いて推定する，いわゆるインプ

ライド・ボラティリティの算出法のような手順はモデル2と3の場合には研究

されていないようである・εの推定はとくに困難である．これらは今後の課魑

である．2つめはモデルの周い方についてである．モデル2のような視点は現

在では普及していないのでモデル1のように対数正規形に固執しがちである．

そのような傾向において生じやすい誤りを1つ指摘しておく．モデル2のメカ

ニズムで生じたデータをヒストリカルに分析し，その結果をモデル1の視点で

用いる場合に誤りが生じる・例としてμ1＝3μo，σ1＝3σoとしよう．このときモ

デル2のもとでムの平均は（3－2ε）μoδであり，分散は｛（9－8ε）σ血2＋4ε（1

一ε）μ02｝δである．この平均と分散をデータを用いて推定したとする．そして

誤’ってX｛が正規であると想定するとき（モデル1を想定するとき），実際は

右裾が長いのに対称かつ正規形とみなしてしまうのである．平均と分散は同じ

だが分布形が異なる2つの分布を混同する誤りである．もう少し正確にいうと，

確率分布

　　　　　　　　ε・”（μoδ，σo主δ）十（1一ε）・〃（3μoδ，9σ02δ）

を

　　　　　　　〃（（3－2ε）〃，1（9－8ε）σ。互十4ε（ユーε）μ。21δ）

と見誤るのである・このような状況下ではオブシ冒ン価格の見横りに偏りが生

じる．このような偏りについてはHu1】（［4］）がよく説明しているのでここで

壮述べないことにする．

3　オプシ目ン価樒式

モデル2のもとでのヨーロヅバ型コール・オプシ目ン価格式を導く．これが
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（54） 一橋’論叢第102巻第5号

得られればプット・オプション価格式はプヅト・コール・パリティを用いて自

璽カ的に求まる．プット・コール．・バリティはx｛の分布形に関係なく成立する　　　　・

からである。（例えぱ三浦［10コを参照．）

　まず冗＝2の場合を考える．そして1FO，12：1という条件のもとで考える．

1｛と巧，z｛は互いに独立だからこの条件のもとで巧，z2はそれぞれ〃（μoδ，

σo2δ），〃（μ1δ，σ。2δ）に従う。従って満期時点の株価8■はこの条件下で8r＝

s〆’十瓦で表される．満期時のコール・オプシ目ン価値の期待値は，権利行使

価格をxとして

　　　　　　　　　亙［max｛87－K，0｝18‘，1。＝0，石雷1コ

　　　　　　　　　　…亙［max｛8‘ε「I＋2・一X，0｝1＆コ

である、これをリスクのない金利rで割り引いてオプシ目ンの現在価値を求め

たいところだが，1の値がゼロのときと1のときとでは金利が異りうるのが自

然であろう・そこで1の値に応じて小期間（工｛一1，‘｛）における金利をηとし

ておく・r｛は小期間内で一定であると仮定する．こうしておいたうえで，期間

（1，τ）におけるオプシ冨ンを考えるとこれはGeske（［2］）が提示した複合オ

プシ冒ン（cOmpound　Option）である．小期間（‘1，T）においては通常のB・S

価格式で表されるオプシ目ンであり，小期聞［まO，‘1］においては勾時点で価

値

　　　　　　　　亙［‘■『”’ω・max概、・召zLX，O｝1＆、コ

　　　　　　　　≡8・．ハア（ん1）一K・一榊一’・〕W（尻1一σ。同）

　　（ただし

・一の六／・・亭・（耐去〆）（・一・）／

　　である．）

に等しくなる複合オプシ目ンである。これの‘時点（K壬1）における価値は

　　　　　　刃［‘一fI⑫「ω・亙［θ一『”一’・〕・max｛＆、・‘”・一K，o｝ls‘、コ18。］

　　　　　　38一‘『1＋f’〕，・亙［ma刈8。・ε「・十勿一K，0｝lS。コ

　　　　　　＝‘一〔『1”’〕5・亙［max｛8。・ε伽十・1〕o＋・胴w－K，O｝18‘コ

626



混合型株価変動モデルとオプション価椅 （55）

（ただしWは〃（0，1）に従う確率変数である．）

イ榊人州，（・＾し・）紅㌦

（ただし，α＝（μO＋μ1）δ，b＝V（σ02＋σ12）σ　とおく　）

才榊仙・砂ル和糾含抑伽

一肘舳・・（÷（・・妾・1））

一州5・砂・w（÷（・・妾・1・が））

一〃榊・・（÷（・・妾・1））

である．各小期間内ではオプシ冒ン価格が効用関数に依存しないのでリスク中

立な経済世界においてこの計算を行づている．そこではτ1＝O，12＝1の条件下

で

r（μ命）氏 り一（μ十去〆）1

であるから上の式は

＝8’・w（危）一x・ゼ｛7舳〕吊・亙（トあ）

である． ただし

1一÷（・・妾十1柵）一÷（・・な．糸舳十÷・）

である．

　この計算結果は条件1、＝O，12＝1の替りにτエ＝1，12＝0を置いても同一であ

る．1｛の実現値のなかで1の個数（従ってぜ口の個数でもよい）に従って結果

が定まる．これに注意しておけぱ一般の肌についての計算は容易に実行される．

もう1つ重要な点は条件∫、＝・O，1。二1が生起する確率は（1一ε）・εであり，こ

の生起事象内で上の計算が成立する．他の条件が生起するとき，とくに11＝0，
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（56） 一橋論叢　第102巻　第5号

12＝0，または1・＝1，12＝1のときは少し異なる結果が得られる．これらそれ

ぞれの事象の生起確率を対応するオプション価格式に乗じて足し含せたものが

f時点におけるオプシ目ン価格式である．それはτ昌丁一‘とおいて

　　0（8！，T：X）

　　　2
　　；Σ｛∫エ十12＝此のときのコール・オプシ冒ン価格式｝・1〕｛∫1＋12＝ゐ｝
　　　比＝o

である．工時点においては／1，12がどの値をとるかが未知なのでこのような期

待値の形となる．このオプシ目ン価椅式はリスク中立な経済世界においてのみ

成立することに注意しておく、1｛に関する条件下で求めたオプシ冒ン価楕式

はリスク中立世界で計算されたものの各経済世界でも成立するものであった．

しかし各生起事象のもとでの価格式を総合するときに通常の経済世界では効用

を用いて総合し，刎（・）を効用関数として

　　0（＆，τ1K）

　　　2
　　＝Σ砒（｛ム十1。＝此のときのコールおプシ目ン価格式｝）・P｛1、十1。＝瑚
　　　比’o

のように表されるぺきである．最後の詰めのところ（だけ）で経済世界，ある

いは効用関数に依存する形になったがこれが肌＝2の場合のモデル2のもとで

のコール・オプシ目ン価楕式である．

　一般の肌の場合について，リスク中立世界におけるヨーロヅバ型コール・オ

プシ目ン価椿式を記述しておく・（σが連続時刻的に不確実な変動をもつ場合

の価格式はHu11and　White（［6］）が論じている．）

　∫戸1，つまりZ｛が現われるときのr｛を見とし，1F0のときのγ｛を

亙oとする．1＝∫1＋・・…・十1冊とおく．∫＝此の条件下のコール・オプション価

稲は

　　0比（S‘，τ1K）

　　　＝亙［ゼh＋■・十……仇〕8・m乱x｛8r－K，0｝lS‘，1＝胎コ

　　　＝ε．㈱1＋‘肥一瑚刷5・刀［max｛8。・8伽十エ冊■瑚的十4比伽1・1冊一伽・岬一K，0｝18‘コ

　　　；8。・W（尻珀）一K・ゼ㈱帥’刷舳・W（ん叱一ろ。）　　　　　　　　（1）
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混合型株価変動モデルとオプシ目ン個格 （57）

ただし

ろFl（晃σ、2＋（犯一此）σ。2）δ1112

伽一か芸・（帆・（1－1）凧）1・洲
1≦此≦肌

と書き表される．従ってま時点におけるコール・オプシ目ン価格式は

　　0（8‘，τ：K）＝Σ刀［ε一｛fI＋．．1一．’十ψ・max18r－K，O｝18‘，∫＝此］・1・11＝此｝

　　　　　　　　庇＝o

　　　　　　　＝Σ0花（8。，τ：亙）・列1＝瑚

　　　　　　　　比＝o

一軌・1含狐）・（芸）玖・一押1

一刈ポ肌舳・凧一㌦）・（芸）・（・一刈

（2）

であるただし（芸）一此、（ξ圭晃）1である

　この式を吟味しよう．まず篶とボラティリティσがそれぞれ2つの値を確

率的に，しかも相関1で月o，凧そしてσo，σ1の値をとるとしてその確率変動

に関して，対応するコール・オプシ目ン価椿式の期待値をとったものが上の式

である．この点で上の（2）式はHu11and　White［5コの（8）式の特殊な場

合といえる．また上の（1）式は複合オプションとして導いたが，形のうえで

は各此について

　　　　　　　　　　　　α比＝（枠・十（犯一此ル）δ

　　　　　　　　　　　凸花＝｛（ゐσ、2＋（肌一此）σ。2）δ1”2

として，株価変動をモデノレ1のもとゼ

　　　　　　　　　　　x｛が〃（α庇加，6比2加）に従う

とし，オプシ目ン期間中の一定金利が（此刀1＋（肌一ゐ）月O）δ加に等しいとする場

合のコール・オプシ目ン価樒と同一である．従ってf時点の価楮式はこの此の

確率変動に関して，対応する価格式の期待値をとったものとして得られる．つ

ぎに，モデル2において及の平均と分散は（μo，σ02）または（μ，σ12）のど
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（58） 一橋諭叢　第102巻　第5音

ちらか一方であり小期間（‘｛一・，‘｛］のなかでは一定である．従ってこの＝小期間

に対して，オプシ目ン価格式が効用関数に依存しないという議論が有効であり，

価樒式をリスク中立世界で求めてもそれはもとの経済世界でも成立するものと

して保証される．（この点については，例えぱ［8］を参照せよ．）しかし，乃

の平均と分散が連続時刻的に確率変動すると価楕式導出の過程でこのような保

証が難しくなる．ここがパラメターの確率変動の扱いにおいて離散時刻的な場

合と連続時刻的な場合との違いである、

　オプシ目ン価樒式（2）をモデル2と達携させるとモデノレの操作性のよさが

現われることも指摘しておこ・う．オプション期間中にx｛のパラメターμとσ

が変化すると見込まれるとき，変化の方向と変化の大きさをμとσの値の増減

によって表現する．変化の時期と変化の不確実性を石とεの値にようて表現

する。変化のシナリオが一本であれぱ1｛の値を確定することにより，オプシ

ョン価椿に関しては（1）式の0比が得られる、シナリオが多岐に渡れぱ（2）

式のようにそれぞれの可能性を生起確率を用いて平均することによりオプシ目

ン価格式が得られる、コール・オプション価椿はボラティリティσの増カロ関数

なので，上の（1）式で丑o≡凧とするときσo〈σ1であれぱ，此の値が犬き

い程0＾の値は大きい．従ってシナリオに応じた価樒を算出し比較することに

より当面のオブシ目ン価格の妥当性を測ることができるのである．分布の確率

的犬小に応じたオプシ目ン価椿の大小の比較はすでに田畑・沢木（［13コ）によ

って論じられているが，本節の方法は表現がバラメトリヅクであるため大小の

差が計測できるという利点がある．

4　モデルの同定

　第2節の3つのモデノレは株価変動の方向づけを大まかに表現したものである．

オプション期問中そして満期において，株価変動の方向が期首に想定した通り

であったかまたは異なる方向であったかを判定する手段が欲しいところである．

この判断が伴えぱ事後的であれ期首に設定したオプシ冒ン価椅の妥当性あるい

は偏りについてある程度の計測が可能である．KOn（〔9］）が用いた混合正規
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　　　　　　　　　混合型株価変動モデルとオプシ目ン価柁　　　　　　　　（59）

分布の母数推定法を用いれぱε，μ，σの推定が可能である．それをもとにして

データが得られた期間中におけるモデルの同定は可能である．ここではもっと

簡単な統計量を扱うことにする．統計量の値をみて第2節の3つのモデノレのう

ちの1つに・大まかにではあるが同定できるように工夫する．分布の形を判断

してモデノレの同定を行うだけであって母数の推定までは行わない．

　用いる統計量は疋，x2パ・…・，x冊の標本平均五と標本メディアンx〃，四

分位点7そして標本標準偏差6である．それぞれの定義はつぎの通りであ

る．

　　　　　　　　＿　　1　而
　　　　　　　X＝一ΣXむ　X〃＝m・dianlX1，X。，一・・，X冊1
　　　　　　　　　肌仁1

　　　　　　　　　　　　γ＝（X（．75）一X（．25））／2

（ただしx（‘）は順序統計量であり，工≡｛／（帆十1）のときx（‘）は小さい方から

4番目の観測値である．）

　　　　　　　　　　　　　、2　1蜆　　　一
　　　　　　　　　　　　　σ＝一Σ（xrx）里
　　　　　　　　　　　　　　　犯i＝1

　これらの統計量の性質を，んx。，……，x冊が独立であり，同一の分布Fに

従う場合について述べ，そのなかで分布の正規性がくずれるときの特徴を指摘

しておく・この特徴を組み合せてモデノレの同定のために用いる．

　第2節で述ぺたように‘時点から満期時点τまでの株価の変動が

　　　　　　　　　　8’．＝8！・εx・十x・十一’““十工・，　　1≦ぜ≦肌

と表されると仮定する・従ってムの平均と分散はそれぞれ（定数）X（1加）の

オーダーであり。肌が大きくなることはオプシ目ン期間をさらに細かく分割す

ることを意味する．

lr∫洲，σイ（一μ）榊

とおく．

性質：

lil　fは肌が犬きいとき近似的に〃（伽σF2加）に従う．Fが正規分布
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（60）　　　　　　　　　　一橋諭叢　第102巻　第5号

　　〃（μτ加，σ2τ加）であるときは■の分布は正確に〃（μτ加，σ2τ伽2）であ

　　る．

　㈹X〃は侃が犬きいとき近似的に〃（ξ，1／（4冊／（ξ）2））に従う．ただしξ

　　はF（ξ）＝O．5を満足する点，つまりアのメディアンである。∫はFの密

　　度関数である．

　㈹　肌が大きいとき，文一x皿の期待値はμF一ξである。Fが対称ならぱ

　　仰一ξ戸Oである．Fが右裾の長い分布であるときμF一ξは正の大きな

　　値をとる．

　ここで文一x〃の分散を求めておこう．形式的な演算を行うことによって求

める、F冊（・）をX、，X、，……，X冊の経験分布関数とする．「皿（・）をXi…「1

（σ｛）とするときの一様確率変数σ｛，1≦4≦肌の経験分布関数とする．

五一・・一÷含ぺ（六）一ポ1（÷）

　　　一÷含ト・（六）一r1（山）／

　　　　一ト・（÷）一r1（÷）1

　　　　・／拒戸（六）一r・（÷）／

である．第3項はFが対称分布であるとき1／〃のオーダーでゼロに収東する．

第1項と第2項の和の分散を調ぺる・F冊（”）＝r刑（F（”））という関係が定義に

より成立するので少し粗いがF冊’1（‘）＝F一工（r柵一（広））である・これを用いて

第1項と第2項の和は

÷含／r1（㌃1（古））一戸（六）1－1戸（㌃’（÷））一r’（÷）1

と書かれる．肌が大きいとき，π｛「冊■1（‘）一dの分布はブラウン橘（Brow－

man　Bridge）一助）により近似されるので，上の和の分布は

一去∫∫（絆亡））糾わ総））
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で近似される．

　　混合型株価変動モデルとオプシ目ン価椅　　　　　　　　（61）

これは正規分布に従う確率変数であり，平均はぜ口で分散は

÷∬久、需、））、（幾））鮎・去（八総））プ

ξ八玲…））∫｝（糾））沙

の期待値に尋しい．第1項，第2項の期待値はそれぞれ亙，X〃の分散に等し

い、第3項の期待値はXとX〃の共分散である．それは形式的には

÷／篶、壬（広））糾㍑瑞舳（戸（。、））

と表される．この分散式をみ七直ちにアの分布形と対応をつけて分散の大小を

論じるのは難しい．ここではxとx〃の，肌が大きいときの梱関係数を記す

だけに留めておく．それは

ま／篶、キエ））糾ル昂）刈

である．ここで用いた数学的方法は参考文献［12コに詳しく説明されている．

　性質：

　㈹　ムが正規分布に従うとき，四分位点はX‘の分布の標準偏差の約O．675

　　倍である、従って，このとき（0，675）6／γは1の回りに集中して分布する1

　　X｛の分布が正規よりも両裾が長いとき，（0，675）6／7は1よりも大きな値

　　をとる傾向が強くある．

性質匝V）についてここで簡単に説明しておこう．一般にFをぜ口に関して対称

な分布とするとき，尺度母数はつぎのように定義される．（詳しくは文献［3］

を参照せよ。）π（・）を偶関数として，

　　　　　　　　　　　　　∫1（÷）州一・　　（・）

を満足する∫を尺度母数と呼ぷ．σ互2は

　　　　　　　　　　　　　　　π（砂）＝砂L1，

17（…F．1（O．75））は

　　　　　　　　　　　　　γ（型）＝∫g肌｛1μ1－1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　633



（62） 一橋論叢　第102巻　第5号

　　　　　　　　　　（ただし3σ椛ω＝砂～1である．）

のようにZ（・）を特定するときに得られる尺度母数である。Fを〃（0，σ｝2）

とするとき，

　　　　　　　　　　　　F－1（O．75）＝（0，675）σ”

が成立する．対称分布θがFより裾が重い，または長いとはθ一1（士）／r1（‘）が

1／2〈K1の範囲で‘の増加関数であることとして定義される・正規分布アよ

り裾が重いGのもとではゼロから遠い位置により多くの確率が分布するので，

（3）式を満足するためにはθ一1（0．ア5）よりσθの方がずっと大きくなるので

　　　　　　　　　　　　　（O，675）σo〉θ■1（0．75）

という関係になりやすい．

　さて，モデノレの同定のための統計量を定義する。

　　　　　　　　　　　　　　α＝x－x〃

　　　　　　　　　　　　　　β≡（0，675）6／γ

とする．αがゼロに近いときは性質1i㈹㈹によりモデル1またはモデル3が妥

当である．このなかでβが1に近けれぱ性質㈹によりモデル1と判断し，βが

1から遠ければモデル3と考えるのが自然である・αがぜ口から離れていて正

の値であるときは性質（血〕によりモデル2の上向き，つまりμ1〉μo，（σ1〉σo）の・

場合であり，負の値であるときはモデル2の下向きと考えるのが自然である．

このときβはとくに有効な役割をもたない．

5　日本の株価データ

　第2節のモデルと第4節の統計量および判定方法を適用して，日本の株価変

動の様子を調ぺた・本節では号の結果をまとめておく・才プシ目ン価楕のデー

タは本稿では扱えなかった．まだ取引が開始されたぱかりなのでデータの量が

整うまで待つことにする．株価データとして，日本証券経済研究所計測室作成

の月次投資収益率データを用いた注〕．

　1952年1月から198工年12月まで30年間の，東京証券取引所第一都上場銘
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　　　　　　　　　　混合型株価変動モデルとオプシ目ン価裕　　　　　　　　（63）

柄の（荷重）平均の月次投資収益率を5年間毎，6期間に分割しそれぞれの期

間について，

　　　A1X｛（…I09。（8＾。1概））の時系列

　　　B：X‘の正規確率プロヅト

　　　C：XとX〃の時系列

　　　D：2・（0，675）・6と2・17の時系列

を算出し図に表した・図の数字1から6は時期の順を表し，英字AからDは上

記の通り図の内容を表す・CとDは60ケ月分のデータを最初からの石個1≦此

≦601について統計量の値を計算し時系列として表した．

　第1期は図1．Bにみられるように全体としてほぼ正規である．しかし図1．A

にみられるように，60ケ月のうち前半はかなり乱雑な分布であるが後半はぱ

らつきの度合が小さくなっている。前半と後半を通じて平均は同等のようであ

る。これはモデル2のケースでμ1＝μo，σo＜σ1の場合といえよう．統計量α（＝

X－X〃）の値はぜ口に近く，β（＝（0，675）・6／γ）は1よりやや犬きい（図1．C，

図1．D）．

　第2期はモデル2の下向きのケースである．60ケ月のうち時々X｛の小さな

値が生じる（図2・A）・全体としては左裾長の分布形である（図2．B）．αの値

は負である（図2．C）．

　第3期はモデル3のケースである．｛J＝1｝，（μ2くμo）の生起確率ηが｛∫＝

1｝，（μ・＜μo）の生起確率εより小さい（図3．A）．両揮が正規より長く，右裾

は左裾よりさらに長い（図3．B）．αは正の値である（図3C．）、

　第4期は第2期とほぼ同様でモデル2の下向きのケースである．

　第5期は60ケ月を上期・中期，下期に分けてそれぞれの期で正規のようで

あるが分布の母数値が異なる（図5．A）．第5期の分布形はモデルの同定が難

しい．モデルユとして約20ケ月毎に母数の値が変化したとみるか，あるいは

毛デノレ3で｛∫＝1L（μ1〉μo）と｛J≡1｝，（μ2＜μo）の生起確率εとηがそれぞ

れ犬きくて，どちらかが連続して生起する形である．しかし全体としてほぼ正

規である（図5．B）。αはゼロに近く（図5．C），βは1より小さい（図5．D）．
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橘論叢 第102巻 第5号（68）
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（70） 一橘論薙第102巻第5号
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　　　　　図7．A

1．0　　1．5　　2．0　　2．5

　　　図7．B

　第6期はモデル3のケースである．｛∫＝1｝，（μ2〈μo）の方が｛卜1｝より生

起確率が大きい．μ1＞μOであってσ1がσoよりかなり小さいようである（図

6．A）．全体として対称形に近いが両裾が長い（図6．B）．αがゼロに近く（図

6．C），βが1より犬きい（図6．D）。

　この分析でわかるように市場平均については，分布形がほぼ対称であるかま

たは左裾が長い時期が多い．ところが個別銘柄についてみると様子が異なる．

上の分析とはデータの時期は異なるが，19ア9年1月から1984年12月までの

月次投資収益率をみるとα〉Oである銘柄が圧倒的に多い・またβ＞1である

銘柄が圧倒的に多い．例として銘柄番号1000番代の銘柄についてαの値（図

7．A）とβの値（図7－B）の頻度を示す棒グラフを掲げておく．図7．Aの横

軸の目盛は一αである、これらの銘柄の挙動の平均として市場平均があ亭の

だが，この時期ももし市場平均の巧の左裾が長いようならそれは各銘柄の収

益率レベル，とくにμの値のちがいによるものかも知れない．

　本節では統計量を用いてx’の分布形を大まかに判断するだけで母数の推定

にまでは踏みこんでいない・しかしながら，本節の大まかなデータ分析を通じ

’て感じられることはx｛の変動型（分布形）の変化に対芯するオプシ目ンを定

義することの可能性である．αとβを逐次許算することにより，ムの分布形

に対してある程度の把握ができる．従ウてこのような統計量にもとづいたオプ
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シ目ン，いいかえれぱ期首に想定したモデルと実際に生じた変動型との差異を

オプションとして証券化することである．株価の不確実な変動を（1）モデル

内での変動と（2）モデル自体の不確実な変化に分けるという視点をとれぱ，

（1）は株式オプションの対象であり（2）がここでいう“モデル・オプシ目ン”

の対象である．次節ではモデル・オプシ目ンの一端をαについて簡単に述べる．

　　　　　　　　　　　　6課題：価格の偏りの推定

　本稿では扱わなかった問題を今後の課題として，最後に述ぺる．

　xlの分布Fあるいはθのもとでのコール・オプシ目ン価格をそれぞれ

0ハ0oとし，両者の差（偏り）を助と表すと，これらの間の関係式は

　　　　　　　　　　　　　　　0o＝0・十助　　　　　　　　（4）

である・現実の分布θを誤ってアであると想定するとき助という価樒差が生

じるのである．第5節の図にあるようにオプション期間中の乃，1≦4≦椛の実

．現値を逐次みていくうちに，統計量αそしてβを通じてFとθの隔りに，ある

いは同等性に気がつく．何らかの統計量を用いて助の推定量を構成すること

が1つの問題である．もし助に対する推定量が構成できるならぱそれをもと

にして，想定したモデルと現実の変動型とのずれに対するオプシ目ン，いわぱ

モデル・オプシ目ンを定義することがもう1つの問魑である．

　α＝X－X〃は冊が大きいときには［μo一θ’1（0．5）コの回りに集中するのでそ

れを利用することができる・しかし，満期時点の株価

　　　　　　　　　　　　8π＝8‘・3工・十．‘’十工・昌8’・召冊・X

を複製するために，αをπ倍すると肌・x〃が散慢な分布をもつ．この不都合

が1つの障害である．

　（4）式の1つの表現はJarrow　and　Rudd（［7］）によって与えられている．

この表現の推定可能性はともかくとして，しかしそれよりは単純な形で，例え

ぱ第3節の価格式の差のようなもので助を表現し，そこに含まれる母数を

KOn（［9］）が用いた推定方式によって推定するという手順も検討されるべき

であろう．
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（72） 一橘論叢第102巻第5号

注）　計算は慶応義塾犬学理工学部数理科学科柴田研究室のrSシステム」を用いて

　行った．機器の操作について同研究窒の方々の御助カを得たのでここに記して感謝

　する．もし計算に誤りがあればそれは著者の責任である．
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