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デザイン覚書

岩　崎　史　郎

1　はじめに

　デザイン（design）といえば，服飾などのことを連想し，数学を思い浮

かぺる人は少ないであろう．しかしこの小文では，数学におけるデザイン理

論をごく簡単に紹介し，筆者が最近得た結果をも簡単に記すことにしたい．

　Designは‘図案’とか‘設計’とか‘計画’などと訳されることが多いが，こ

の小文におけるような意味では，通常‘配置’と訳される．集合の元が何らか

の意味でうまく配置されると．不恩議で魅カ的な現象がしばしば生じる一

たとえば，いろいろな生命現象は分子の特殊な配置・結びつきから生じると

いえる・であろうし，そもそも．配偶者’というのは，大勢の男女の中から‘偶

然に？　配置された者’という意味に解することもできよう．（もっとも辞典

によれば，‘配’はそばにくうついた人：つれあい，’偶1は2で割り切れる偶

数の偶で，対とか似た者どうしということらしく，配も偶も似通った意味の

ようであるが．）よい文章・詩には、的確に選ぱれた言葉が的確に配置され

ている．日常生活において，配置の問題はいろいろとあろう一家・部屋の

中で家具はどのように配置すれば過ごしやすいか；店では品物をどのように

配置すれぱ，客が品物を選びやすく，売上げを伸ばすことができるだろうか

等等．

　中学・高校の数学から身近な例をとってみよう．たとえぱピタゴラスの定

理は図形の配置という面から証明することができる一1つの正方形の中に，

4つの合同な直角三角形（直角をはさむ2辺の長さはo，δで，斜辺の長さは
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ム

cとする）の置き方・

配置を左図から右図の

ように変えるだけで証

明されたことになる．

（正方形の中から4つ

の合同な直角三角形を

取り除いた図形の面積は，左図ではc2，右薗ではα2＋δ2で，両者は等しいか

ら，o2＋δ2＝c2、）

　S＝1＋2＋3＋…十99＋100の値を求める場合も，私達は左から順に加えて

いくというような愚かなことはせず，通常は数を逆に並べ替えて（数の配置

を変えて）S＝1OO＋99＋…十2＋1を作り，それをはじめの式に縦に加えて

　　2S＝（1＋100）十（2＋99）十…十（99＋2）十（1OO＋1）二101×1OO、

　　　．S＝101x100／2＝5050．

というようにやる．

　では，次の問題はどうだろうか．

ある会社が守衛を何人か雇って，1組3人ずつのチームで2時間交代の見回

りを終日行いたいという．しかも次の条件を満たすようにするには，守衛を

何人雇って，どのように配置すればよいか？

　（i）　どの2人も1目1回だけ顔を合わせるようにチームを作る．

　（ii）　どの人も1日8時間労働となるようにチームを作る．

　　　　　　　　　　　　　　　まず，各チーム2時問交代であるから，終

　　　　　　　　　　　　　　日（24時問）では24／2＝12チーム作らなけ

ればならないが，結論を言うと，守衛は9人

雇い，3人ずつからなる12チームの編成を

左図のようにすれば一9人は数字1，2，…，9

で表され，3人からなる各チームは3つの数

字を結んだ線で表されている一，上の条件

（i）と（ii）がともに満たされる．条件（i）を
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満たすことは，たとえば1と2（1と6）が顔を合わすチームは｛1，2，3｝

（l1，6，8｝）だけであることなどからわかる．条件（ii）を満たすことは，ど

の点も丁度4つのチームに合まれる（たとえば，1を合むチームは｛1，2，3｝，

｛1，4，7｝，｛1，5，9｝，｛1，6，8｝）から，どの人も1日に2時聞×4＝8時問見回り

をすることからわかる．

　このような配置の問題を，数学ではデザイン理論として一般にどのように

扱っているかを簡単に述べ，筆者が最近得た結果をも紹介するのがこの小文

の目的である．ここで主に用いるのは，足し算・引き算・掛け算・割り算だ

けの四則演算であるが，演算が行われる舞台は実数全体のような無限集合で

はなく，有限個の元からなる有限体である．以下，q（gは素数べき）個の

元からなる有限体を0F（口）で表す．有隈体の知識を持ち合わせていない読

者は，ρが素数のときだけを考え，そのときは0F（g）＝｛O，1，2，…，q－1｝で

あって，その中で加減乗除が白然に自由にできるようになっていると思えぱ

よい．（ただし，0F（q）の各数7は通常の整数そのものではなく，σで割る

と余りが7となるような任意の整数あるいはそのような整数全体を表す．し

たがってたとえば，ρ十2＝3q＋2＝一q＋2＝2；g＝2g＝O；ロー1＝一1，…）そ

してこれらの数同±の加減乗は各数γを通常の整数と思って行ってよいが，

その計算結果が通常の整数としてはO，1，2，…、σ一1の中にない場合は，それ

をσで割った余りをとることにする．そうすると，GF（σ）の中で加減乗除

が自由にできる（たとえば，q＝3，GF（3）＝｛O，1，2｝では，1＋2＝3＝O，2・2＝

4＝1であり，したがって1÷2＝1／2＝2である）．以下では，ベクトル空問

とか射影空問とか置換群などといった言葉も出てくるが，そのような概念に

不慣れな人は適当な本（たとえば永尾［I2］）で補うか，そのようなところ

は気にしないで読み流して頂きたい．ともかく有限体0F（q）を用いて，デ

ザインという整然とした有限幾何（点全体が有限個で，各直線も有限個の点

からなっているような幾何）を作る一いわば加減乗除（だけ）で絵を描く

　　のがねらいである．
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2　定義，よく知られている事柄・例

この小文でいうデザインの数学的定義は次のとおりである、

　定義1肋紅λは正の整数であづて〃〉庖＞工であるとし，2つの有限集合

ΩとBが次の条件を満たすものとする．

　（1）Ωは〃個の元からなる．（Ωの各元を点という．）

　（2）〃の元はどれも，Ωのト部分集合（ん個の点からなる部分集合）で

ある．（Bの各元をプ0ツクという．）

　（3）Ωの‘個の任意の点に対して，それらを合むブロックの個数は，’個

の点の取り方によらず一定であってλである．

このとき，Ωと〃の組（Ω，8）を’一（〃，尾λ）デザイン，あるいは広，〃，尾λをパ

ラメーターにもつトデザインという．（デザインとよばれるのは，集合の元

がブロヅクという部分集合の系にきれいに　　どんな’個の元に対しても上

の条件を満たすようにきれいに，いわば対称度fという正貝1」性をもって

整然と配置されているという意味合いであろう．）

　卜（〃，息λ）デザインというとき，その点の個数〃＝＝1Ω1は表に出ていても

ブロックの個数6：＝1別は表に出ていない．それは，容易に示される次の

よく知られた命題から，あが‘，〃，尾λで表されるからである．（以下に引用さ

れる命題や例，その証明について，その多くは永尾［12］等を見られたい．）

　命題1　（Ω，〃）がト（〃，息λ）デザインであるとき，次が成り立つ、

　（1）0≦4≦オなる任意の整数｛に対して，｛個の点を含むブロックの個数

λ，は，｛個の点の取り方によらず一定で

H（：二；）／（㍍）一！畠三1；l1三1三㍑三島

で与えられる．特にブロックの個数あ：＝lBlは
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1＋1（1）／（1）一1111≡Bl1三1幸B

　（2）　1≦｛≦エなる任意の整数づに対して，（Ω，”）は｛一（〃，忽λ’）デザインで

ある．簡単にいえぱ，τ一デザインは（ト1）一、（’一2）一，…，2一，1一デザインでも

ある．

　定義から自然に考えられるデザイン理論の基本課題の一つは

存在・構成の問題　どんなパラメーターオ，〃，尾λの値に対して，卜（〃，尾，λ）

デザインは存在するか？　興味深い工一（〃，尾，λ）デザインを実際に構成せよ．

　命題1は証明も内容も簡単ではあるが，なかなか有効である．たとえぱ、

デザインが存在するためのパラメーターをかなり規定する：命題1（1）に

おけるλ、は勿論整数であるから，工一（砂，ゐ，λ）デザインが存在するならぱ，バ

ラメーター川尾λの間には少なくとも（1）のどのλ1の右辺も整数となる

ような整除関係がある．したがって，あるλ、の右辺が整数でないような

工一（〃，た、λ）デザインは存在しない．

　前節の終りに述べた守衛の問題の解の一部（守衛の雇用人数は9人）も，

命題1によって次のように得られる．守衛を〃人雇うとし，3人ずつの各チ

ームをブロックと考え，ブロックの総数（1日の全チーム数）をあとすると，

この問題は次のようなデザインの問題となる：条件（i）を満たすような守

衛め配置は，2一（〃，3，1）デザインでδ＝12となるものを作ることであり，条

件（ii）を満たす一どの人も2時間交代で1目8時間労働というのは，ど

の人も1日8／2＝4チームに加わること一ような守衛の配置は，1一（〃，3，4）

デザインでδ＝12となるものを作ることである．したがって命題1（1）に

よって，（i）の場合は12二1・砂（〃一1）／3（3－1）から，（ii）の場合は12＝4・〃／3

から〃が求まり，どちらの場合もド9で，守衛は9人雇えばよいことがわ

かる．さらに次のこともわかる．条件（i）を満たすような守衛の配置は

2一（9，3，1）デザインであり，これは命題1から1一（9，3，4）デザインでもある
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から，条件（ii）も満たしている．2一（9，3，1）デザインの具体的な作り方は

前節の終りに述べた図のとおりであるが，これは次の例1のアフィン平面の

1つである．

　よく知られているデザインの代表的な例を以下いくつかあげる．

　デザインの例．

　（例1，2では，〃≧2で1≦±≦η一1とする．）

　例1λ0（仏g）を有限体GF（q）上の〃次元アフィン空間（すなわち

GF（g）上のη次元ベクトル空間γの元全体），”，をλG（仏q）の｛次元部分

空間（すなわちγの｛次元部分ベクトル空間を平行移動したもの）全体の

集合とすると，その組λ0、（仏q）：＝（λ0（仏g），助は2一（〆，ゲ，ぺ．1（η一1，

q））デザインである．ここに

　　　　　　　　　　　　（q胴一1）（σ㎜■L1）…（口閉一『十」1）
　　　　　　　批（仏σ）＝　　　　　　、一1
　　　　　　　　　　　　　（9『一1）（9　－1）…（σ一1）

（＝GF（σ）上の㎜次元ベクトル空問の7次元部分ベクトル空問全体の個数）．

特にλ01（2，σ）は2一（〆，q，1）デザインで，位数qのアフィン平面とよぱれる．

λ01（2，3）は2一（9，3，1）デザインで，守衛問題の解を与えている．

　例21〕G（仏σ）を有限体GF（q）上のη次元射影空問（すなわちGF（g）上

のη十1次元ベクトル空問γの1次元部分ベクトル空間全体の集合），B，を

PG（仏σ）の｛次元部分空間（すなわちγの｛十1次元部分ベクトル空問に合

まれる1次元部分ベクトル空問の集合）全体の集合とすると，その組
舳）一（舳）・・）はプ（9吉’・q；≒’・舳一1・・））デザ／ン

である．

特に・・舳）はト（岩・・十1，1）デザ／ン・舳・）はト（〆・・

十1，σ十1，1）デザインで，POl（2，口）は位数qの射影平面とよぱれる．また，

舳仏・）はか（告・ぢ三トq吉’）デザ／一κ1（仏・）はト

（2蜆十1－1，2蜆一1，2”11－1）デザインである．

　上の例からわかるように，デザインはアフィン幾何や射影幾何などの古典
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幾何の流れに沿った白然な概念であるといってよい．なお，上にあげた例は

全て2一デザインであるが，2一デザインについての一般的な事実と例を少し

述べておく．

　命題2　（Fisherの不等式）

　2一（〃，尾λ）デザインでは常に，

　　　　　5（ブロックの個数）≧〃（点の個数）

が成り立っ．

　上で特に等号あ＝〃が成り立つ場合は，対称的2一デザインとよばれる．

（このとき命題1の記号を用いると，λ1＝息λ2＝λであり，λ1一λ2：冶一λをこ

のデザインの位数という．）対称的2一デザインの例として，例2のP01（2，

q），P0蜆、、（仏σ）などがあるが，典型例として，2一（q2＋ρ十1，q＋1，1）デザイ

ンPθ1（2，ρ）を一般化した次のような（一般の）射影平面とアダマール2一デ

ザインがある．

　定義2ηを〃≧2なる整数として，

　（1）2一（〃2＋η十1，〃十1，1）デザインを位数ηの射影平面という．

　（2）　2一（4〃一1，2η一1，η一1）デザインを位数例のアダマール（Hadam肌d）

2一デザインという．

　（この2つのデザインは，命題1より6，λ1がわかり，どちらも位数が

λrλ2＝ηの対称的2一デザインである．）

　例3　次はアダマール2一デザインである．

　（1）P0蜆一1（仏2）

　（2）qは素数べきで，ρ一1＝2刎（刎は奇数）であるとし，有限体GF（σ）

のOでない平方数の全体をQ：＝（0F（q）＼lO｝）2とする．0F（q）を点集合と

し，Qを平行移動したものをブロックとして作った組（0F（σ），｛◎十づ1狂
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GF（q）｝）は2一（σ，（g－1）／2，（q－3）／4）デザインであ

る．このデザインをPa1eyデザインという．

　　射影平面とアダマール2一デザインが注目される

　理由の一つは，次のことが成り立つからである：位

4数ηの対称的2一（〃，忽λ）デザインにおいては，

リ≧此十2ならば，

　　　　　　　　　　　　4〃一1≦〃≦η2＋η十1．

ここで等号が成り立つのは，右等号の場合は射影平面，左等号の場合はアダ

マール2一デザイン（およぴそれらの補構造とよぱれるもの）である．特に

左右の等号が同時に成り立つのは，η＝2の場合で対称的2一（7，3，1）デザイ

ンー位数2の射影平面POl（2，2）一である．このデザインは最も有名な

有限幾何の一つで，上のように図示される．（7点の作る幾何で，各ブロッ

クは3点からなり，直線ともよぱれる．この図は，［3コのような有限幾何関

係の本の表紙に象徴的に描かれていることがある．）7つの点は｛1，2，…，7｝

で率され，各ブロック（＝直線）は3点を結んだ線で表されている．すなわ

ち・直線は全部で7つあって，｛1，2，4｝，｛2，3，5｝，｛3，4，6｝、｛4，5，7｝，｛5，6，1｝，

｛6，7，2｝，｛7，1，3｝（見かけ上｛6，7，2｝は円，他は直線）である．この図から，

このデザイン：射影平面PO1（2，2）においては任意の2直線は必ず1点で交

わり，平行線が存在しないことが見てとれる．したがってこれは，最も簡単

な非ユークリッド幾何のモデルになうている．なお，ここ・では詳しく述べる

ゆとりがないが・この図あるいは射影平面POI（2，2）を適当に補うと誤り訂

正符号というもののもっとも簡単なモデルができる．誤り訂正符号というの

は，通信の途中で発生した誤り一たとえぱ，火星・木星・土星などの宇宙

探査機から送られてくるデータは途中でいろいろな陣害のために，地上で受

信する時は発信時のものと違っていることがよく起るが，そのような誤りを

見つけ・正しく訂正するものである．実は，有限体GF（g）はこのような符

号理論をはじめ応用面でも非常に活躍している．今の例でいえぱ，宇宙探査
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機は惑星のようすを普通のカメラで写すわけにはいかないから，映像の情報

は有限体を用いた数値情報として符号化されて送信され，地上で受信された

情報は誤り訂正符号によって誤りを正しく訂正され，画像処理技術によって

普通の写真になるのである．

　なお上では，不等式‘4〃一1≦〃≦仰2＋例十1’における等号の場合を述べた

が，中間の場合：4”一1＜〃＜η2＋物十1の対称的2一デザインでも興味深い例

がある、たとえば，後述の脇から作られる対称的2一（176，50，14）デザイン

は，その自己同型群がHigman－Simsの単純群であることがわかり，注目さ

れる（Lander［11］）．

　トデザインに関する一般的な注目すべき結果としては，次のこと　　任意

のfに対して，トデザインが存在する一が知られている：

　命題3　（Teirlinck［14］）一は任意の正整数とし，〃≧け1であって〃一τ

が（叶1）！（州〕で割れれば，f一（〃十1，（叶1）！（州））デザインが存在する．

　これは非常に興味深い結界であるが，借しむらくはλ＝（け1）！（別十1）の値

が大きすぎることである（任意のfに対して，λの値が小さい工一デザインの

存在証明が望まれる）．

　λの値が最も小さいとき，すなわちλ二1のときは特に注目され，

　定義3τ一（〃，尾1）デザインをシュタイナー・システム（Steiner　system）

という．

　これは，’個の点を通る（合む）ブロックはただ一つである幾何であるか

ら，2点を通る直線はただ一つであるという通常の幾何の自然な一般化にな

っている．因みに数学史（たとえぱ，カジ冒リ［10］，高木［13］）によれぱ，

Steiner（1796－1863）は誠に異色な数学者であったようである一スイスの

貧しい農家に生まれ，14歳まで教育を受けず，一字も書くことができなか

ウたが，18歳のときPestalozziの学校に入り，数学に興味を持ち始めた．
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こ．の学校を出てからベルリンに赴き・学校教師や家庭教師（Humbo1dt家

の家庭教師をしたのは，その後の幸運につながった）をしながら，数学の研

究を統けた、彼はAbe1とともに，その頃Crel1eが発刊した有名な数学雑誌

の有力な寄稿者として高く評価され，ついに彼のためにベルリン大学に幾何

学の講座が創設されるに至り，終生その職にあづた．経歴だけでなく，研

究・教育の仕方も異色のようであった一直観力に秀でた彼は，しだいに図

を描かずに幾何学が研究できるようになり，幾何学の講義のときも図を描か

なかったので聴講者を面くらわせたようである．

　シュタイナー・システムの例．

　（1）　2一（η2＋η十1，閉十1，1）デザイン，すなわち射影平面．

　（2）2一（η2，仏1）デザイン，すなわちアフィン平面．

f≧3の有名な例として，1938年Wittによって構成された

　（3）　ヴィット（Witt）・システムまたはマシュー（Mathieu）・デザイン

とよばれる次の5つのデザイン：

　　　3一（22，6，1），4一（23，7，1），5一（24，8，1）：4一（11，5，1），5一（12，6，1）．

これらはそれぞれ脇，脇，脇；wl，肌と表される．これらがマシュー・デ

ザインともよばれるのは，それらがマシュー群という対応する5つの単純群

の作用する幾何学的場になっているからである．

　近年構成された’＝5の例として，

　（4）Denniston［5コ等による

　5一（28，7，1）デザインや5一（〃，6，1）デザイン（〃＝24，48，72，84，108，132，

168）．

　実はこれまでに知られている工＝5のシュタイナー・システム，すなわち

5一（〃，尾1）デザインの〃の値は全て，〃＝g＋1（σは素数べきで，σ十1は4の

倍数）という形をしている．なお，’≧6なるシュタイナー・システムは知

られていない．

　上の例（3）で述べたヴィット・システムとマシュー群は色々な意味で注

352



デザイン覚書 （11）

目され，我々を魅了してやまない．それらは近年の散在型単純群を構成する

際にも本質的に用いられ，特異な不思議さを持って色々な所に現れることな

どから，その不思議なありようの根源を解明することは，有限群論・有限幾

何の大きな課題の一つであると思われる．その正体をいくらかでも解明する

ために，たとえば，Curtisは［4コでMOG＝Miracle　Octad　Generatorと

いう文字通り魔法のような概念を，私も［6］で‘差型’あるいは‘代表ブロッ

ク’という概念を導入した（［7］）．

　f一デザインを構成するたはいろいろな方法があるが，強カな一つとして’

斉次な置換群を用いる簡単な方法がある．

　定義4り，τは正の整数であって〃≧工とする、Ωを〃個の元からなる集合

とし，GをΩ上の置換群とする．Ωの任意の2つのト部分集合（’個の元か

らなる部分集合）｛α1，α2，…，α’1，｛わ1，払…，5’｝た対し，一方を他方に移すG

の元σが存在するとき，すなわち1αr，α2σ，…，α’口｝・・｛b1，わ2，…，δ’1なるσ∈G

が存在するとき，GはΩ上’斉次であるという．

　〃次の対称群S。は〃斉次，〃次の交代群λ皿は〃一2斉次であるが，工の値

が大きな‘斉次置換群は対称性の高い群といってよいであろう．

　一般に，τ斉次置換群からトデザインが次のように自然に簡単に構成され

る．

　命題4　（f斉次置換群⇒f一デザイン）

　広，似為は正の整数であづて〃〉た＞fであるとし，Ωを〃個の元からなる集

合，GをΩ上の工斉次置換群とする、Ωのト部分集合λを任意に1つとり，

それをGの元全体で動かしてできる集合をλo＝ば1σ∈01とすると，組

（Ω，λo）はf一（叫尾λ）デザインである．ただし

1－1・1・1（1）／（1〉・一111・1州：・におけるλの固定部分群
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である．

　この簡単な原理から自然に考えられる問題は：

　Ω上のどんなf斉次置換群Gと為一部分集合λに対して，（Ω，λc）は興味

深いデザインとなるだろうか？

　命題4の方法による’一デザインの構成問題は，Gの部分群らを決める問

題に帰着するから，Gの部分群が全てわかっている場合は，群論の問題とし

ては面白いものではない．しかし，デザインの問題としては面白いものと思

われる．なぜなら，0が簡単でありふれた群（Gの部分群も全てわかってい

る）であっても，λをうまくとると，（興味ある）新しいデザイン（Ω，λG）

が得られることがあるからである．・このようにして最近得られたいくつかの

新しいデザインを次節で述べる．

3　ある無隈系列の2一デザインと3一デザインの構成

　以下，口は奇索数べきで，GF（q）をq個の元からなる有限体とし，Ωを

GF（g）上の射影直線とする：Ω＝1。。｝∪GF（σ）．

　GとしてΩ上に自然に作角する一次分数変換群

　　P0五（2，q）1＝1π→（㏄十わ）／（c工十d）1¢δ，c，d∈0F（σ）；αd一わc≠01

または特殊一次分数変換群

　　PSム（2，口）：＝1”→（α什わ）／（cz＋d）1ψ，c，d∈GF（q）；αd－5c∈Ql

をとる．ここで，Qは0F（q）のOでない平方数の全体である：

　　　　　　　　　　　Q：＝1π21π≠O∈GF（σ）1．

Ωの任意の部分集合λ（ただし1λ1〉3または2）に対して

　　　　　　　　　　　カ（軌λ）：＝（Ω，λ肌（ω）

　　　　　　　　　　　一〇（αλ）：＝（Ω，λ用止（2町））

とおく．PGム（2，σ）はΩ上の3斉次置換群であるから，命題4によづて

〃（g，λ）は3一デザインである．また，PSL（2，q）はΩ上に

　q－1二2刎（閉は奇数）のときは3斉次に，
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　σ一1＝2切（θ≧2，閉は奇数）のときは2斉次に

作用することがわかるから，命題4より〃（q，λ）はそれぞれ3一デザインま

たは2一デザインとなる．

　問題　Ωのどのような部分集合λ（とq）に対して，〃（σ，λ）または〃（σ，

λ）は興味あるデザイン’となるか．

q－1＝2閉（閉は奇数）のときは，λ＝｛。。｝UQにとると，次の結果が得

られる．

　結果I　（［6］）g－1＝2閉（刎は奇数）でq〉7のとき，〃（σ，｛。。｝∪Q）は

3一（q＋1，（q＋1）／2，（g＋1）（q－3）／8）デザインである．そしてこのデザイン

のブロックは全て具体的に記述することができる．

　この証明は，単純群PS五（2，q）の部分群が全てわかっているから難しくな

し、．

　このデザインは次の意味で興味深いものと思われる．

　（i）　先の例3で述べたPaleyデザインに1点1。。｝をカロえて，それをある

意味で拡大した形のデザインとなっている（ただし，Pa1eyデザインの通常

の意味での拡大一その定義は省く一ではない）：実際，G＝PSム（2，q）と

おくと，〃（g，｛。。｝∪Q）の点集合はΩ＝｛。。｝∪0F（g），ブロック集合は

（｛。。｝∪Q）Gであるが，Pa1eyデザインの点集合はGF（q），ブロック集合は

｛Q刊1ゴ∈0F（口）｝二Qo皿である（ここに，G。。・二｛σ∈o　ooσ＝oo｝＝｛”→ω十δ

α∈Qδ∈0F（q）｝：0における。。の固定部分群）．

　（ii）　ρ（q，｛oo｝∪Q）が4一デザインとなるのはq二11のときで，〃（11，

｛oo｝UQ）は実は5一（12，6，1）デザインW2である．したがって，〃（q，loo｝

∪Q）は肌を合む無限系列の3一デザインである．（因みに，Assmusと

Key［1コは任意の整数閉≧3に対して，3一（22，6，1）デザイン㎎2を合む無
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限系列の興味深い3一（（4㎜十2）／3，6，1）デザインを構成した．）

　（iii）口＝23のとき，λとして〃（23，｛。。｝∪Q）のブロックの形を少し変

えた8個の元からなる集合をとると，〃（23，λ）は5一（24，8，1）デザイン脇

になる．

　このようにλ（とσ）を適当にうまくとれば，〃（σ，λ）は興味深いデザ・イ

ンになっていると思われる．

　次に，ロー1＝2切（2≧2，㎜は奇数）の場合を考える．上の結果1ではλ＝

｛・。｝∪Q＝｛。。｝∪（GF（σ）＼lO｝）2にとったから，その続きとして今度の場合

自然に考えられるのはλが｛。。｝∪（GF（g）＼lOl）2’という形をしているとき

であろう、次の結果はこのような流れのなかで得られたものである．

　結果II（［8］，［9］）　σ一1＝2｛閉（2≧2，閉は奇数）とし，各色1≦｛≦θに

対し，

　　　　　　亙、＝｛oo｝U（GF（q）＼｛O｝）2一、　尾＝1＋（q－1）／2！

とおくと，例外を除き（例外の記述は略す）

　　〃（q、亙，）は3一（ρ十1，息冶・（尾一2））デザイン，

　　〃（q，E，）は2一（q＋1，息か（q－1）ノ2）デザインである．

　上のデザイン〃（口，E，），〃（g，E，）が興味深いものであるかどうかわからな

いが，これまでに得られているテザインの表には見当たらない　　たとえぱ，

パラメーターカ…〃（29，El），〃（29，E2）。〃（29，E2）と同じ値のデザインの存

在が［2コの表では空白になっている一から，新しい無限クラスのデザイ

ンと恩われる．こうして結果I・IIからわかるように，λとしてΩ＝｛。。｝∪

GF（g）の部分集合を適当にとり，それを一次分数（加減乗除の最も簡単な

形）変換で動かすだけでいろいろなデザインが得られる．

　なお，上の結果I，IIはT．Meixner氏のおかげで次のような形に一般化

できた（［9］）．
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　結果m　（［9］）qは素数べきとし，d〉1を仁1の任意の約数とする．有

限体G戸（g）のO以外の元全体GF（q）＼｛O｝は巡回乗法群をなすが，その位数

dの部分群をσとし，λ＝｛。。｝Uσとおく、このとき，1〕α（2．σ），PSL

（2，ρ）におけるλの固定部分群が決まり，3一デザイノカ（σ，λ）と2一テザイ

ン〃（σ，λ）のパラメーターも決まる．

　次に

　問題　緒果IIにおける2一デザイン刀（q，E、）は3一デザインになりうるか？

そうなるのはどんな場合か？

という問題を考える．〃（g，亙、）が3一デザインになりうるのは，命題1のパ

ラメーター間の整除関係から｛＝θの場合に隈ることがすぐわかる．しかし

その場合でも，〃（g，E拮）は3一デザインになるときとそうでないときがある．

たとえぱ，〃（29，E2）は3一デザインになるが，〃（37，互2）はそうならないこ

とが確かめられる．これは考えているうちにわかってきたのであるが，単に

群の問題ではなく，整数論とも関係する徴妙な間題で，解決するには有限体

のかなり詳しい性質を知る必要が起きてきた．

　以下，有隈体GF（口）のO以外の元全体をF：＝0F（q）＼lO｝とし，これまで

のようにその平方数の全体をQ：＝F2とし，非平方数の全体をw：＝ハρと

する．Fは巡回乗法群であるから，その生成元の1つをαとして，｛。。，O，1｝，

｛。。，O，α｝を合む〃（σ，五召）のブロックの個数をそれぞれλo，λ1とすると，

〃（q，E直）が3一デザインになるのはλo＝λ1の場合に限ることが容易にわかる．

ところがこのλq，λ1の値を言十算するのに，GF（q）のある部分集合が0F（q）

の平方数・非平方数をどのくらい合むか知る必要があり，特に

　　　　　q．1＝1（〆一1）∩Ql、η。：＝1（F筥㌧1）∩〃1

の値についての情報が必要である．

　閉＝5または7のときは次の結果が得られた．

結果IV　（［8コ）ザ1＝2四閉（2≧2）で，㎜＝5または7とする．
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　（1）qo≠Oかつηo≠O＝⇒λo＝λ1．

　（2）　刎＝5で，qo≠Oかつηo≠O＝⇒〃（q，万藺）は3一（q＋1，6，12）デザイン．

　（3）　刎＝7で，qo≠Oかつηo≠O⇒〃（q，E哩）は3一（q＋1，8，24）デザイン．

　（4）㎜＝5のとき

　　　qo≠Oかつηo≠Oく＝⇒5は0F（q）の4乗数ではない．

　具体的にはたとえぱ

　　　　　　　口　　　　　　29　　　　　41　　　　　113　　　　449　　　　641

　　　　　　q－1　22・7　外5　2’・7　26・7　27・5

においては，実際確かにqo≠Oかつηo≠Oであるから，対応する〃（q，亙哩）は

3一デザインになる．特に〃（29，五2）は3一（30，8，24）デザインで，［2］の表の

1つの空白を埋める．なおq＝37，ザ1＝22・9のときは，σo≠Oかつηo≠Oで

あるが，λo≠λ1であるから，1〕（37，E2）は3一デザインではない．

　なお結果IVの（2），（3）で，6，12；8，24という数が出てくるが，これ

らの数はヴィット・システム肌，脇のパラメーターにも出てきて注目され

ており，なぜそうあちこちにひょうこり顔を出すのですか？　と訊きたい思

いにかられる．

　さて，上の考察から自然に次の間題が出てくる．

　問題　’qo≠0かつηo≠O’はどんな場合に成り立つか？　言い換えると・

ロー1：2岨㎜（θ≧2，刎は奇数）である有眼体Gグ（σ）において，O以外の2。乗

元を1だけ平行移動した全体〆一1（これは㎜個の元からなる）に，平方数

と非平方数が極端に片寄らずに分布するのはどんな場合か？

　明らかに，F⊃F2＝Q⊃戸2⊃…⊃F2｛であるから

　　　　　（Q－1）∩ρ⊃（〆一1）∩Q⊃…⊃（〆一1）∩Q

　　　　　（Q－1）∩w⊃（〆一1）∩w⊃…⊃（〆一1）∩凡

ρが素数なら，整数論における平方剰余の相互律など牽うまく使うと

　　1（Q－1）∩01＝（q－1）／4－1，　1（Q－1）∩Wl＝（q－1）／4や
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　　　2≡　　（戸一1）∩Q≠φ　（閉≧5），すなわち

上の2つの集合系列の左側の大きな集合は空集合φではないということは

何とか導けるが，どのような場合に右側の一番小さな集合も空集合φでは

ないのか？　というのが今の問題である．この問題は，次のようにも表され

る：方程式

　　　　　　　　　　　20　　　　　2　　　　20　　　　　　2　　　　　　　　　　工一1二μ，　工一1＝αμ

のいずれも，有限体GF（g）において解π≠0，〃≠0を持つのはどのような場

合か？

　上の問題に関して，久保囲富雄先生からいくつかの御親切なコメントを戴

いた．特に閉が大きいとき，“〃≧2色十2の場合は，qo≠Oかつ㏄o≠Oであ

る”ということの証明をお送り戴いた．その証明はJacobi和を巧妙に用い

た実に見事なもので，証明の一つのあるべき姿をかいま見る思いであった

（先生のお話では，このような証明のしかたはGauss、が既に行っていた節が

あるとのことである）．しかし残念なら，結果IVで問題としているのは榊

＝5，7のように榊が小さい場合である．

　閉：5のとき，この問題は結果IV（4）からもわかるように，有限体

0F（q）において与えられた元が4乗数（0F（σ）の元πによってπ4と書ける

数）であるかどうかをいかに判定するかという問題とも自然にかかわってく

る．この4乗数判定問題は，Gauss，Eisensteinによって既に著しい結果が

得られているということも久保田先生に教えて頂いた．その結果によると，

たとえばr40961，ザ1＝213・5の場合は，5はGF（g）において4乗数であ

ることがわかり，したがって結果1V（4）より，口o＝Oまたはηo＝Oである．

この問題は，Jacobi和などともつながったり，さらに有限体GF（q）におけ

るη乗数判定問題，類体論という整数論の深い理論ともつながったりする

ためか，久保田先生の他，伊藤昇，白谷克己，中原徹，山田美枝子等の諸先

生にも関心を寄せて頂いたり，お教え頂いた．この場を借りて厚く御礼申し

上げたい．
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4　おわりに

　前節の結果IIの後で述べたように，有限体0F（口）に無限遠点。。を加えた

射影直線Ω＝｛。。｝∪0F（g）の部分集合λを適当にとり，それを一次分数

（加減乗除の最も簡単な形）変換で動かすだけでいろいろなデザインを得た

が，（無限遠点。。を合めた）足し算・引き算・掛け算・割り算という最も初

等的・素朴な演算だけでこのような世界が描かれることに，改めて（的確な

場における）四則演算の持つ威力といったものを感じ驚かされる．そのよう

な驚きは，双曲的非ユークリッド幾何のモデルが複索平面上の円の内部や上

半平面という場の上に一次分数変換群を作用させて得られること　　もっと

もこのモデノレをきちんと議論するためには，四則演算だけでなく，何を直線

と考えるかということや，積分のような極限操作も必要であるが一や一次

分数変換群で不変な保型関数のことなども恩い出すと，いっそう深まってい

く．

　そして前節の終りで述べたように，加減乗除（だけ）で作られた結果II

における2一デザインが3一デザインになりうるかどうかきめ細かく調べよう

として，自然に整数論の深い理論につながっていってしまったことにも，数

学における地下水のようなつながりを感じないわけにはいかない．

　また有限体0F（σ）は，2節の対称的2一（7，3，1）デザイン＝射影平面

POl（2，2）のところでちょっと触れたように，符号理論などの応用面でも重

要な役割を演じているが，これらのことも恩い合わせると，加減乗除の織り

成す世界の豊富さに感じ入るばかりである．
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