
（20）

ある種の格子から定義される頂点作用素代数の

　　　　　　　　最高ウエイトベクトル

山　田　裕　理

1序

Dong，Mason，Zhu［DMZ］，Miyamoto［M1コ，［M2］の先駆的研究により，

頂点作用素代数の共形元の重要性が明らかになってきた．また，最近Dong，

Li，Mason，Norton［DLMN］は，階数Jのλ型ルート格子をπ倍して得

られる格子1二から定義される頂点作用素代数πについて，叱のヴィラソロ

元を1＋1個の共形元の和に分解できることを見出した．この結果は，Kの

構造を詳しく研究する手段を与える．実際，Kitazume，Miyamotoおよび

筆者は・これをもとにして1一・の場合1こ叱の中に・（÷，・）肌ぼ，・）の形

の部分頂点作用素代数が合まれることを証明した（［KMY］）．

　一般に，％の共形元の最高ウエイトベクトルを決定することは，屹の性

質を知る上で，大切なことである．本論説では，ト2および3の場合に，

Kのウエイト2以下の最高ウエイトベクトルが計算できることを示す．

2格子五から定義される頂点作用素代数

任意のpositive　dennite　even1atticeムに対して，頂点作用素代数叱が定

義される（［FLM］）．頂点作用素代数の一般論については，このほかにLi

［L］も参照されたい．本論説では、特定の格子Lについて考えるが，

［FLM］にしたがって，一般のムについてKの定義をまとめておく．後で

必要になるのは五がdoub1yeven1atticeの場合なので，最初からムはdou－

b1y　evenと仮定しておく、この仮定のもとでは，［FLM，Section7．1］の
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ある種の格子から定義される頂点作用素代数の最高ウエイトベクトル　（21）

twisted　group　ring0｛ム｝において，cocyc1eが自明になり，これは通常の

group　ring0［工］に一致する．このため，符号の扱いが簡単になる、

　ムを格子，〈・，・〉を五上のpositive　deinite　symmetric　bilinear　formで，

doublyevenすなわち任意の五の元αに対してく¢α〉∈4■が成立するもの

とする．加法群Lを乗法群とみて，そのgroup　ring0［五コを定義する．す

なわち，Lの各元αに対して記号〆を用意し，θ口；α∈ムを基底とする0上

のベクトル空問で，積がめβ＝2旺十βで与えられるものが0［ム］である．

　格子ムの係数を0に拡大したものト0⑧2ムを，可換リー代数とみて，

そのアフィンリー代数を

　　　　　　　　　　　b＝θ蜆Ez（ち⑭〆）㊥oc㊥oδ

とおく．さらにそのHeisenberg部分代数を

　　　　　　　　　　巧Z＝㊥0≠蜆。Z（ち⑳〆）㊥0C

とおく．このHeisenberg部分代数は，三角分解（triangular　decomposi－

tiOn）

　　　　　　　　　　b2＝妨㊥oc①帖

をもつ．ここで，妨＝㊥”くo（巧⑬〆），妨＝㊥蜆〉O（O⑭〆）である．

　0自身を，次のように1次元の0c㊥貼一加群とみる．すなわち，α∈ムと

η＞0に対し（α馴蜆）・卜O，またc・1＝1．このように0をCc㊥姑一加群とみ

て，それの巧z一加群への誘導加群を〃（1）とおく．〃（1）は，ベクトル空問

としては妨上の対称代数（symmさtric　a1gebra）S（屹）と自然に同型にな

るので，この両者を同一視することにする．α⑭〆のS（防）への作用が引き

起こすS（垢）の白己準同型をα（π）で表すことにすると，これらは

　　　　　　　　　　［α（閉），β（η）］二＜¢β〉㎜δ閉十叫o　　　　　　　　　（2．1）

という交換関係をみたす．cは定義により1としてS（妨）に作用する．妨

の元α⑬〆＝α（η）・1を簡単にα（η）とも書くと，五の基底が｛α1，α2，…，α1｝な

ら，S（砺）の任意の元は，α，（一〃）；ト1，2，…，1，η＝1，2，…の多項式として

一意的に表せる．

　ベクトル空問S（妨）と0［ムコのテンソル積
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（22）　　　一橋論叢　第120巻　第3号　平成10年（1998年）9月号

　　　　　　　　　　　　K＝S（向三）⑭C［ム］

をフォック空間（Fock　space）と呼ぷ．フォック空問の元1＝1⑳1を真空

（VaCuum）と呼ぶ．フォック空間は，次のように定義されるウエイトWt

により，次数つき空問になる．

　　　　　　　　wtα（一η）＝仏　　wt2o＝＜α，α〉／2

　ムはpositive　de行nite　doubly　evenと仮定しているから，ウエイトは正

またはOの整数で，

　　　　　　　　　　（K）（”〕＝｛〃∈κl　Wt〃＝〃｝

とおくと，

　　　　　　　　　　　　ガ㊥呵、。、。（叱）（”〕

となる．（κ）（o〕＝01は1次元部分空問である、

　C，α⑧〆，〆，〆のフォック空問互への作用を，次のように定義する．

　　　　　　　　　　C：刎⑭～←→〃⑧～，

　　　　α⑭〆＝α（η）1〃⑭2β→（α（刑）α）⑧～　　for　η≠O、

　　　　α⑧工o＝α（O）：ω⑳～←一→一〈α，β〉ω⑧2β．　　　　　　　　　　　　（2．2）

　　　　　　　　　　θ㌦⑳～←→・⑳2皿十β，

　　　　　　　　　　2皿＝〃⑳～H2〈蠣β〉〃⑬～．

ただし，α■β∈L，〃∈■，脈s（町）である．

　Kの各元〃に対し，頂点作用素

　　　　　　　γ（砂，z）＝Σ〃蜆z■加■1∈（End　K）［［ζ211］］

　　　　　　　　　　　　蜆∈z

を，次のように定義する．まず，α∈ムに対して

舳一…（ゑα（麦η）・）…（ゑ一等η）1■炉（・・）

としてγ（〆，2）∈（End　Z）［［μ一1］］を定義する．

α∈Lに対し

とおく．ここで

α（2）＝Σα（η）2†1＝α（2）一十α（2）十

　　　帷z
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ある種の格子から定義される頂点作用素代数の最高ウエイトベクトル　（23）

　　　　　　α（2）一＝Σα（η）ガ“r1，　α（z）十＝Σα（η）2－n■1

　　　　　　　　　　蜆くo　　　　　　　　　　　　　　　　　　蜆≧o

である．l1で正規積を表す．すなわち，任意のX（z）∈（End　K）｛zlについ

て

　　　　　　　　＝α（。）X（。）：＝α（z）■X（2）十X（・）α（・）十

　以上の準備のもとに，叱の任意の元

　　　　　　　　　　砂＝α1（一π1）…α此（一・生）鮒

に対し

γ（叫・）一（（仙と、）1（去ヅ1’（・））

　　　　　（（”占圭、），甘■’1此（・））舳

（2．4）

として，頂点作用素γ（〃，z）が定義される．

　γ（叫z）∈（End叱）［［るz－1］コをγ（〃，2）＝Σ”、〃蜆z■冊■1と展開したときの

z†1の係数〃蜆∈End叱を，成分作用素（component　operator）と呼ぶ．

〃∈（％）（耐〕なら，

　　　　　　　　　　　〃”（K）（比〕⊂（叱）（肘㎜＿蜆一1〕

となる三とに注意する．

　Lの任意の元を一1倍するLからL自身への写像

　　　　　　　　　　θ：五→ム；　　α←一一）一α

は，格子ムの位数2の自己同型であるが，これは自然に頂点作用素代数K

の位数2の自己同型を引き起こす．この叱の自已同型を，同じ記号θで表

すことにする．θは各（κ）（何）を不変にする．この部分空間におけるθの固有

値1および一1に属する固有空間を，それぞれ（叱）よ）および（π）こ〕で表す．

また，Kにおけるθの固有値1およぴ一1に属する固有空問を・それぞれ

（％）÷およぴ（叱）■とおくと，叱はこれら2つの固有空問の直和である．
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（24）　　　一橋論叢　第120巻　第3号　平成10年（1998年）9月号

3　共形元

この節で＆，格子ムとしてλ型ルート格子をπ倍したものを考える．階

数1のλ型ルート系，すなわち4型ルート系をΦ’，そのうち正のルート全

体をΦ∴また，基本ルート全体を叫で表すと，ΦF｛±α1α∈Φ〔で

　　　　　　　　　　　　rI’＝1α1，α。，…，α’1，

　　　Φ∴＝1α1，α、．、，…，α、．。．．，、，α，，α、．。，…，α狐．．、、，…，α、．、，α、．、．、，α、1

である．ただし，ここでは簡単のため，α1，2＝α1＋α2，α1．ム3＝α1＋α2＋α3な

どの表し方をしている．＾型ルート系のCoxeter数は1＋1で，正のルート

は全部で1（1＋1）／2個ある．ま牟，内積〈・，・〉は

　　　　　　　　　　　　　　2；｛＝ゴのとき

　　　　　　　　　〈α，，α1〉＝　一1；1｛一ゴ1＝1のとき　　　　　（3．1）

　　　　　　　　　　　　　　O；」｛一ゴ1≧2のとき

で与えられる．

　頂点作用素代数を定義するための格子Lとしては，通常のん型ルート格

子ではなく，それをπ倍したものをとる．したがづて

　　　　　　　　　工＝■厄α、十Zπα。十…十■厄α’

である．この工の任意の元αに対し，上の内積〈・，・〉について＜α1α〉∈4■

が成立し，五はdoub1y　evenである．

　後で使うために，α∈Φ才に対し

　　　　　・。＝α（一1）2，・。一・凧十ゼ凧，眺一θ凧一。■凧　（3．2）

というKのウエイト2の元を表す記号を用意しておく．ただし，ここでは

S（妨）の元α（一1）2を互の元α（一1）2⑭1と同一視して，正確にはα（一1）2

⑳1と書くべきところを簡単にα（一1）2と書いている．θ±何αについても同様

に，正確には．1⑧2±伍と書くべきところを，両者を同一視して，2±凧を

Kの元としてもみている．記述を簡単にするため，このような同一視は今

後も使う．

　頂点作用素代数Kのウエイト2の元〃について，その成分作用素〃”、一を
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　　　ある種の格子から定義される頂点作用素代数の最高ウエイトペクトル　（25）

L（冊）と表すとき，ム（η）たちがヴィラソロ関係式

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3　　　　　　’　　　　一　　　　　　　　　　　一　　　　　　　閉■閉　　　　　　［L（伽）・L（π）コ＝（刎一η）五（刎十刎）十12・δ州

をみたすならぱ，〃は申心電荷cの共形元（conforma1vector）であ．るとい

う．このとき，五（〃）；η∈■および1で張られるEnd　Kの部分空問吻γは，

中心電荷cのヴィラソロ代数になる．このヴィラソロ代数の加群として，真

空1から生成されるκの部分吻7一加群Vir（〃）は，頂点作用素代数Kの部

分代数になり、中心電荷cのヴィラソロ頂点作用素代数L（c，O）と同型にな

る（［FZ］，［Lコ，［Ml］）．

　　　　　　　　　　　Vir（〃）＝σ（γか）1；ム（c，O）

ここで，σ（吻7）はヴィラソロ代数γかのuniversa1enve1opinga1gebra

を表す．

　［DLMNコによれば，頂点作用素代数Kのヴィラソロ元

　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　ω＝　　　　Σ〃。
　　　　　　　　　　　　　2（1＋1）匝。Φ’

は，互いに直交する1＋1個の共形元ω1，ω2，…，ω’，♂の和として表せる．

　　　　　　　　　　　ω＝ω1＋ω2＋…十ω’十δ’

ここで，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6　　　　　ω一の中心電荷c（ω一）＝1　　　　　　　，1≦一≦1
　　　　　　　　　　　　　　　　　（｛十2）（｛十3）

　　　　　　　　　　　　　　　　21　　　　　δ’の中心電荷c（δ’）＝一
　　　　　　　　　　　　　　　1＋3

　　　　　ωの中心電荷C（ω）1C（ω1）十…十C（ω’）十C（♂）＝1

　実際

　　　　　　　　　　　　　一　　1　　　　　　　　　　　　∫＝　　Σ（〃。一2工。）
　　　　　　　　　　　　　　　2｛十6血・Φ、1

とおくと，ω1，ω2，…，ω’，δ’は次のように定義される．

　　　　　　　　　　　　　1　　　　1
　　　　　　　　　　　　ω　＝∫

　　　　　　　　　　　　ω1＝∫i－sH；　2≦づ≦1
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（26）　　　一橋論叢　第120巻　第3号　平成10年．（1998年）9月号

　　　　　　　　　　　　一＿　　　　’
　　　　　　　　　　　ω　一ω■S

　定義から明らかなよう1…，第2節の最後に述べたKの自己同型θは∫一，

ωを不変にすること，したがってω1、ω2，…，ω1，♂もθにより不変であるこ

とに注意する．

　各共形元ωIは，上記のように中心電荷c（ω一）のヴィラソロ頂点作用素代

数と同型なκの部分代数Vir（ω一）…ム（c（ω一），0）を生成するが，ω1たちふ直

交していることから，ω1，ω2，…，ω’，δ’の全体が生成する部分代数丁は，こ

れらのテンソル積になる．

　　　　　　τ＝Vir（ω1）⑧…⑧Vir（ω’）⑧Vir（♂）

　　　　　　　…ム（c（ω1），0）⑳…⑧ム（c（ω’），0）⑳ム（c（♂），0）

　Tはκの部分代数だから，K自身をT一加群とみることができる．特に，

Kを既約丁一部分加群の直和に分解することができれば，叱を詳しく調べる

手段が得られることになる．そこで，本論説ではKに含まれるTの最高ウ

エイトベクトルに注目する．

　〃がτのウエイト㎜あ最高ウエイトベクトルであるとは，〃∈（K）（胴〕であ

づて・．

　（1）〃はω1，ω子，…、ω1，釧の同時固有ベクトル

　（2）　ω如＝O，　1．≦づ≦1，　δ加＝O　for　a11〃≧2

の2つの条件をみたすものである．

　ω；砂＝〃、〃，すなわち〃がω1の固有値ん、の固有ベクトノレのとき，この〃を

　　　　　　　　　　　　　　”（＾1．～．＾’十I）

と書くことにする．ん1＋柘十…十ん1・1＝伽に注意する．このようなTの最高

ウエイトベクトルが存在すれぱ，それにより生成さんるT一部分加群は

　　　　　　ム（・（ω1），ん1）⑧…飢（・（ω’）、ω飢（・（δ’），ん’十1）

と同型になる．

　以下，第4節と第5節で必要な計算の準備をしておく．

　まず，α，β∈Lについて，γ（α（一1）β（一1），2）の定義により

　γ（α（一1）β（一1），2）：：α（z）β（2）：
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　　　ある種の椿子から定義される頂点作用素代数の最高ウエイトペクトル　（27）

　　　　　　　　　　＝β（z）一α（z）十α（z）β（2）十

　　　　　　　　　　二ΣΣβ（1）α（左）Z■庄一土■2＋Σ：Σα（為）β（1）Z1捷1ト2

　　　　　　　　　　　’くo由≡z　　　　　　　　　　　　　　　庄∈z’≧o

　　　　　　　　　　＝Σ｛Σβ（1）α（η一1－1）十Σα（抑一1－1）β（1）｝z1”11

　　　　　　　　　　　”∈z　’くo　　　　　　　　　　　　　　’≧o

となる．したがって，γ（α（一1）β（一1），z）のz一蜆■1の係数（α（一1）β（一1））”

は，

　　　　（α（一1）β（一1））蜆＝Σβ（1）α（η一’一1）十Σα（η一1－1）β（1）

　　　　　　　　　　　　　’くo　　　　　　　　　　　　　　’≧o

である．よって（2．1）と（2．2）より，γ∈ムに対し

　　　　　　　　（α（一1）2）1γ（一1）：2〈¢γ〉α（一1）

　　　　　　　　（α（一1）2）司γ（一1）＝O　for　〃≧2

および

　　　　　　　　（α（一1）2）1γ（一2）＝4〈α，γ〉α（一2）

　　　　　　　　（α（一1）2）。γ（一2）＝4〈叫γ〉α（一1）

　　　　　　　　（α（一1）2）”γ（一2）＝0fo・η≧3

がわかる．同様に

　　　　　　　　（α（一1）2）1γ（一1）2＝4〈¢γ〉α（一1）γ（一1）

　　　　　　　　（α（一1）2）。γ（一1）2＝O

　　　　　　　　（α（一1）2）。γ（一1）2＝2〈¢γ〉21

　　　　　　　　（α（二1）2）”γ（一1）2－Of・・η≧4

もわかる．さらに

　　　　　　　　　（α（一1）2）、θ”一2＜仏γ〉2θπ1

　　　　　　　　　（α（一1）2）蜆。厄一〇f…　≧2

が成立する．

　次に，γ∈Lに対しγ（θ厄，z）の2－2，2－3、…の係数（θπ丁）”∈EndK，〃＝

1，2，…のα（一1），α（一2）およびα（一1）2への作用を，（2．1）と（2．2）を使

って計算する．まず，

　　　　　　　　　　（。厄1）蜆α（一1）一〇f・・η≧1
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（28）　　。一橋論叢　第120巻　第3号　平成10年（1998年）9月号

が容易にわかる．同様に，

　　　　　　　　　　（・厄1）、α（一2）一一何〈¢γ〉θπ1

　　　　　　　　　　（・π1）嗣α（一2）＝Of。。。≧2

がわかる．　さらに，

　　　　　　　　　　（・何1）、α（一1）2－2〈¢γ〉・。π・

　　　　　　　　　　（θπ1）、α（一1）2－Of。。η≧2

もわふる．

　γ（。厄，。）θ棚については，

　　　　　　　　　　　厄血厄與厄β＿厄。十厄β2く岨β）
　　　　　　　　　　θ　2　　2　　一θ　　　　2

に注意する．α，β∈Φ六に対して，＜¢β〉の値によって3つの場合に分かれる．

　（i）　＜¢β〉＝O，1，または2のとき：

　　　　　　　　　　（戸）蜆θ棚一〇f。。η≧1

　（ii）　〈α，β〉＝■1のとき：α十β∈Φ’で

　　　　　　　　　　（θπ1）、・厄β一θ厄α十禰

　　　　　　　　　　（・厄血）冊θ厄β＝Of。。。≧2

　（血）〈α，β〉＝一2のとき：：β＝一αで

　　　　　　　　（、灼、、一厄ロー五、（一。）。α（一1）・

　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　　　　（θ厄匝）ψ■凧一何α（一1）

　　　　　　　　（2凧）ダπ口＝1

　　　　　　　　（θ厄伍）蜆。■凧一〇f。。。≧4

　　　　　　　　　4ム＝何（ん一1attice）の場合

この節では，前節の記号で階数1＝2の場合について，Kのウエイト1およ

び2の最高ウエイトベクトルを決定する．

　1・＝2だから，基本ル■トおよぴ正のルートの集合は，それぞれ

　　　　　　　　　　　　　π。＝1α1，α。1

　　　　　　　　　　　　Φ才＝｛αユ，α2，α、．2｝
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ある種の格子から定義される頂点作用素代数の最高ウエイトベクトル　（29）

である．また

1’一古α1（一1）2一如

12一十1α1（一1）2・α・（一1）2・α。・（一1）21一÷1孔1・工＾・1

ω一÷1α1（一1）2・α・（一1）2・α。・（一1）21

である．

　（叱）（o〕の基底は｛1｝，（叱）（1〕の基底は

　　　　　　　　　　　　　｛α1（一1），α2（一1）｝，　　　　　　　　　　　　（4．1）

　（K）占）の基底は

　　　　　　　　　　　　ω。1，〃。。，〃。1．。，工。1，z。。，z．1．。1，　　　　（4．2）

　また，（K）ε〕の基底は

　　　　　　　　　　　｛α1（一2），α2（一2），μ皿1，μ”，釧血1．2｝，　　　　　　　　　　（4．3）

である．ここで（3．2）の記号を使った．

　1はTの最高ウエイトベクトルで，1から生成されるT一部分加群は，τ

自身である．

　（叱）（1〕に合まれるTの最高ウエイトベクトノレを決定しよう．γ（∫1，z）およ

ぴγ（82，2）の2■2の係数∫1，∫言の（K）（1）への作用は，（2．1），（2．2），（3．1）

より，次のように計算できる．

　　　　　　　　　　　　　l　　　　　1　　　　　　　　　　　　∫1α1（■1）＝万α1（一1）

　　　　　　　　　　　　　1　　　　　1　　　　　　　　　　　　∫1α・（一1）＝■丁α1（一1）

　　　　　　　　　　　　　2　　　　3　　　　　　　　　　　　・1α1（一1）＝τα1（一1）

　　　　　　　　　　　　　2　　　　3　　　　　　　　　　　　∫1α・（■1）＝τα・（一1）

　よって，（4．1）の（叱）（1）の基底に商する∫1，∫言の行列はそれぞれ
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（lIわ

平成10年（1998年）9月号（
l
l
）

となる．これから，（κ）（1〕の中に∫1，∫芋の同時固有ベクトルが，定数倍を除

いて

　　　　　　　　　α1（一1），　　　α1（一1）十2α2（一1）

のちょうど2個あることがわかる．

　任意のη≧2に対して，∫二，∫；，ω蜆はすべて（K）（1〕に0として作用するから，

この2つのベクトルはTの最高ウエイートベクトルである．以上により次の

定理が得られた．

　定理4．1　（K）（1〕に合まれるTの最高ウエイトベクトルは，定数倍を除い

て

　　　　　　　　　　・（去。古．ポα1（一1）

　　　　　　　　　　小音，吾）＝α1（■1）十2α・（’1）

の2個存在する．

　次に，（K）（2〕に合まれるτの最高ウエイトベクトルを調べる．

　（4．2）の（K）占）の基底に関する∫1の行列は

　　　　　　　　　　　　1　　　1　　　1
　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　0　　　0
　　　　　　　　　　　　4　　　4　　　2

　　　　　　　　　　　　1　　　1
　　　　　　　　　0　　　　　　　　　0　　0　　0
　　　　　　　　　　　　4　　　4

　　　　　　　　　　　　1　　　1
　　　　　　　　　0　　　　　　　　　　0　　0　　　0
　　　　　　　　　　　　4　　　4

　　　　　　　　　　　　1　　　1
　　　　　　　　－2　　　　　　　　　1　　0　　0
　　　　　　　　　　　　2　　　2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　1
　　　　　　　　0　　0　　0　　0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4　　　4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　1
　　　　　　　　0　　　0　　　0　　　0
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4　　　4

同じく∫書の行列は
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ある種の格子から定義される頂点作用素代数の最高ウエイトベクトル　（31）

6
5

　　　2
0　一一
　　　5

　　　6
0　　－　　　0
　　　5

　　　　　　6
0　　　0　　－
　　　　　　5
8　　　2　　　2

5　　　5　　　5

2　　　8　　　2

5　　　5　　　5

2　　　2　　　8

5　　　5　　　5

　　　2
0　一一　　　0
　　　5

　　　　　　2
0　　　0　一一
　　　　　　5
6　　　1　　　1

5　　　5　　　5

1　　　6　　　1

5　　　5　　　5

1　　　1　　　6

5　　　5　　　5

であることが，計算によりわかる．

　∫1，∫2，ωはいずれも（K）ら）の元である．したがって，S；，∫；，叫はすべて

（K）さ）を（K）吉）に写す、しかし，Kの白已同型θは（K）（1〕の基底の元

α1（一1），α2（一1）をともに一1倍するから，（K）吉）＝Oである．よって，

s；，s；，物はどれも（K）占〕にOとして作用することがわかる．

　∫；，∫；，ω3は（K）さ〕の元を（K）（o〕二01の元に写す、（4．2）の基底のそれぞれ

S；，S；，帖による行先は，1の定数倍であるが，その定数は簡単な計算で次の

ようであることがわかる．

　　　　　　　　　　　〃口1伽砂ω，2　工。1　工。2　”口1．2

　　　　　　　　　　　　　　1　　1　　　1　　　　　　∫；の作用　1　丁　丁　＿万　　O　　0

　　　　　　　　　　　　6　6　　6　　　2　　2　　　2
　　　　　　・；の作用τττ一τ一τ一τ

　　　　　　帖の作用　2　2　2　　0　　0　　0

　（K）占）の元α1〃。1＋o2〃。2＋…十α餌。1．2を，簡単に（α1，o2，…，α6）で表すこと

にする．（π）さ）への∫1の作用について，上記の行列を調べることにより

　固有値Oに属する固有空問の基底として

　　　　　　　　　　　ω1．1＝（1，一2，一2，O，O，0）

　　　　　　　　　　　ω1，。＝（1，O，O，2，O，O）
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（32）　　　一橋論叢　第120巻　第3号　平成10年（1998年）9月号

　　　　　　　　ω1lヨ＝（O，O，0，O，1，1）

　　　　　1
　固有値一に属する固有空間の基底として
　　　　　2

　　　　　　　　ω1．。＝（0，1，一，O，O，O）

　　　　　　　　ω1．。＝（0，O，O，0，1，一1）

　固有値2に属する固有空問の基底として

　　　　　　　　ω1．。＝（1，0，O，一2，O，O）

がとれることがわかる．

　同様に，∫言の作用について、

　固有値Oに属する固有空問の基底として’

　　　　　　　　ω｝1＝（1，1，1，3，3，3）

　　　　　3
　固有値一に属する固有空間の基底として
　　　　　5

　　　　　　　　ω。．。＝（2，一2，O，3，一3，O）

　　　　　　　　ω。．。＝（2，O，一2，3，0，一3）

　固有値2に属する固有空問の基底として

　　　　　　　　ω。．。＝（1，O，O，一2，O，O）

　　　　　　　　ω。．。＝（O，1，0，0，一2，O）

　　　　　　　　伽＝（O，0，1，O，O，一2）

がとれる．

　（K）占〕は6次元空間であるが，∫1と∫言の同時固有ベクトルからなる基底

がとれることを，次に示す．実際

　　　　　　　　　　　　　1　　　3
　　　　　　　　ωバ■了ω1－1＋了ω・・十3ω1．・

であるから，

　　　　　　　　ωal二（1，1，1，3，3，3）

　　　　　　　　　　＝〃。1＋帖十〃。1、。十3π。1＋3π”十眈血L。

は，slの固有値0，∫芋の固有値0に属する同時固有ペクトルである．

また・1lの固古値α・1の固有値音1こ属する同時固有ベク1ルは，適当な

定数α1，α2，α3，δ2，δ3により

3〃



ある種の格子から定義される頂点作用素代数の最高ウエイトベクトル　（33）

　　　　　　　　α1ω1．1＋α・ω1．・十αヨω1，。＝ゐ。牝。十あ純。

と表されるが・この両辺の〃口1，〃。2，〃口1．2，π。1，エ。2，Z．1，2の係数を比べることによ

り

　　　　　　　　あ。＝あ3、α1＝わ。，α。＝3δ。，α。＝一3あ。

という条件が得られる．ようて，このよ．うな同時固有ベクトルは，定数倍を

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1除いて一意的に定まることがわかる．たとえば，δ2＝τとすると

　　　　　去ω…去ωバ（Z－1，一1，卜音。一音）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3　　3　　　　　　　　　　　＝2・皿1一①ガ・血1、・十3工11一万πグ万π1・・

　　1　　　　　2　　　　3は，∫1の固有値O，∫1の固有値τに属する同時固有ベクトルである．

　このようにして，∫｝と∫書の同時固有ベクトルでそれぞれ別の固有値に属

するものが，定数倍を除いてちょうど6個存在することが計算でわかる、

　さらに、この6個の同時固有ベクトノレのうち，∫；，∫ξ，帖のすべてによりO

に写されるもの，すなわち最高ウエイトベクトルは，つぎの3個である．

　　　　　　　・G判＝・グ伽，・■2如十2～，・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3　　3
　　　　　　　”（峠g＝2・1l■・1・一～。・城1■砕一アll、・

　　　　　　　　　　　　　　　　3　　3
　　　　　　砂（去・十・吾）＝”皿・■”舳十ア皿・■万㌦・

　最後に，（K）ε〕の中にTの最高ウエイトベクトルが存在しないことを示

す．∫；，∫；，ω、はいずれも（K）；）を（κ）（、）に写す．（4．3）の（K）；〕の基底と，

（4・1）の（叱）（Dの基底に関するこれらの行列は，

　　　　　　・一11一（1㍗ll）

　　　　　　柵一∵“

　　　　　　吻の行列一（：：：ll）
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であることが計算できる．

　これから，∫；，∫；，ω2のすべてによりOに写される（κ）；）の元は，Oだけで

あることがわかる．特に，（K）；）の中にTの最高ウエイトベクトルは存在

しない．

　以上により，

　定理4．2　（兀）（2〕に合まれるTの最高ウエイトベクトルはすべて（K）さ）に

属し，それらは定数倍を除いて上記の

　　　　　　　　　”（去。音。O）・　”（O。音。吾）・　”（去十，吾）

の3個存在する．

5五＝π（＾一1attice）の場合

この節では，1＝3の場合について，Kのウエイト1および2の最高ウエイ

トベクトルを決定する、基本ルートおよぴ正のルートの集合は，それぞれ

　　　　　　　　　　rl。＝1α1，α。，α。1

　　　　　　　　　　Φよ二｛α1，α2，α3，α1，2，α互9，α1．2．3｝

である．またs1とs2は1＝2のときと同じで，

　　　　　　　　3　1　　　　　　　　　　1　　　　　　　　∫＝万血暮」（…砧ω＝万皿妻j”皿

である．

　前節と同様の計算により，

　定理5．1　（K）（1）に合まれるTの最高ウエイトベクトルは，定数倍を除い

て

　　　　　　　・（古，十，古，舌）＝α1（一1）’、

　　　　　　　叩，音．十、お＝α1（■1）十2α・（■1）

　　　　　　　　～，・．音，劫＝α1（一1）十2α・（■1）十3α・（■1）

の3個存在する．

　定理5．2　（叱）（2）に合まれるTの最高ウエイトベクトルはすべて（K）占）に

属し，それらは定数倍を除いて
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~~) ~~:a)~~~~) ~~~~ ~ fL~) J~i,~:fi~;~I~fi~~(a)~~~~~~l :1 4 h ~ p h /~ ( 35 ) 

vr] ~ o o) = va2 Val 2 2xa2+2xal 2 
~~'2' ' 

V(0~ I o = val~~Va2+7vae~T~al 2~ . ~~Val,2,s 2xal+xa2 14xa8 )
 

, TVa2 3 
.5*5' 

+xal 2+ 7xa2,3+ 7xal 2 3 

l I _1 7 V(1 1 1 o) = ~ ~ Va2,3+~Val,2,3~Xa2+xal 2+7xa2,3~7xal,2.3 Va2 ~Val 2 , 2 k~, TT' 5' 

V 2 4 = val+va2 Va3+val 2 Va2.3~Val.2.3+2xal+2xa2~2xae+2xaL2 (* , ) o o T'~ 

2xa2, 3 ~ 2xal, 2, 3 

V(o i I :L = val ~Va2~Va3~TVorl 2+ v,,2,3+~Val 2 3+2xal Xa2 2xa3 ) - , ~ 2 ,, ' 5* 15' 3 

- Xal, 2 + xa2. 3 + xal, 2. 3 

1 1 1 1 2 ' ro ' 15' 3) ~~Va2+~Val 2 ~ - Va2,3+~Val,2.3~Xa2+xal 2 Xa2 3+xal 2 3 v(l~L~ = 2 , 

V(o ~ ~~ = 2val Va2+2va3 Val 2 Va2 3~v + 2Xal~Xa2+2xa3~Xal 2~Xa2 3 ) -'5'5'1 , al, 2, 3 , , 
- Xal. 2. 3 

V(1 1 ~ = va2 Val2 Va23+val 23+xa2 Xal,2~Xa2,3+xal.2,3 ) -~T'~T' 5 ' l 

a) 8 d~J~~Elt ~. 
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