
統計的システム論と所得分布曲線

片　岡　信　二

　　　　　　　　　　　　　　　　　序

　　われわれはこれまで「繍的システム論・とい1表題のもとでいくつかの論

文を発表してきたが5）一’1）・この度本誌に執筆する機会が与えられたので，こ

こにそれらを繍し・特に所得分布に関連した鯛に絞つて体系を整理してみ

たし、と一思う．

先の論文では「相互に関靴もった人ないし物の集合体で，ある内部構造を

もったものをシステムとよぷ・と定義し，一般化された統計カ挙の手法をこれ

に適用していくつかの性質を導いた・本論では問題の所在，展開を明確にする

ために・経済活動を行1多数の主体の集団をシステム，特に確率的に見たもの

を統計的システムとよぴ・これの性質を明かにすることに重点を置くこととす

る・こ…でのわれわれの観点は・個・の経済活動や機構の紬部に立入つて分析

するのでは存く・集団全体を外部（環境システム）とのマクロな相互作用によ

つて規制を受けつつ確率的な行動をする一つの自然的存在と見傲したとき，ど

のような行動蜘が見出せるかとい1ところにある．しかし自然的存在といつ

ても・これを構成する主体の本然的な欲求や集団としての規範を繍するわけ

ではなく・これらは個人の効用と集団の厚生とい1形でモデルに取り入れるこ

と1こなる．

われわれの理論を展開するためのもう一つの基本的な考え方は統計的システ

今に対する「最尤状態の原理・である・外部からのある制約のもとで，システ

ムの構成主体同志は複雑な相互作用（経済取引）を行111，充分な時間の経過
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（・）　　　．　一橋論叢第m・巻第3号

ム後ではある確率的な均衡状態に達し，システムは取ることのできるいろいろ

な状態（その数は主体の数とともに急速1こ増加する）のなかで「最も確からし

、、状態。を取ると考えられる．これを・最尤状態の原理・とよぷ・（これ‘ま自

然を対象とする統計カ学の基本原理を言い換えたものであることはいうまでも

ない。）最尤状態の原理とは，多数の構成主体から成る集団のマクロな・しか

も静的蝸に注目すれば，、・実際に起っていることは・特殊なものではなく1

当り前のことが起っているのである」ということである．

　　　　　　　　　　　　　1　モデノレと定式化

一つの都市なり国なりの一定の領域に住む個人の集団を統計的システムとし，

個人の所得を，い／つかの所得階層に分けて各階層に属する人数の分布を以下

問題とすることにする．これはまた一人の平均的雄民がある階層一こ属する確

率を求めるという問題に言い換えることができる・さてモデルをつくる上で・

前節に従つて次のような前鉦を置くことにする．

〔前提。〕各個人はシステムの全所得の分配に参加するが・分配量は必ずしも

一定しておらず，確率的要素を持っている。

1前提。〕システム全体の厚生関数が存在し・これは各個人の所得の効用の和

となつている．なお効用関数としては対数関数を用いるがこれはBe「nou1hJ・

の効用関数で，すでに古く・・1…によって導入されたものである21）・

〔前提。〕〔前提・〕と／前提・〕のもとでシステムは最も確からしい状態・最

　尤状態をとる。

　　以上の前提のもとで定式化を行うと次のようになる。所得階層を工組に分け，

砂、（丑一・，・，……，1）を階層・の所得水準・冊・を1に層する個人の人数とする

　と，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．1）
　　　　　Σ』吻＝w
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1．2）
　　　　　Σ1＝1犯舳：y

　という関係が成立する．こ一こでwはシステムの総人数，yは総所得である．

また所得水準型。の個人の所得の効用を他（ωとおくとき・システム金体の
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統計的システム論と所得分布曲線 （3）

厚生をσとすると，これは

　　　　　　　　　　　　　　Σ；≡・吻刎（ω＝σ　　　　　　　　　　（1．3）

と表わされる．

　さてw人の個人が1個の階層に分配されるのであるが，その分配の状態

（犯1，物，……，冊ユ）の数は全部で

　　　　　　　　　　　　　　　　　　wノ
　　　　　　　　　　　　　　　π■H皇自、犯、∫　　　　（1・）

だけある．従って状態（肌1，物パ…・・，物）の起る確率はπに比例する．ここで

π伽が充分大であるとし，〃，仰｛／にスターリングの公式を適用すると

峠［・凧（割叩

となりπ‘＝肌‘ρvととおくと，

　　　　　　　　　　　　　　峠［H舳一刷］”　　　　　（1．5）

となる．最尤状態の原理を数学的に表現すれぱ，

　　　　　　　　　　　　　　　　maX豚

であり，単調増加関数10g　Wを用いれぱ，〃は一定であるから，最尤状態の

原理は

　　　　　　　　　　　　maxθ（π）＝一Σ榊1ogπ｛　　　　　　　　（1．6）

となる．

　以上によりわれわれの問題は，条件式（1．1），（1．2），（1．3）のもとで，あ

るいはそれぞれをwで割り，ク＝刀w，切＝σ甘として

　　　　　　　　　　　　　　　Σ凋二1　　　　　　　　　　　（1．ア）

　　　　　　　　　　　　　　　Σ｛π舳＝切　　　　　　　　　　　（1．8）

　　　　　　　　　　　　　　Σ｛榊（砂｛）＝初　　　　　　　　　　（1．9）

のもとで，（1．6）を求めることに帰着する．（1．6）の目的関数θ（π）をシステ

ムのエントロビー（EntrOpy）とよぴ，以下の理論で重要な役割を演ずる、な

おθ（π）はπの凹関数となるのでこの最適値間趨の解は唯一に定まる．

　Lagrange関数をZ，（ユ。7），（1．8），（1．9）の乗数をβ。，β、，β，とすると，

　　　　　　　Z＝一Σπ｛lo9πrβo（Σ榊一1）一β1（Σ｛π伽一σ）
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（4） 一橘論叢第100巻第3号

表1

］

年 ヱ（＝ず＝㌍里）‘ x（＝♂＝色榊）｝
10gX
（＝疵＝甲。）

λ（＝β。）．X104

1960 6354．5 4888．O 8．4945 3．2418

1961 65ア8．O 4976．5 8．5125 2．9492

1962 6823．O 5390．5 8．5924 3．3270

1963 7106．5 5478．0 8．6085 2．9128

1964 7439．0 5856．5 8．6753 3．0112

1965 7828．0 6138．0 8、ア223 2．8232

1966 8424．5 6809．0 8．8260 2．9794

196ア 8973．5 7210．O 8．8832 2．7191

1968 9598．5 ア746．O 8．9549 2．5837

1969 10360．5 8320，O 9．0264 2．3454

　　　　　　　　一β2（Σ｛π〃（砂｛）一面）

となる．zより最適解を定める式は

　　　　　　　　∂z　　　　　　　　一＝一・gπr1一β。一β莇一細（リ・）＝0
　　　　　　　　∂π｛

となり，π｛の最適値をμとすると，

　　　　　　　　炉・・pl一（1＋β。）1・・pl一β舳一β・砒（砂・）1　　（・・10）

となる．

　　　　　　　Z＝exp（1＋βo）＝Σ’exp｛一β1眺一β2砒（砂｛）｝　　　　（1・11）

とおくと，

　　　　　　　　　　一μ一去…1一β1lr細（1・）1　　（・1・・）

が得られる、ここでZを分配関数（確率母関数）とよぷ。分配関数Zを用いる

と

：糞：1：ll■
（1．13）

という関係が導かれるが，これは後の計算で重要な役割を演ずる・

　さて計算を具体的に進めるために，前提2で述べたように所得砂の効用関数

、、（砂）を10g砂とおくと（砒（μ）＝1Og砂が砂の凹関数であることに注意・刎（砂）

326



統計的システム論と所得分布曲線 （5）

α（＝1一β。）． β丑（＝1一α） lo9刃x
（二栃一109ず） 8－1o9ず ∫！

2．06 一1．06 一〇．2624 0．8754 O．2231

1．94 一〇．94 一〇．2790 0．8928 O．2364

2，27 一1．27 一〇、2357 O．8454 O．2048

2．0ア 一1．07 一0．2603 O．8740 O，222S

2．24 一1．24 一0．2392 O．8497 0．20ア2

2．21 一1．21 一0．2432 O．8539 O．2093

2．51 一1．51 一0．2129 O，8ユ23 O．1856

2．44 一1．44 一〇．2188 O．8218 O．1910

2．48 一1．48 一〇．2144 0．8！64 O．1888

2．43 一1．43 一〇．2201 0．8232 O．1922

（‡印はSolem＝Momtの論文より娠蛾〕（‡印はSolem＝Momtの論文より転鞍〕

の凹凸についての議論は後節にゆづる），分配関数（1．11）は

　　　　　　　　　　　　Z＝Σ也exp（一β閉）ガβ1　　　　　　　（ユ．14）

となる．所得水準腕の密度は連続的で一定であるとすると，（1．ユ4）のΣは積

分∫に置1かえられ

　　　　　　　　　　　・寸卿（一鮒切　　　（…）

となる．ここでoは伽の密度で吻は所得間隔助のなかにある階層の数

と考えてよい。なおここで所得水準の下限をOとしてあるが，これは計算の便

宜のためでありこれについては原論文に注意がある7）．（1．ユ5）はガンマ関数

を用いて

　　　　　　　　　　　　　Z＝・β工β！I1r（1一β。）

　　　　　　　　　　　　　＝oβ1■or（α），α＝1一β2　　　　　　　　　　（1，16）

となり，．

　　　　　　　　　　10gZ＝一α10gβ1＋1ogr（α）十1og‘…　　　　　　　（1．17）

を得る．ここで

・（α）一介｛

である．
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（・）　　　　一橋論撞第…巻第・与

　　　　　　　　　　　　　　　図1

　　　　　　　　0．0
　　　　　　　　　　　　覆二1鮒十τ（α）戸1・0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　戸0．9
　　　　　　　－O．5
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ツ＝0．8

　　　　　　　一ユ．O
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ツニ0．7
　　　　　　　玩

　　　　　　　一1．5

　　　　　　　　　　　　　　　　　　ツ＝σ6

　　　　　　　－2．O

　　　　　　　　－2．5
　　　　　　　　　010　1．0　2．0　3．0　4．0　5，O

　　　　　　　　　　　　　　　　”

（1．16）より，（1．ユ3）を用いて

　　　　　　　　∂箒z＋1　　／（、ユ8）
　　　　　　　　　∂簑Z一∂簑Z一一・・叶1（α）一1／

を得る．ここでψ（α）はdigamma関数，

　　　　　　　　　　　　　　　　d　　　　　　　　　　　　ψ（α）＝読b9「（α）

である、

　次に（1．12）を用いてエントロビー∫を求めると

　　　　　　　　　　∫二β1田十β2切十109z

　　　　　　　　　　；ζ1二1鴛α．（、．、）、、）十、、、、）／（・1・）

と；なり，　また（1．18）より

　　　　　　　　　初≡1ogσ十τ（α），τ（α）＝ψ（α）一1ogα　　　　　　　（1・20）

となる．

　　　　　　　　2Salem＝Momt論文との比較と検討

　Sa1emとMOuntは1960－1969年のアメリカ合衆国の家計所得分布のデー
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図2　　1．0

O．5

O．O

統計的システム論と所得分布曲線 （7）

5＝1o帥十σ（伍）

ツ＝1．0

ツ＝O，9

ツ＝O．8

ツ三〇．7

　　　　　　　　　00　10　2．0　3．0　40　5．0

　　　　　　　　　　　　　　　　　α

タから，つぎのガンマ分布が，従来の対数正規分布より適合度がよいことを実

証した19）．彼等の論文に従えぱxを所得，α，λをパヲメーターとして分布密

度関数は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　炉
　　　　　　　　　　　力（X｝）＝。（、）γが　　　（Z・）

となる．さて前節（1．12）およぴ（1．16）よりシステムの最尤状態に対する分

布密度関数は，

　　　　　　　　　　　ρ（1；州一給巾　　　（・・）

が得られる．両者はβ1を，λ，1一β2をα，砂をXと置けぱ完全に一致する．

従ってわれわれの統計的システム論の立場から理論的にSalem＝MOmtのガ

ンマ分布が得られたことになる．

　表1にはSalem＝MOmtによる原データと推定値およびわれわれの導出し

た計算値が示してある．また図1は（1．20）の初＝10g砂十τ（α），図2は（1．

19）の∫＝1og雪十σ（α）のグラフであり，また図3には所得分布の不平等度を

表わす尺度としてTheiIのエントロビー∫ア

卜∬為1㎞・［為11⑭；榊

　1
＝一十ψ（α）一10gα
　α

（2．3）
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（8） 一橋論叢　第100巻　第3号

図3

1．O

Iγ

0．5

　　　　　　　　O．0
　　　　　　　　　0．0　　　　1．0　　　　2．0　　　　3．0　　　　4．0　　　　5．O

　　　　　　　　　　　　　　　　α

　　　　　　　　　亙（”）＝”の期待値＝α／β1．

が図示してある．

　結果の検討の前に（1．18）の2つの式の意味を説明しておく．これらは元来

最適値問題（1．6）“（1．9）から導かれたもので，2つのバラメーターσ（一個

人当り平均所得）と初（一個人当り平均厚生）を与えて，Lag・ange乗数β。，

β。を求める連立方程式となっている．またこれを言い換えれぱ，（βエ，β呈，勿，σ）

のうちのどれか2つの量を独立変数として，他の2つの量を従属変数とする4

つの量の間の関係を表わしているとも言えるのである．そして，（1．19）のユ・

ントロビー∫を加えると，更に（βエ，β2，勿，ク，8）の5つの量あうち2つを独立

変数とした5量の間の関係を表わし，図1，2，4はその一部を示すことになる．

なおα・・1一β2とおいてあるので，β呈の代りにαを用いても同様である．

　さて検討の結果は次の3点となる．

　ω　長期的な年次変化

　表1によると長期に見た場合算術平均所得あ（＝σ），幾何平均所得3（＝e担）

およぴα（1一β2）は増加し，λ（＝β・）は減少傾向になっている．まずσ，勿は

それぞれ一人当りの所得，厚生（平均効用）であるから，1960～1969年の10

年間にいずれも増加したことを示すし，また（1．20）より初一10g雪はαの増
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統計的システム論と所得分布曲線

　　　　　図4

（9）

1．o

戸1．0

　　ツ＝0．9

s　　　　　　　　戸0．8
O．5

炉0．7

　　　　　　　　　o．o
　　　　　　　　　－2，5　－20　－15－1．O－0．5　0．0

　　　　　　　　　　　　　　　　　屍

カロ関数になっているから，算術平均所得σでテフレートした効用も年次的に

増加傾向であったことを示す．図3はThei1の不平等度1、とαの関係を示

すが，これも減少しており，所得の均等化が進んでいることがわかる．（各グ

ラフで矢印で挟んだ間がユ960～1969年の区間を表わしている．）

　t2〕8，切，留の関係

　（1，19）のσ（α）＝3一］0gσより

　　　　　　　　　　dσ　　　1
　　　　　　　　　　あ＝1一τi（α一1）ψ’（α）一ψ十ψ

であるから，α≡ユでσ（α）は最大値をとる。表1ではα＞1であるカ、ら、一

10g暫は減少傾向にある・ここでずを一定としたとき・と切が互いに逆方向

になることは次のように説明できる。いま一定の所得を多数の個人に分配する

とき，個人の効用関数が凹関数（109関数も含めて）ならぱ少人数の個人に多

くを分配するよりも・できるだけ平均して分けられた方が集団全体としての厚

生は大きくなる筈である・他方エントロピーについて考えると，一定の所得が

平均化して分配されている状態はあまりr確からしい」とは言えない、すなわ

ちα＞1のとき，一定所得の均等化はいわゆる自然の進む方向とは逆方向なの

である・これは厚生増大のためには自然の方向に逆って進める政策が必要とな

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　331



（10） 一橋論叢第100巻第3号

　lO
　　　　　　　　図5
　9
　　　　　　　　　　　　　　　　，69

　8　　　　　　　　　　　　n
幾　　　　　　　　　　　　　　　x
睾7　　　　　　’、■
均6　　　　　　　　　。■I
所　　　　　　　　　　　。／
得5　　　　　　　　　　　　　　I　　3・Oタ

タ・　　　6σ61一へ．工
雫・㈱長経路　おW・・．．胃・．碍

と・　ラーα榊　　　　蓬
　1　　　　　　　　　　　■　1．O乃
　　　　　　　　　　　　図6
　0 012345678910　　　　算術平均所得夕（千ドル）

●　観測値（1960より1969年まで左から順に並ぷ〕

O×　仮怒値（仮想的成長経路）

るということを意味する．数学的に言えば，α＞1すなわちβ2＜0であること

は厚生勿の増加がエントロビー∫の減少を引き起すことを表わしている

（Lagrange乗数β呈の意味から当然）．ただし上記のことはO＜α＜1すなわち，

O＜β、＜1のようなときには事情は逆となる．αが小さな国，すなわち，厚生

初が小さい国においては，祝の増加する方向は自然の進む方向である、このこ．

とは比較的高額所得者に所得が集申している国では，そのエントロビーは低い

状態にあり，もっと高い状態への移行は自然の方向であることを意味する・バ

レート分布がよく適合した時代，19世紀にはこういう状態の国が多かったの

ではないであろうか．

　なお（1．19）式と（1．20）式から，雪を一定とする代りに砺を一定とし・

σを変えても分析に入ってくるバラメーターは祝一10gσであるから上と同様

な状況が生れる．

　（3〕その他の符号条件

　統計的システム論の一般論から

　　　　　　　　　　　　　　∂σ　　∂初
　　　　　　　　　　　　　　一＜O，一＜0
　　　　　　　　　　　　　　∂β。　∂β・

という関係が成立することが証明されている．そこで表1のデータに線形回帰
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　　　　　　　　　　統計的システム諭と所得分布曲線　　　　　　　　（11）

式を当てはめると

　　　　　　　　勿（＝暫）＝12035・3－2952・89β。一3514・42β。

　　　　　　　　　　　　（815・59）（196．77）

　　　　　　　1・g金（＝勿）二g・00892－0・347194β・一〇・5ア2196β。

　　　　　　　　　　　　（0・05310）（O・012810）（0．018852）

となり，勿／∂β。〈O，施ノ∂β。く0となっている．しかしこのことはSalem＝Momt

のガンマ分布とわれわれのモデルの理論的分布関数が完全に一致することから

当然の帰結と言えるだろう．

3所得一厚生の均衡成長経路

　　　　　　　　　　　　　　　　ク＝〆　　　　　　　　（3．1）

と哲を定義すると，

　　　　　　　　　　　　　1og多＝勿＝Σψ｛1og吻

であるから，σは所得の幾何平均となる。（Salem＝MOmt論文では5と表わ

されている．）（ユ．20）と（3．1）より

　　　　　　　　　　　　　　　肋＝・’ω　　　　　　　（3．2）

が得られる・この左辺は所得の算術平均に対する幾何平均の比であり，これは

所得分布が完全平等のとき1となり，一般には1より小さい．AtkinsOn（＝

ChampemOwne）は「均等分配等価所得額〃、を
　　　　　　　　　　　炉小（1）一÷Σ・一（眺）ll　（ふ・）

と定めた。これは個人の集団全体の平均効用に丁度等しくなる効用に対する所

得という意味である．そして不平等尺度として

　　　　　　　　　　　　　　　k1一〃砂　　　　　　　（3．4）

と定義しているが，砒（サ）＝10g砂とすれぱ砂。はσと一致する．ただしAtkin－

SOnは刎（μ）を効用関数とは呼んでいないことは注意を要する、

　さて（3．2）式から経済の成長経路において，もし碗が一定値を取るよう

に変動していくならぱ，αの値は一定となり，またガンマ分布においては

Theilの不平等度は．αだけの関数であるから不平等度は不変の成長経路とな
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（12） 一橋論叢　第100巻　第3号

　る、これを「所得一厚生の均衡成長経路」と名付けることにしよう．（ただし

実際は不平等度は減少する方向に進んでいるのでこの上にはなく，r均衡」と

いう言葉はr理想的」ということは意味してはいない．）

　　図5には横軸にσ，縦軸に雪をとって，Salem≡Mountの家計データによ

　るアメリカの所得一厚生の成長経路を示してある．原点を通る直線は均衡成長

経路となる．表1から見ればαの値は60年の2・06から69年の2・43まで増

加しているが，図5ではその増加はきわめて緩慢なものであり，60年から69

年にかけて殆んど所得一厚生は均衡成長経路上を進んできたことがわかる．

　　図5において曲線で示した2つの経路I，IIはアメリカ経済において「仮

　に」所得一厚生の成長をこのように行ったとするとしたものであり，図6には

　IとIIに対応するTheilの不平等度の変化を示してある．経路Iは急激に

　国民所得を増加させ，厚生がこれに追いつかない政策を取った場合を表わし，

　経路IIは逆のケースを表わす．経路Iに対しては明かに図6において，い

　わゆるKuznetsの逆U字型の不平等度の推移が見られる。

　　さらに原論文8）ではThei1の著書22）にあるアメリカ白人・非白人家計所得

分布ピ対しても同様な計算を行っているが，ここでは省略し，同じデータについ

　てのヒストグラムの計算を6節で述べる．

4個人の効用関数が凸関数の場合

　われわれは個人の効用関数を対数関数（凹関数）と仮定してガンマ分布曲線

を導出し，これがSa1em＝Momtの論文の所得分布曲線に一致することを示

した．ところで効用関数が凸であるような個人の集団の統計的性質を調べるこ

とは単に数学的のみならず経済学的にも興味のあるところである．効用関数の

理論から明らかなように，その凹性は限界効用逓減を意味し，財取得に対する

保守性，危険に対する安全主義を表わしている．他方凸な効用関数は財取得に

対する積極性，危険に対する投機性を意味すると考えられる・従ってこれらの

異った型の効用関数をもつ個人の集団の性質を比較してみるのは意味のあると

ころである．
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　　　　　　　　　　　統計的システム諭と所得分布曲線　　　　　　　　　（13）

　計算の簡単のために所得μに対する効用関数を

　　　　　　　　　　　　　　　　刎（リ）＝ゲ　　　　　　（4．1）

としよう・こうすると最尤問題の条件式は

　　　　　　　　　　　　Σ｛π舳＝す，　Σ桝伽2昌柾

となる・更に条件式を簡略化するために平均所得クを所得の単位1とすること

により

Σ舳（芳）一・・Σ榊（芳）2一多

となり，砂｛紘砺佃2をあらためて吻，批とかくと，条件式は

　　　　　　　　　　　　Σ｛π伽＝1・　Σ｛π舳呈＝伽　　　　　　　　（4，2）

となる．これを用いて最尤問題を解くと，他の仮定や記号は全く前と同じもの

を用、・，

（1．11）に対して，

O，40 1ア不平等度

O．35

O．30

1．5 1．6 1．7 1．8 1．1

1．00
ψ例厚生

O．99
∫エントロビー

O．97

O．95
1．5 工．6 1．7 1．8 1．…

物／刃厚生
〃ニヅの場合

・一∫一w吻

一㌣・・f・（嘉）

　　　　　図？

　　　　　　　　1㌧

　　　　　　1．9　－2．O－1．0　0．O

　　　　　　　　　　　焔一ゐ鋤
　　　　　　　　ニビ

19－2．O－1，0　0．O
　　　　眺侮一1og刃
　　　〃ω二ゐ帥の場合

（4．3）

を得る．ここで
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（14） 一橋諭叢　第100巻　第3号

・・f・（1）一∫咀・一物

である．　（1．13）より

　　　　　　　　　　一∂logクー⊥ω（γ）一σ（一・）　　　　（・・）

　　　　　　　　　　　∂β・　β1

　　　　　　　　　　一∂簑Z一表（・一一（1））一（一多）　（・・）

を得る．ここで

　　　　　　　　1－l1／・凧ω（1）一胱1（γ）…（一〆）一212　（46）

である．またエントロピーは

　　　　　　　・＝1・gZ＋β。四十β・刎（す；1）

　　　　　　　一β・21・。β、十1・。…（γ）十β工一・・細

　　　　　　　　4β・　2

　　　　　　　≠÷1・・1・・1・…f・（1）・1・・÷（・一ω（1））（・・）

となる．（4．4）　と（4．5）より

　　　　　　　　　β・2＿。刎ω2（γ）　・〆（・一ω（γ））　　（。。）
　　　　　　　　　再一γ＝・・一ω（γ）’刎昌ω2（γ）

となるからγは刎の関数として求まり，従って（4．4），（4．5）よりβLβ2も

肋の関数として求められる．

　次にThei1の不平等度1、であるが，分布関数プ（砂）に対して

石一∫（赤）・・（赤）蝋

　　　　　　　　　　∫（砂）吻一土・・。（一β、μ一細2肋

　　　　　　　　　　　　　　z

であるから・峠（・一1）・1・一ω2（1）μ12として・

　　　　　　　み一、、、1（、）∫田古（・一1）1・・（古（・一1））ゼ㌦（・・）

．となる．以上により，γの関数として似，∫，β1・β2・1rを計算でき・これらの変
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　　　　　　　　　　統計的システム諭と所得分布曲線　　　　　　　　（15）

数間の関係を知ることができる．

　以上の計算結果は図7に図示してある・またここには比較のために2節で計

算した刎（砂）＝109μのケースも並ぺてある．両者では刎や∫の値そのものの

比較は尺度が違うのでできないが，傾向だけは明瞭な違いのあることがわかる．

すなわち平均所得四を一定（＝1）としたとき，乎均厚生勿を大きくすると

砒（砂）が凹の場合は不平等度は減少するのに対して，凸の揚合はむしろ不平等

’が助長されることになる・またこのことはエントロビーを大きくする（すなわ

ち自然な）方向と一致する．他方凹の場合はエントロピー∫の最大点を過ぎ

た点（これは現在の経済杜会の状態を表わしていることは前述した）では，厚

生を大きくすることはむしろ自然に反する方向であったのである．ここに効用

関数の互いに逆な社会の特徴がでていて興味深いところである．また数学的興

味も交えて考えれぱ効用関数が凹の主体と凸の主体が混合した経済社会システ

ムの統計的行動も研究に値すると思われる．

52層系の統計的システム論

　これまでは単一の経済社会システムを考え，これが外部から総所得，総厚生

を与えられて最尤状態になる過程を考察した．われわれは次に相亙に作用を及

ぽす2っのシステムを考え，これらの間に達せられる均衡状態およぴ外部から

の作用の変化に対するこれらのシステムの対応ないし行動を研究してみたいと

恩う．このような2つのシステムを2層系（または2層システム）とよぶこと

にしよう．

　ω　2層系の定義

　2層系をつくる2つのシステムをS1，82とし，それぞれを構成する個人の数

．を凧，地全所得を巧，巧，全厚生をσ1，σ2とする．また81，82の所得階層

をμ1，μ2，・…・㍉晩で表わし，それぞれに配分される個人の数を冊u，肌。2，……，

刎店およぴπ2L物，……，肌眺とする。またw＝凧十妬，γ＝巧十巧，σ＝σエ十

σ2とすると，

　　　　　　　　　　　　Σ｛冗1Fw工，　Σ｛吻＝妬
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（16）　　　　　　　　　　一橋論薙　第100巻　第3号

　　　　　　　　　　　Σ｛珊舳呈γ。，　Σ仰螂F巧

　　　　　　　　　Σ舳㍗（ω≡σ・・　Σ仙〃（型｛）＝σ・

となる．以下しぱらく刎F批（砂｛）として進める・

　更にπ1｛＝伽岬1，π腕＝物岬2，π1＝W1帆π2昌W2帆妬≡巧帆，四2＝〃W2，叙

＝刀凧初1＝σ1岬1．砺＝σ2岬2，初・＝σ〃とすると，次の9個の式が成り立つ．

ただし右側に書いたβ・・，……，β・は各制約式に対するLag・ange乗数を示す・

Σ例F1……βo・

Σ桝2F1……β02

π旦十π2＝1・…・・βo

Σ｛π1舳＝ず1・・…・β1，

Σ｛π2舳＝暫呂一・・β・2

π1Σ｛π1舳十π呈Σ榊伽＝σ……β1

ΣiπH物≡砺1……β21

Σ｛π2舳＝初2……β2・

π1Σ｛π1｛吻十π、Σπ22伽＝切・一・β2．

（5，1）

　2つのシステムS1，82を合わせた状鰻の数豚は

　　　　　　　　　　　　　　1W　　　亙1ノ　　」M2∫
　　　　　　　　　　　π＝　　　　　　　　　　　　　W。∫珊∫H〃工｛∫n〃。｛∫

となり，10g　Wを凧州，珊，伽，吻が十分大きいとしてStir1ingの近似公式

を適す乞と，エントロビーθとして，

θ＝lo9豚＝＿（、、1og、、十、、logπ、十π、Σ、π、、1ogπ、、十π、Σ。π、。logπ、、）（52）

　　　w

が孝尋られる．

　さて2層系に対する制約は（5．1）の①～⑨のうちのいくつかによって表わ

され，その条件のもとでθを最大にする一ような状態が2層系の最尤状態となる・

そこでその例として次のような問題を考えてみる・

　12〕問題

　r2層S・，8・間で人口と所得と厚生の移動は自由にするが，それぞれの平均

所得サ、，晩と総平均厚生勿を固定したとき，凧，凡，巧，巧，勿1，碗は均箪状態
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　　　　　　　　　　　統計的システム論と所得分布曲線　　　　　　　　　（17）

でどのようになるか．」

　この問題は次の最適値問題として解ける．

　　　　　　　　　　畔㍍肌舳／　（・・）

（もし81，82で厚生が固定しているときは⑨の代りに⑦と⑧を用いる．）

さらに

　　　　　　　　　　　二：＝1：1；：lll二1二111：l／　（！・）

とおき，最尤状態における伽，伽を〃，胸とすると，

　　　　　ll：：：；：二1二1：1：1；1二＝二11：1：lll1Tllll：Tlll：：l／（・・）

　　　　　　　　　　　　∂1．9Z工　　　　∂1・gZ。一
　　　　　　　Σ晩舳＝　　　　＝妬，Σ吻舳＝　　　　8晩　　　　（56）
　　　　　　　　　　　　　∂βH　　　　　∂β、。

およぴ

　　　　　　‡‡∴「一

　　　　　　　　　　　　　　　　表2

妬 穿2 ρ1 ρ2

宙
1

’
晩

α
τ（α） 1。（α） 価1 軌

5．0Xlo’5．OX1Oヨ 0．500 O．500 2，98×10’ 2．98×10’ 1、ユO 一〇．51ア 0，389 8．00 8．00

6，0 5．0 0．543 O，457 3．24 2．70 0，94 一〇．616 O．443 8．08 7．90
7．0 5．O 0．570 O．430 3，45 2．46 O．83 一0．η9 O．492 8．14 7．81
8．0 5，0 0．588 O．412 3．62 2．26 0．75 一〇．793 O．533 8．19 7．72

9．0 5．0 O．601 O．399 3．η 2．09 0．70 一0．870 0．568 8．23 7，05

し別三畠．OとLて計算Lてある）し別三畠OとLて計算Lてある）

が成り立つ・単一システムの場合に倣って物＝log吻とし，所得階層伽を連

続変数で置きかえると（5．4）は

ll：1二：lll：：llllllllll：1二1111二1：：1：lllllζニニニζl／（・・）
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（18）　　　　　　　　　　一橘論叢　第．100巻　第3号

となり（5．6），（5．7）より，1一β・＝αとおいて

ξ篶）拙肘、、）一 （5，9）

　となる．平均厚生砒の各システムヘの分配は

　　　　　　ρ工初、；ρ、（ψ（α）一1ogβ1。），P・砺＝ρ2（一1ogβ・2＋ψ（α））　　（5・ユ0）

　となる、（5．8）よりβ11，β12を消去すると両システムに対して，均衡状態にお

　L・ては

　　　　　　　　　　　　切1一一0g刎＝初2－10g留2＝τ（α）　　　　　　　　　　（5．11）

が成立する．rすなわち均衡状態においては与えられた平均所得σ1，雪2に対し

て平均厚生初、，砺が適当に配分され，㎡システムにおいて初r10g哲1と吻一一

　10gサ、が等しくなりその値はτ（α）となる．」更にまた次のことが言える．r両

　システムに共通なτ（α）が定まれぱαが決まり，αに対してガンマ分布σ）

Thei1の不平等度∫Fτ（α）十1ノαが一義的に定まるから均衡状態では両者の

　不平等度は等しい．」

　　（5．4）および（5．5）より

　　　　　　　　　ρ。＝・・p（一1一β。）Z1，ρ・＝・・p（一1一剛Z・・

故に

　　　　　　　　　　　　　　　　Z1　　　　Z2　　　　　　　　　　　　　ρ・一。、。。、・ρ・＝。工十。、　　（5’2）

　これに（5．8）を代入すると

　　　　　　　　　　　　すll1芦／　㈹

（5．ユ1）を（5．13）に代入すると，αを決める方程式

　　　　F（α）＝畝1・g酉、一初片畝1螂r初）十（刎。十ωτ（α）≡O（5・14）

が定まる．

　13〕計算結果と検討

　（5．14）に含まれるバラメーターは刎，σ2および初であり，これらに値を入
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統計的システム論と所得分布曲線 （19）

れることによりαおよぴ次の諸量が計算される。ρ、，ρ2（5．13），τ（α）＝ψ（α）一

1ogα，1ア（α）＝τ（α）十1／α，妬＝サ1exp（τ（α）），擁・；晩exp（τ（α）），価エ，恢2（5．11），州

＝ρ＾妬＝ρ汎巧＝州四1，巧＝W2晩．表2には勿雪8．0，晩＝5．0×103と固定し

て，妬を5．O×103から9．O×10茗まで変えたときシステム81と82の人口比

μ，ρ2がどのように変るか，Theilの不平等度がどのように変るかなどについ

て示してある．81の方が平均所得が高くなるにつれて人口の移動が起り81

の人口が多くなるが各均衡状態で81，82に対して（5．11）が成立し，両方の

不平等度は一致する、すなわち，「軌をどのように変えても人口の移度，厚生

の再配分が起って最後には（5．11）が成立するような均衡状態に落ち着く．」

ことになる．

　現実の2層系と考えられる都市と農村，第2次産業と第3次産業等にこのよ

うな考え方を当てはめても恐らく直ぐには成立しないであろう．このためには

人口，所得や厚生の自由な移動を妨げる別の制約ないし強い相互作用を取り入

れることも必要と考えられるし，また不均衡状態から均衡状態への移行に長い

時間を要することも考えねぱならない．

6所得分布ヒストグラムの導出

　実際のデータと理論を比較しようとするとき，与えられるものは連続的曲線

ではなく階級の級間隔のいろいろ異ったヒストグラムである．これに対して曲

線を当てはめる方向で考えることもできるが，与えられたヒストグラムをその

まま受け取って，それに統計的システム論を適用することを以下考えてみよう．

　ω　定式化

　いま犯個の所得階級を考え，それらの階級界を刎，晩，……，砂刎（肌1＝π十1）

　　　　　　　　　　　　　　　　図8

房1

ツ1〃　　ツ3・・…　　　ル　　　ツ。1
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表3 エントロビー∫　　　　　表5 σに対するラグランジュ桑数β1

所得ε
02　　　　03　　　　04

所得ε

司
0．2　　　　　0．3　　　　　0．4

一2．3

－2．2

－2．1

－2，0

－1．9

－1．8

－1．7

－1．6

－1．5

－1，4

－1．3

－1．2

－1．1

－1．0

1．604

1．662

1．675

1．638

1．542

1．369

1．066

1．156

1．458

1．674

1．833

1．946

2．016

2．046

2．033

1．969

1．838

1．5ア5

O．9983

1．427

1．705

1．910

2．060

2．164

2．225

2．241

2．206

2．100

1．824

一2．3

－2．2

－2．1

－2．0

－1．9

－1．8

－1，7

－1．6

－1．5

－1．4

－1．3

－1，2

－1．1

－1．0

0．0996

0．3145

0．5498

0．8296

1．193

1．722

2．783

一1，156

－0．7201

－0．4622

－O．2634

－0．0897

　0．6923

　0．2359

　0．4168

　0．6325

　0．9381

　1，758

一2，092

－1，086

－O．7363

－0，506ア

ー0．3240

－0．1620

－0．0634

　0．1488

　0．3363

　0．6092

　1．505

表4 Thei1の不平等度∫r 表6 初に対するラグランジュ桑数β2

所得2 02
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　所得身

03　　　　04 02　　　　03　　　　04

一2．3

－2．2

－2．1

－2．0

－1．9

－1，8
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（21）

O．20．40．60，81．0

　　　2

とし，所得型に対する未知の確率密度関数π（砂）を次のような不連続関数

　　　　　　　　π（リ）r州≦サ〈舳，プ＝1，2，……，冊

とする．ただしここではまだ勿は未知の変数である．これを図示すれぱ図8

のようになる．いま単位所得中にあるミクロな所得階級の数（密度）を一定。

とすると，（ユ・7），（ユ・8），（1・9）のなかのΣに対して次のような積分で置き換え

ることができる．

Σ舳一・＝∬㌧（1）切一Σ仁∬㌧灼

＝Σ画θ（μ’。rσ3）≡1 （6．1）

Σ榊一1：∬π（1）納一Σ・∫1㌻納

一Σ、カゴ的、、、1ゴ）（1州切）一σ

　　　　　　　　2
（6．2）

Σ榊（畑∫㌃㌧（1）α（1）咋Σ・〃・納

＝Σ勿θ｛（砂州1og砂州一舳1）一（砂51o馳、一〃j）〕＝切
（6，3）
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（22）　　　　　　　　　　一橋論叢　第100巻　第3号

ここでρ、。（砂、十、一砂、）は第ゴ階級の確率となるので・これを改めて〃とおき・

また後の便宜のためにω、一・ゴキr1。，旧1・・一1・・榊伽とおくと・（6・2）・

（6．3）は

　　　　　　　　　　　　Σ〃（2j＋工十2ゴ）／2＝雷ノω　　　　　　　　（6・4）

　　　　　　　Σ〃｛勾、、1Gg25．r2州）一（2510925－2ゴ）1伽’

　　　　　　　　＿卜1．gω一1・g（伽）　　　　　　（6・5）

となる．また

　　　　　　　　　勿＝（25＋1＋勾）／2

　　　　　　　　　咋1（勾十、1・駒。・一・。・・）一（1lb9・・一洲物

　　　　　　　　　勇＝伽，田≡1・g（伽）

とおく．同様にしてエントロピーは

　　　　　　θ＝Σ、＿π、lo9π、：θ＝Σ、一〃lo9（〃吻）十109ω十1096　　（6・6）

となる．

　そこで最尤状態を求める最大値間題は

　　　　　　　　　　　　　　　Σ〃＝1　　　　　　　　　　　（6・7）

　　　　　　　　　　　　　　　Σρ狗＝易　　　　　　　　　　　　（6・8）

　　　　　　　　　　　　　　　Σ〃戸初　　　　　　　　　　　（6・9）

のもとで，エン1ロビーθを最大にするような〃（戸・・2・1’’’‘．・侃）を求める

ことになる．（。．。），（・．・），（・．・）に対する・・・・・…乗数を伽・β・・β・とする

　と，Lagrange関数は
　　　。一Σゴ1，1。。（ρ、伽ゴ）一β。（Σゴ6r・）一β・（Σ〃1・一1）一β・（Σ舳一む）

　となり，　これから

　　　　　　　　　ρ。＝ω。・・。（十β。）…（‘β・・r細・）　　（6・m）

　　　　　　　　　　　　　　（戸1，2，……，椛）

　が得られる．ここで

　　　　　　　　　　　　　　ω3〉o，　Σμ戸1

　である．従つて問題は（6．7）～（6．10）を満足するβo，β1，β。およびρ1，エ12，

　　・・，ρ仙を求める問題に帰着する．

　3〃



　　　　　　　　　　　統計的システム論と所得分布曲線　　　　　　　　　（23）

　12〕Darroch≡Ratc1i丑の方法による計算結果

　（6．6）～（6．9）の最大値問題は（6．6）がρ5（プ＝1，2，……，犯）の凹関数で

あり，（6．7）～（6．9）が〃について線形であるから解は唯一に定まる．

（6・7）～（6－O）の解法としてはいくつか考えられるが，現時点で最艮のもの

はDarrOch＝Ra七c1i丘の反復尺度法（i七erative　scah■g　me士hod）であろう2）1

13〕．これは

　　　　　　　　　　〃＝ω川1＝・λ‘皿“，Σ〃二1，伽3＞0　　　　　　（6．11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1，2，……，冊

　　　　　　　　　　　Σ3吻〃＝伽，α〃≧O，Σ書。。物＝1　　　　　　（6．12）

　　　　　　　　　　　　　　　　伽〉0，Σ書一。～＝1

の形の犯十3個の関係式を満すλ1，22，23およぴρ1，……，ρ冊をiterationに

よって決定する方法である。（6．7）～（6．10）の4式から適当に変換すること

にょり，（6．11），（6．12）を一義的に導くことができ，またβ。，β、，β、はλ工，1、，

λ8と関係づけられる・以下ではまず所得分布ヒストグヲムの導出を簡単なモ

デルによって実行してみることにする．

　モデノレは階級数肌を10とし，平均所得琢，平均厚生祝の値を与えてエン

トロビー最犬となる状態を求め，その分布確率〃，ヱントロピー8，Thei1の

不平等度／r　Lagrange乗数β1，β2その他を計算し，各ク，勿の組に対する最

尤状態の性質を調べることにする・計算結果の一部を表3川表6およぴ図9～

図12に示してある．ここで易，Oは（6，8），（6，9）で用いてあるもので，ε＝

σ伽＝σ／10，否＝lo9（σ伽）＝109（σ／10）＝初一10910のように級間隔を全体の幅ω

で正規化した級間隔のもとでの平均所得，平均厚生である．この変換は単に計

算の都合上のものであるから定性的には四，切と同じものである．なお表5のβ、

は身に対するものではなくそれを10で割ってクに対するものを示してある．

また表3～表6のすべてについて，横方向に平均所得ε，縦方向に平均厚生④

をそれぞれ同じ組の値に対して，S，1r，β1，β2が対応するように書き入れてある．

　まず表3を見ると，平均所得を一定にして平均厚生を増加するとき，初めは

エントロピーは増加するので，厚生の制約を緩めると自然に厚生の増加する方

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　345
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（26） 一橋論叢　第100巻　第3号

表81959年所得分布

所得階級（単位ドル）　　原データ　　最尤値

　　　1．O－　　500．0　　0．02100　　0．O0725

　　500．O－　1000．0　　0．02100　　0．02691

　　1000．0－　1500．0　　0．03200　　0．04010

　　1500．0－　2000．0　　0．03800　　0．04910

　2000．0－　2500．0　　0．04300　　0．05477

白2500．0－3000．00．044000．05784
　3000，0一一　3500．0　　0．05000　　0．05890

人　　　3500．O－　4000．0　　0．04800　　0．05845

　4000．O一一　4500．0　　0．05900　　0．05690

家4500．O－5000，00．057000．05456

　5000．0－　6000，0　　0．13800　　0．10016

言廿　　6000．0－　7000．O　　O．11600　　0．08682

　7000．0－　8000．O　　O．08900　　0．07334

　8000．0－10000，O　　O．11200　　0．10982

　10000．0－15000，O　　O．09900　　0．12575

　15000．0－25555．O　　O．02600　　0．03698

　25000．0－30000．0　　0．O0800　　0．00234

表91959年所得分布

所樽階級（単位ドル）　原データ　最尤値

　　　1．O－　　500，O　　O．06100　　0．05923

　　500．0－　1000．O　　O．09000　　0．09ア47

　　1000．0－　1500．O　　O．11600　　0．10315

　　1500．0－　2000．0　　0．09500　　0．09929

　　2000，O－　2500．0　　0．07ア00　　0．0913ア

ヨト　　2500．O－　3000．0　　0．Oア600　　0．08189

　　3000．O－　3500．0　　0．08100　　0．07211
白
　　3500．O－　4000．0　　0．05500　　0．06272

人4000．O－4500．00．060000．05404
　　4500．O－　5000．0　　0．06200　　0．04623
家
　　5000，0－　6000．0　　0．07400　　0．0723ア

言f　　6000．O－　7000．0　　0．04900　　0．05147

　　7000．0－8000，0　　0．03800　　0．03616

　　8000．0－10000．0　　0．04300　　0．04184

　10000．0－15000．0　　0．02ユOO　　O，027ア2

　15000．0－25000．0　　0．00200　　0．00286

　25000．O一一30000．0　　0．O0100　　0．OOO07

　表5，表6は留，砺に対するLa9・ange乗数でβ、＝（∂∫肋）証，β。冨（∂∫伽）四と

いう関係がある．従ってそれらの正負は最尤状態から更ク，初を変化させると

き，その方向が自然な方向か否かの判定に役立つ．

　図9～図12には平均所得喜を0・3とし，平均厚生栖を一2・1，一1・8，一1・7，

一1・4と変えた場合の最尤状態の所得分布ヒストグラムを示してある．まず第

一に所得に比して厚生が極端に低い社会（図9）では最低所得層が多いのは当

然であるが最高所得層も多くなり中間の階層が少なくなることがわかる．しか

もこの状態ではβ、＜O，β2〉Oとなる．このような分布はPareto以後は見当

らないが，それ以前は実際にあったのではないであろうか．（あるいは単なる

数学的結果かもしれない．）所得を一定にして厚生を増大させると，図10，11，

12と分布は次第に近代型から現代型へと変化する．図10がいわゆるPareto

型，図12がガンマ分布に対応するのであろう．

　最後に統計値を用いた計算結果を示しておく．用いた資料はH・Theilの著
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統計的システム論と所得分布曲線 （27）

図13　1959年白人家計

　　一実測値
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書22〕にある，アメリカの白人と非白人家計の調査データから得られた所得分布

表である．計算の方式は階級数，階級界，所得者パーセントから所得の算術平

均藪，幾何平均σ，平均厚生初≡10gσを求める．次に全階級幅ωで正規化し

た平均所得葛≡四伽，平均厚生面呂1og（ク伽）を計算し，（6．8），（6．9）に代入し

て最尤解を求める．

　表7には計算結果がまとめて示してある．階級数の列からわかるように，こ

れは年次によって異なりまた同時に階級間隔の変更も行われている．これらが

違うと計算値の連結性が失われるのが普通であるから，同じ資料でも全年次の

経年変化を統一的に得ることは厳密にはできない．しかし結果を長期的に見る

と・階級数，間隔の変更がそれほど大きな影響を与えているようには見えない．

　さて表7において，原データのユントロビー∫oとその最尤値∫との比を

みると，いずれの年次も白人，非白人ともに非常に1に近い．これからわれわ

れの理論の仮定がかなりよく成り立っているように思われる、なお表8，表9

には白人，非白人家計の所得分布確率の原データによる実測値と理論による最

尤値が示してあり，図13，図ユ4は対応するヒストグラムである、
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結ぴ

　本論文は先に発表したものの一部をまとめたものである・システムを構成す

る経済主体間の直接の相亙作用を含めた議論は省略したがこれは文献11で少

し取扱ってあるが，将来はこの方向を発展させたいと考えている．

　最後に発表の機会を与えて下さいました一橋論叢編集委員の先生方・並ぴに

いろいろお世話いただきました山崎昭先生に謝意を呈します・また本研究の計

算には情報処理センターを長年利用させていただいたことを付記して感謝の意

を表わします．
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