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1　はじめに

　本論文では，逐次解析に現われる数列和

　　　　　　　　　蜆　1　　　　　　　　　　　　　。。
　　　　　　　8・＝Σ一ψ（一ωη⊃，8。＝Σ¢（一ω柵，
　　　　　　　　　此＝1庇　　　　　　　　正＝1

　　　　　　　　　蜆　1　　　　　　　　　　　　。。
　　　　　　　81＝昌朴柵・8・＝昌πφ（岬・

ただし，

（1）

（2）

1（1）一去一”川）一∫l1（1）伽

のω（〉O）に関する展開を与える。これらの数列和が逐次解析に現われる所以

等については逐次解析に関する文献を参照せよ（例えば，参考文献［4コ）．

　（1），（2）の数列は，ωが正であれぱ常に収束するが，ωが小さいときには

収東が非常‘三遅く・その効率のよい計算法を求めることが間題となっていた．

これに対して・王983年・鍋谷は・Euler－Mac1aurinの総和公式を巧みに用いて，

ωが小さい時の数列和（1），（2）の漸近展開を与え，ユつの解答を与えた［3コ、

この鍋谷の与えた展開式は，理論上は漸近展開式であるにもかかわらず，数値

的には数列和の非常によい近似値を与えた・鍋谷自身，このような事情から，

その展開式は・真の展開式であろうと予想している［3コ．本論文では，この予

想の正しいこと。つまり，鍋谷の与えた展開式が数列和の真の展開を与えてい

ることを証明する．

　2において，数列和の展開に関する一般的定理を証明し，3において，一般
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（122）　　　　　　　　　一橋論叢　第100巻　第3号

的定理を数列和（1），（2）に適用し，鍋谷の与えた展開が真の展開であること

を示す．

　　　　　　　　　2数列和の展開に関する一般的定理

2．1　主定理

　数列和の展開に関する一般的定理（主定理）を述べる．

定理

　関数∫（2）を複素平面から非正の実軸部分を除いた領域0一（一〇〇，0］で正

則な関数とし，次の（i）（ii）（iii）の条件を満足するものとする．

（i）∫（2）は，0一（一〇〇，0コで次のように展開可能：

　　　　　　　　　　　　一　　　　　　　　　　　冊　　　　　　。。　　王
　　　　　　　　∫（・）＝Σα。・叶α一エガ1＋Σ石〆・十Σ㈱7・　　　　（3）
　　　　　　　　　　　｛＝1　　　　　　　　　　　　　　　j；1　　　　　　¶昌O

ただし，α‘＜一1，βj〉一1，γ：自然数，かつ，

　　　　　　　　　　　　　　　一冊　　　　　一　　　　　　　　　　　　　E…1im－8－11o冊1皿＞o　　　　　　　　　　　（4）

　　　　　　　　　　　　　　　蜆＿㎜γ

とする．

（ii）ある正数五が存在して，∫（z）＝0（〆蠣）（”→十〇〇）．

　　　　　　一（iii）∫、（呂）＝Σα。。岬十α一。ガ1とおく（（i）の（3）参照）．／（宮）一五（・）は，正の

　　　　　　｛＝1
実軸部分を含む開き角θ（0＜θ〈πノ2）以上の角領域内で2を無眼大にすると

き，一様有界（図1参照）．

　このとき，0〈尻＜2π伍を満足する尻に対して，次式が成立つ．

婁∫（1・尻）一÷（∫1／（切）一洲…∫岨八・）幽

　　　　十法1）一岬

　！　　　　　　　　　　　　1
＋君α・ζ（一α・）糾α一・㌦

脅・1（一1・）糾葛伽1（一÷）1乏
（5）

ここで，γはEulerの定数，ζ（宮）はRiemamのζ関数。

幽



逐次解析に現われる数列和の展開 （123）

　　　　　　　　　　図1　開き角θ以上の角領域（斜線部）

　定理に与えられた数列和の展開式は，鍋谷によって与えられた数列和の（漸

近）展開式（［3］）と一致することに注意せよ．

2．2Laphce変換論からの準備

　主定理の証明では，Lap1ace変換論でよく知られた結果を多く用いる．ここ

に，それらの結果をまとめて補題の形であげておく（補題1～3の詳細につい

ては，［1コを参照）．

補題1
∫（”）を（0，。。）上の徴分可能関数で，（0，。。）で絶対可積分とする．今，さ

らに，∫（”）がある定数λについて，

　　　　　　　　　　　！（”）害0（8■”）　（”→十∞）

を満足するとする．この時，次の（i）（ii）が成立する．

（i）関数・の・1・1…変換舳∫）≡∫国舳柵

は，複素半平面Re∫＞一λで正則である．

（ii）σをσ＞一■なる任意の実数とするとき，”〉σについて，

∫（・）一柵。去∫二π舳（1）柵
（6〉

補題2（Abe1の定理）

積分∫㌃（細・が任意の正の1につ1・て収東する1する．この臨
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（124）　　　　　　　　　　一橋論叢　第100巻

ブ（”）の（0，oo）における穣分が存在すれば，

第3号

蛛∫蜆／（・）内・一∫岨／（躰）伽
（7）

補題3（Ha正dyの定理）

∫（”）を，”〉Oで次のように展開可能な関数とする・一

　　　　　　　　　　　　　！（”）≡ガ・Σo刑〆．　　　　　　　　　（8）

　　　　　　　　　　　　　　　　　冊＝0

ただし，リ＞一1，γ1自然数，かっ，

　　　　　　　　　　　　　周…蘭ヱ色一・1。冊1五〉0　　　　（9）

　　　　　　　　　　　　　　岬　γ

とする．

このll，∫（・）の…1・一変換を定義する積分∫㌃（炉川（・）の

上記の展開を代入し形式的に項別積分した級数：

　　　　　　　　　　　洲峠・・）・ヰ　　　（1・）

は，領域｛s∈0一（一〇〇，Oコl181＞別で絶対広義一様収束し，その収束値を

g（∫）と表わすとき，等式：

　　　　　　　　　　舳（1）一∫岨∫（・）州炉・（1）　　　（・・）

（この等式の意味は，LaplaceI変換を定義する積分が，少なくとも領域｛∫∈0

一（一。。，0コl181＞別に属する∫に対して存在し，かつ，この領域Fおける

Laplace変換の値がg（∫）に等しいという意味）が成立する．

注意：1∫1〉Eと次式が同値であることに注意。

更（1伽1・（1・号・・）1∫r÷㌧’”く・

補題4
（i）帆を非負の整数とするとき，”＞0に対して

　　　　　　　　　ふ一去五（一・）哨・・閉1　（1・ll

ただし，積分路B苗は，原点を避け，角領域｛∫∈011arg81≦πノ2＋θ｝（θは．
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　　　　　　　　　　　逐次解析に現われる数列和の展開　　　　（…）

0〈θ〈π／2を満たす実数であれぱなんでもよ1・）の縁に沿つて走る曲線（図。

参照）・’o・1の分枝は・…で1・ξ1が実数となるような分枝をとるものと

する．

　　　　　　　　　　　　　　　　伽ε

地2

　　　　　　　　　　　　　　図2積分路助

（ii）αをα〈一1なる整数でない実数とするとき，

　　　　　　　　　　　　・一㍊等1）柵　　　（ユ。）

積分路引ま・（’）における積分路と同じ積分踏，一の分枝は，、。。にお

ける値が実数となるような分枝とする．

この結果は・La・’…変換論の鰯に入るが，標準的とは言い難いので，略

証を与えておく．

（略証）（i）（’’）とも証明は・ほぽ同様に行えるので，（i）についてのみ証明

を与える．

被穣分関数の正則性と・帥の時の減衰度に注意すれぱ，積分路を図。に

描いたような2本の半直線乃一11一一・1・1ゼlr1≦τ・刊，几一｛、一。。、。

冊｛！■ε≦・＜柚1と円の一舳一11－1・ω1一π…θ・π一・1から成る積分路

に変形できることがわかる・ここで・1→・・とすると，容易に分かるように

乃上の積分は・に収束し，ηハ上の積分は次のように評価される．
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（126） 一橘論叢　第100巻　第3号

地5

図3積分路ハ十「。十「3

去∫仙（一・）柵十1寿…伽

一去∫二（一・）…（青）冊（1。・γ一π丑）杵伽）

・去∬（一1）一1（青）例（1。…1。）汁・・）

一∫田箒・■仰一六・

従。て，補題・にいう等式を得る．　　　　　　　□

2．3主定理の証明

　いくつかの段階に分けて証明を行う．

（・）∫（。）一五（・）の…1…変換乏（∫一五）（1）は・R・1・0で定義可能であ

る（つまり，∫一五のLaplace変換を定義する積分が収東する）．

（証明）定理の仮定（条件）（・）（ii）から明らか・　　　　　I

（・・）（・）で定義された£（∫一五）（1）は，角領域1・lql・「・・1＜π／2＋θiま

で解析接続可能である．

（証明）　まず，任意の正の実数∫に対して，

鮒一五）（・）一∫蜆げ（・）一五（・）1〆物
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逐次解析に現われる数列和の展開 （12ア）

　　　　　　　　　一∫岨1∫（γゼ・1）一五（州ε一㌔柳　　（1・）

が成立っことを示す．

　関数（∫（2）一ノ。（呂））ゼ腕は0一（一〇〇，Oコにおいて正則であるから，C乱uchy

の定理より，次の等式が成立することがわかる．

　　　　　∫㌦（め一五（・）1榊一〃（・）一五（1）岬・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　　　　　　　　　　　児　　　　　　　　　・∫　　　　　　　　　　　　げ（γ色一｛ε）一五（γゴω）｝ε｝’’’oゼ偲∂γ

　　　　　　　　　・∫
　　　　　　　　　　　　｛！（9）一五（2）｝召■晒あ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（15）
　　　　　　　　　　　蜆
ただし，τ二＝｛2＝ε召ω10≧θ≧一θ工，r』＝｛2＝刀虐ω1一θ≦θ≦0｝、

ここで・ε→十0・五→十〇〇とすると，（ユ5）の右辺第1項は∫一五の原点近傍

における振舞から0に収束し，右辺第3項も定理の条件（iii）から0に収束す

る、このことは（14）の成立を意味する．

　今，（14）の右辺の穫分は，半平面｛8∈01Re（∫8一帽）＞0｝に合まれる∫にっ

いて収束し，かつ，この積分によって定義される関数は，この半平面において

微分可能（正則）である。従って，と（ノー五）（∫）は，半平面15∈qRe（58一ω）

＞0｝へ解析接続可能である．

　同様にして，乏（∫一五）（∫）は，半平面｛3∈01Re（∫色｛θ）＞0｝へも解析接続可

能であることがわかる．

　｛∫∈olRe（∫8一ω）〉o，U｛∫∈oiRe（∫8｛6）＞o｝≡｛∫∈ollarg∫1〈π／2＋θ｝である

からこれで（II）の主張が証明された．　　　　　　　　　　　　　　　　■

（m）（工I）で解析接続された関数も，ヱσ一五）（∫）と表わすことにするとき，

在意の正数”に対する／（”）一五（”）は，次のように複素積分表示される．

　　　　　　　　・（・）一五（・）一北。ヱ（卜五）（1）柵　　（・・）

ここで，δは，0＜δ＜θなる任意の実数で，積分路助．jは，図2に描いた穰

分路でθ＝θ一δととったものである1
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（128）　　　　　　　　　　一橋論叢　第100巻　第3号

（証明）補題1より，σをO＜σ＜”ととるとき，

　　　　　　　∫（・）一㈹一般田去∫ll「乏（・一五）（∫）枇　（・1）

である．右辺の積分において，積分路を助一δに変形できることを示せぱよい。

そのためには，

　　　　　　　　　　　　1imヱ（／一五）（肋つ≡0　　　　　　　　　　（18）
　　　　　　　　　　　　互’一■蜆

が，1θ1≦π／2＋θ一δなるθについて一様に成立することを示せぱよい．この

ことは，ヱ（∫一五）（8）を解析接続するのに用いた乏σ一エ）（∫）の積分表示を

用いて容易に証明される．実際，0≦θ≦π／2＋θ一δなるθについて，（18）が

一様に成立することは，（14）を用いて次のように証明される・

　　　　　　　lim　lヱ（∫一五）（肋”）1

　　　　　　　用→田

如∫1∫㈹一五㈹げ篶㍗1

幾∫岨11（1ガω）一＾（γゼ｛θ）1ゼ腕㈹か

≦狸∫1伽｛6）一工（1ガ犯）1ゼ榊榊か

（ここで，0≦θ≦π／2＋θ一δなることを用いた．）

細∫㌢腕岬〕か

・肥∫岨〃舳。目榊伽

（ここで，γ∈（0，1）において，1∫（γガω）一五（r〆θ）1≦0γβ（0〉o，β＞一1）とな

ること，およぴ，γ∈［1，oo］において，1∫（榊．焔）一九（榊一｛う1≦〃（〃＞O）とな

ることを用いた．）

　　　　　　　＝0．

一π／2一θ十δ≦θ≦Oなるθについても，（18）が一様に成立することが同様に

証明される．

　　　　　　　！
（Iη五（2）＝Σα〆’十α一。畠．1に対応して，

　　　　　　｛＝1
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　　　　　　　　　　　逐次解析に現われる数列和の展開

　　　　　　　　　　　　；r（α。十1）　！（i1）藺・∫サエ
　　　　　　舳（∫）…暮吻、回…十君α1（一、、一、）1’…

　　　　　　　　　　　則キ整数　　　　　　　　則！整数

　　　　　　　　　　一α＿1109∫

とおくと，補題4より，次の式が成立する．

（129）

（19）

　　　　　　　　　　　五（・）一北、舳1榊1　（・・）

（”＞O）。従って，（16），（20）から，任意の正数”に対する∫（勿）は次のよう

に複案積分表示される．

　　　　　　　プ（・）一去ム。鮒一五）（∫）十舳∫）1〆1・　（・・）

今，さらに，（21）における積分路は原点を越えて図4に描いたような積分路

1「に変形でき，∫（”）は次のように複素積分表示できる．

！（・）一去∫鮒一五）（・）十ヱ（五）（1）1榊
（22）

1刎∫

卜平面

地∫

　　　　　　　　　　　　　　図4積分路∫

（証明）　（22）を証明するためには，Z（／一五）（3）十ヱ（五）（∫）がRe∫＞一λで

正則であることを示せぱよい．そこで，この関数を次のように分解する．」

　　　　　　　　　　　　ヱ（／一五）（∫）十岩（五）（3）

　　　　　　　　　＝ヱ（（／一五）・（亙（”）一亙（”一1）））（∫）

　　　　　　　　　十尤（1・1ヨr（”■1））（∫）
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（130）　　　　　　　一橋論叢第100巻第3号

　　　　　　　　　十［ヱ（プ、）（・）一ヱ（九・H（・一1））（∫）コ．　　　　（23）

ここで，∬（”）は，次のように定義されるHeaviside関数

　　　　　　　　　　　　　∬（・）一11：：…：1

　（23）の右辺第1項は，台が有界な関数のLaplace変換であるから整関数

（複素平面全体で正則な関数），右辺第2項は，定理の条件（ii），および，補通

1から，Re∫＞一■で正則である．（23）の右辺第3項も整関数であることが次

のように示される．（i）∫、（”）≡1ノ”，（ii）∫。（”）＝1ノ”〔冊十1〕（肌＝正の整数），（iii）

五（”）＝れα〈一1，α≒整数）の場合に分けて証明する．

（i）ム（”）二1μの場合

　ヱ（五）（∫）一尤（プ畠・H（卜1））（8）は次のように変形される．

舳）ニヱ（工・昨・））・）一一・・イ←物

　　　　一篶幽一ブケ切

　　　　一∫’（÷一ナ）伽一ヅケ肱

（1加一〆／”）は整関数であるから，（24）の最右辺は整関数である．

（24）の左辺も整関数である．［（24）でド0とおくと，

　　　　　　　岩（九）（0）一ヱ（ルH（”一ユ））（0）

　（24）

従って，

一∫’（去一ケ）伽一ブナあ

　　　　　　　　　＝τ（Eulerの定数）（［2コ，P－19）　　　　　　　（25）

この結果は後に用いる．コ

（il）ノ，（z）二1／”｛柵十1〕（肌1正の整数）の場合

　まず，乏（∫、・H（”一ユ））（∫）を次のように部分積分を用いて変形する．

ヱ（〃（・一・））G）一∫六淋

　　　　一（ξ）・r（∴）歩榊
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逐次解析に現われる数列和の展開 （131）

　　帆＿1　　　　　　　　店一＾
　　　　　　　　∫3＝一Σ
　　止＝o（一肌）（一仰十1） …（一㎜十冶）

・（一1）・鳥∫÷㌦

これをヱ（五）（∫）一ヱ（五・H（”一1））（∫）に代入すると

　ヱ（五）（∫）一尤（∫。・∬（π一1））（∫）

一（一・）叫・・イふ榊

　冊＿1　　　　　　　　”一一
　　　　　　　∫召＝責（一肌）（一肌十。）（一洲）

　　　　　　　　　　　・（一・）一鳥（一1・・∫一∫ン伽）　（・・）

を得る・（26）の最右辺第2項が整関数であることは，すでに（i）で示した．

第1項も，勿論，整関数であるから，と（／、）（3）一乏（ノ，・∬（”一1））（∫）は整関数

である．〔（26）で∫＝Oとおくと，

　　　　　　ヱ（∫。）（0）一ヱ（ム・亙（・一1））（0）≡一1伽．　　　　（27）

この結果も後に用いる．〕

（iii）∫．（”）＝”皿（α＜一1，αキ整数）の場合

　αをα＝一π一λ（冊1整数，0＜λ＜1）とおく．尤α。・H（”一1））（3）を次のよ

うに部分積分を用いて変形する．

ヱ（μ（・一・））（1）一∫咀ボ州・

　　　　一．肌≡；十、・篶≡1羊1淋

　　皿＿1　　　　　　　　　店i岳
　　　　　　　　　　3召＝一Σ
　　比。。（一トλ十1）……（一肌一λ十ゐ十1）

　　　咀　　　　　　　　　　一j・∫　　　　　　　　π　　　　　　　　　　　　　　s㌔I』切”．
　　　（一肌一λ十1）　・・（一1）
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（132） 一橋’論叢第100巻第3号

次に，ヱ（∫。）（∫）を次のように変形する．

　　　　　　　　　　　　11（一犯一λ十1）
　　　　　　　と（五）（∫）＝　　一冊一j．1

　　　　　　　　　　　　　3

　　　　　　　　　　　　　　r（1一λ）∫冊十1－1

　　　　　　　　　　　　（一れ一λ十1）・…・・（一2）　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　　　　　　　　　寸（、肌．、十ぢ．（．、）舳慨

これらの結果から

　尤（九）（∫）一z（五・∬（”一ユ））（∫）

　　　　　　　　　冊＿1　　　　　　　　　庇一〇
　　　　　　　　　　　　　　　　　∫ε　　　　　　　　唱（一肌一λ。。）．（一肌一・十ゐ。。）

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　一’　　　　　　　　　・∫　　　　　　　　　　　　　　　　”　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫肌ゼ螂∂”　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（28）
　　　　　　　　　　　　（一冊一λ十1）　・（一λ）

（28）の右辺第2項は整関数であり，第1項は，勿論，整関数であるから，

ヱCた）（∫）一£（力・H（”一1））（3）は整関数である．［（28）で5＝0とおくと，

　　　　　　　ヱ（五）（O）一Z（ノ，・H（”一1））（0）≡1／（一肌一λ十1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（≡1／（α十1））．　　　　　（29〕1

この結果も後に用いる．’i

　以上で（IV）の証明は完了した、　　　　　　　　　　　　　　　　　1

（V）∫（躰）の複素穣分表示（22）を用いて；問題の数列和を複素積分表示する．

　数列和の定義式に，（22）を代入すると

　　　　　　　　Σ∫（加尻）

　　　　　　　　比＝1

一詰∫鮒一五）G）・舳G）1州1

となる．ここで，r上における被積分関数の振舞いに注意すれぱ，積分と和

の順序交換が可能であることがわかる．従って；数列和は次のように，被素稜

分表示される．

婁㈹一去∫鮒一五）・）・岩（ム）・）1｛一（・・）
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逐次解析に現われる数列和の展開 （1事3）

（VI）次に，（30）の右辺の積分において，積分路1「を原点を囲むように変

形する（このようにして得られた穣会路をPとする一図5参照）．このとき，

積分路が，被積分関数の1位の極（∫＝0）一被積分関数の∫＝0における極の

位数が1になることは，ヱ（プー∫、）（∫）十乏（ノ岳）（∫）がRe8＞一λで正則である

ことによる一を過ぎることに注意すると，次の等式を得る．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、、

1榊∫

肋5

図5積分路P（xは，積分（30）の被積分関数の極）

（・・）の右辺一去∫1旧）（1）十舳）1メ．、ゐ

　　　　　　一伽（1一・舳一五）（1）・乏（五）（1）1メ．1）
（31）

ここで，燗（）は留数を表わす。

　（31）における留数は，（23）を用いて次のように与えられることがわかる・1

（31）における留数＝一［岩（（∫一五）・（H（”）一∬（卜1）））（O）

　　　　　　　　　　十乏（∫・∬（”一1））（0）

　　　　　　　　　　十（ヱα）一乏（五・∬（・一1）））（0）コ／尻。　　　　（32）

（32）の右辺大力．ヅコ内の第1項，第2項は，補題2から，

　　　　　　　　　　∫∫（・）一九1・）伽ブ舳　　（・・）：

に等しく，第3項は，（IV）で得られた結果（25），（27），（29）から，
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（134）　　　　　　　　　　一橋論叢　第100巻　第3号

　　　　　　　　　　　　　　‘　　1
　　　　　　　　　　　　　Σ吻一十α一、γ　　　　　　　　　（34）
　　　　　　　　　　　　　i＝1α｛十1

に等しい．従って，これらの結果を（31）に代入して，次の等式を得る．

（・・）の右辺一会ル（∫一五）（∫）十舳1）1｛1

　　　　　　　　　・÷（∫∫（・）一五（・）…∫蜆∫（・）幽

　　　　　　　　　・き1点・仏・1）　　　（・・）

（VII）　（35）の右辺の積分都分で乏（五）に関する部分の評価を行う．まず，

（i）五（”）＝1／”，（ii），五（”）宝1加一π十1｝（㎜：正の整数），（iii）五（”）＝凧α〈一1．

αキ整数）の場合について評価を行う．

（i）五（”）＝1加の場合

去∫ヱ（五）（1）ゼ景．1・1一一竿である．

（証明）

去∫舳）ゼ厄；．1・∫一以一1・・∫｛∫

　　　　　　　　　　　　一去∫（一1・・1・1・・1）ゴ誓、1

（ここで，Fは，変数変換ξ＝ん∫によって㌘から得られる積分路）

一以一1・・1、差11

・劫、芸11olん

＝一1oま〃尻．

ここで・去∫1・・崇、一・（付録・参照）・洲却ゼ警1一…

（1一・・ゼと1）一一・を用いた・
■

（ii）五（”）＝1加伽十1〕（肌1正の整数）の場合
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逐次解析に現われる数列和の展開 （135）

、1君∫舳∫）、嘉、一ζ箒圭1）である

（証明）

却舳）ゼ告ユー去∫（一・）…肌狂、）

　　　一去∫（一1）舳ξ等；澤篭ん）1｛

　　　一去∫（一・）…簑1・・1｛1・ふ

　　　　一去∫（一・）…鶉ゼと、嶋

≡ζ（㎜斗1）加｛㎜十1〕．

ここで・去∫（一・）…箒1・・1ゼ、と、・1－1（肌・・）（付録・参照），お1帆

去∫（一1）…箒ゴ讐1一・（被積分関数が賊傍で正則であるから）なる

ことを用いた、

（iii）五（”）＝ぺα＜一1，αキ整数）の場合

一

㌶舳・）ゴ告、一1（一α）がである．

（証明）

去∫舳）ゼ告1一以等1）ゼ告1

　　　　　　　　　　一去∫「等吉1）ゼ箸、が

≡ζ（一α）尻o

ここで1（一1）寺（1・1）∫ξ；三・1なるこ1（［・1，…）を用いた1

以上（i）（ii）（iii）の結果から，ヱ（五）（∫）の穂分は，

　　　　　　却舳（・）ゼ奈ユーきα・1（一1・）㍑・竿　（・・）

と評価される．

（VIII）最後に，（35）の右辺の積分都分でヱ（ト五）（∫）に関する部分の評価

を行う．
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（136） 一橋論叢　第100巻　第3号

まず，定理の条件（i），および，補題3から級数：

茗11・（1…）ゴ叶1・射（÷・・）｛ （37）

が，領域｛∫∈0一（一。。，Oコl　l∫1＞刷で絶対広義一様収東し，この領域内で，

その収束値が哩（∫一五）（∫）に等しいことに注意する・そして，2π伽＞月（つま

り，2π畑＞厄）となるように11をとり，積分路「’を変形して，積分路が領

域｛∫∈0一（一〇〇，0コll∫1〉刺内を走るようにする（このようにして得られた

積分路をr”とする一図6参照）．この時，と（∫一五）（∫）の積分に関して，次

の一連の評価が成立する．

五色∫

図・積分路〃（斜線部は級数b・）の収束領域，・は（・一伽一・）一’の極）．．

　　却尤（∫一五）・）去1一去ル（卜五）G）去1

一去ム酎（ll・・）｛・青・（÷・・）汁壮1

青・（砦㍗三杵か「（三；㌧；斗

青1「（1まユ）ム讐1・・

　　　　　　　　。シ「（ζ㌦島げ

458



　　　　　　　　　　　逐次解析に現われる数列和の展開　　　　　　　　　（137）

（ここで，「”は変数変換ξ＝庖3によって「’’から得られる積分路）

　　　　　　　　　、青11（一紬毎1（一÷）1干　（・・）

ここで・1・）一去戸（・一小皇、鮎正の整数）（［・1・…）を用1・

た．

（IX）　（30），（35），（36），（38）をまとめて，走理の数列和に関する展開式（5）

を得る．一以上で主定理は証明された．．　　　　’　　　　、　　　　■

3主定理の数列和（1），（2）への適用

　主定理が適用可能なように数列和（1），（2）を次のように書きかえる．一

　　　　　　　　　　。。　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　81＝ω2Σプ1（ω2此），ここでカ（”）＝一¢（一η⊃，

　　　　　　　　　　ト］　　　　　　　　　　　　　　f

　　　　　　　8。＝Σプ。（沽），ここで∫2（”）＝¢（一何，

　　　　　　　　庇＝1

　　　　　　　　　　。。　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　8・＝唱ノ・（ω2ゐ）・ここでノ・（疵）一Fφ（凧

　　　　　　　　　ユ冊　　　　　　　8F一Σ∫。（ω2此），ここで五（”）＝4丁φ（伽．　　　　（39）
　　　　　　　　　ω忙1

ハイ4が主定理の条件を満足すること宇示す・まず・（i）について1は，明らか

に，ヵプ。㍗いず枠の関数もこの条件を満足する．また，五～ノ4のいずれの関

数についても月＝1／2となる．次に，（1l）（iii）について考える．容易にわかる

ように，（i）g条件を満足する∫（2）が条件

　（ii’）正の実軸を含む開き角θ（0〈θ＜πノ2）以上め角領域内で2を無限大に

するとき，

　　　　　　　　　　／（2）＝θ（e■∠’，呂■）（■’はある正数）．

を満足すれぱ，（ii）（iii）は自動的に満たされる．そこで，こ・の条件（ii’）を調

ぺる．プ壇，プ。については，（i1’）が満足されることは自明である．次に，ヵ，∫2に

ついて考える．¢（一旧が問是薗である．まず，‘〉0に対して，

　　　　　　　　　　　・（一π）一∬缶㌔
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（138）　　　　　　　　　　一橋諭護　第100巻　第3号

　　　　　　　　　　　　　　　一ブ去芋　　　（・・）

この表式を用いると、‘＝刀ε切（刀＞o，1θ1≦θ＜π／2）に対して

　　　　　　　　　　・（一の一∫缶〆2浄　　（・・）

となることがわかる（被横分関数の無限遠点近傍の振舞い一減衰牲一に注意）．

このψ（一｛Dの表現から，刀≧1の時，¢（一＾Dは次のように評価される．

1・（一何1・τ缶如缶

　　　　　・τ去和等

　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　」丑伽o
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　茗　　　　　　　　　　　　　　　＝栃…θ8　’

従って，五，あともに条件（五■）を満足する．以上で，五～五が主定理の（i）

（ii）（iii）の条件を満たすことがわかった．ここで，主定理で述ぺた注意に注意

すれぱ，鍋谷の与えた数列和（1），（2）の漸近展開式が真の展開式であること

がわかる．

　次に念のために展開式を与えておく．

0くωく2仔（これは，ω2く2π〃（＝4π）から導ぴかれる）なるωに対して，

　　　　　　　　　　　　1一、（．1ゾ1（一叫）舳

　　　　　8・＝■1ogω■万1og2一忍栃。切1て可・

　　　　　　　、、、、（．、）イー1一÷）舳

　　　　　8・＝。ω・。昌仮。伽（。危十。）ω

　　　　　・÷恭（蒜（一・÷）＾

　　　　　軌一去・誌（蒜（一1一÷）”

謝辞

　81－84の漸近展開が真の展開であるに違いないことを示唆され，私をこの方
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　　　　　　　　　　　逐次解析に現われる数列和の展開　　　　　　　　　（139）

面の研究にお導ぴき下さった鍋谷教授に感謝いたします．r

　　　　　　　　　　　　　　　　　参考文献

　［1］RH・midlApPli・d・・dc㎝p…ti・皿・1c・mpl・・A・・ly・i・，V・1．2．J・h・

　　Wiley＆Sons，New　York，197ア、

　［2］　小松勇作：特殊関数，朝倉書店，東京，1967．

　［3］　S－Nabeya＝“Asymptotic　Expansio口s　for　the　Sum　of　the　SeriesU　sed　in

　　Sequential　Analysis”，J・statist・Comp皿t．Simul．VoL16（1983），PP．223－240．

　［4］高橋一：“非線型更新理論と逐次分析の問題”，数学Vo1．37（1985），pp．113

　　－127．

付録1会加1色芸、一・

（証明）積分路戸を図3に描いたような積分路η十4＋＾に変形してよいことは

　明らかである．そ二。で，＾十4＋＾上の積分を評価する（殊に，ε→十〇の時の評

　価を行う）．

（i）r1＋乃上の積分

　＾十＾上の積分は以下のように評価される．

　　　　　　　払、1・・1ダ誓、一去ム1・・1グ隻、

　　　　　　　　　　　　　　　　・去ム1・・1ガ誓、

　　　　　　　　　　　　　　　　一去∫（…一帆）差

　　　　　　　　　　　　　　　　・去∫阯（・・榊）芸

　　　　　　　　　　　　　　　　イ色告

　　　　　　　　　　　　　　　　一一τ砒（砦1）（皿一・）

　　　　　　　　　　　　　　　　≡log（1－B．1）

　　　　　　　　　　　　　　　　昌1ogε→一θ（1）　　（ε→→一0）

（ii）乃上の穂分

　4上の積分は以下のように評価される．

　　　　　　　去五1・・1ゼ筈、一去∫：1・・（εεω）缶1
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（140） 一橋論叢 第100巻第3号

一去∫1缶1…ε

・去∫：l1缶1

叫一・・よユ）1。・ε

斗去∫：1l・（一・）・1

・去∫外笑、・・／1l

昌一109ε十〇十0（ε）（ε⇒十0）

（i）（ii）の緒果から

払ル、・・㌔等1一（・）・一…

、εの任意性より，

　　　　　　　　　　　　払。、1・・1、芝、一・

付録・去ム（一・）舳箏雀1－1（糾1）

（証明）穣分路r’を図に描いたような積分路η十乃十几に変形してよいことは明

ちかであるから，η十1ら十乃上で積分を評価する（ε→十0の時の評個を行う）．

　几上の積分は容易に分るようにε→十〇のときOに収束する．従って，＾十乃上

の積分を評個すれぱよい．その評価は以下のように簡単に行え、求める緒果を得る・

劫冊（一1）舳纂・・㌔隻、

一去r（一・）舳（寺㎜（・・甘）芸

・去ゴ（一・）…（鶉ゾ（1・・榊）芸

一瓜占
＝ζ（肌十1） （［2］，p．50参照）

（一橋大学助教授）
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