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　　　　　　　　　　　　　　　1　はじめに

　時系列解析は定常確率過程のフレームワークのもとで議論されるのが通常で

あり，そのための統計的方法については数多くの研究がなされている．非定常

性を示すようなデータに対しても，例えぱBOx－Jenkms（1976）のように，階

差をとるなり・変数変換をするなりして，そのあとの系列を定常過程からの実

現値とみなして分析を進めて行く．データを生成する過程がそのような操作に

適合するものならぱ・もちろん正当化され得るわけであるが，そうでない場合

や，データがもっている本質が非定常性にあるような場合には，生のデータそ

のものを分析対象として扱う必要が出てくる・Brow皿運動は．非定常過程を

描写する一つの理論モデルであり，離散的なランダム・ウォーク過程のある意

味での極限である．

　周知のように，BrOwn運動は液体中の微粒子の運動を記述する数学モデル

として定式化されたものである．現在では，Brown運動に関する理論は確率

論の分野で最も盛んに研究されているものであり，BrOwn運動の物理的イメ

ージのように・一方では多くの分野に浸透，拡散し，他方では理論自体が深化

している・統計的方法になじまない数多くの数学モデノレの中で，定常過程と同

様に，Brow皿運動は例外的な位置を占めている．とはいえ，非定常時系列解

析への適用については研究が端緒についたぱかりで，統一的なアプローチが確

立しているわけではない．

　本稿の目的は，現時点の非定常時系列解析の研究状況をふまえ，今後の研究
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（ア4）　　　　　　　　　　一橋論叢　第100巻　第3号

に重要と思われる諸結果を紹介することにある・第2章では，確率過程，ある

いは確率変数の分布のBrown運動とその汎関数への弱収東に関する5つの極

限定理を述ぺる．統計学における興味は，単に弱収東の問題だけでなく，具体

的に分布関数を求めることにあるが，そのための議論を第3章で行う。そして。

分布の特性関数導出に関する基本的な定理と方法を示す．第4章では非定常時

系列モデルに関連して実際に現れる諸統計量について，それらの極眼的性質を

考察する．例としてあげられているものは，Hida（1980）で述べられている

L6vyの確率面積，Granger－NewbOld（1a74），Phi1lips（1986）で議論された

spurious　regressiOn，Engle－Granger（1987）におけるcOintegratiOnの問題で

ある．なお，定理の証明などの詳細については本稿では省略した．

2弱収東に関する5つの極限定理

　｛ω（工）｝を［O，1］上で定義され五〇に値をとる標準Brown運動とする・す

なわち，任意の自然数椛，任意の定数0昌‘o〈‘1〈……＜ら≦；1，任意のがの

ペクトノレ”1，……，伽に対して，ω（‘1），……，ω（‘π）の同時分布の密度関数ん

（勿，……，伽）が

　　　　　　　　　　　　　　　　　　○伽…，伽）一（去一［真（1｛）丁㌔・・［一景（”「”畿■切μ）1

と表されるものである．但し，”o＝0である．従って，亙（ω（ま））＝O，Cov（ω（∫），

ω（‘））＝刀（ω（∫）ω（ま）’）＝min（∫，圭）10である。ここで，10はq次元の単位行列

を表す．

　以下4つの節に分けて，ω（‘）自身，およぴその汎関数への弱収束に関する

極眼定理について述べる。

　2．1部分和確率過程の弱収束

　確率空間（9，岩，戸）上のq次元定常過程｛刎ハを

　（1）　　　　　物＝Σ如5－1，Σl1刈1〈。。，∠≡Σ4
　　　　　　　　　　　』O　　　　　　一＝0　　　　　　　　　　　ユ＝0

によって定義する．ここで，l1石11はB’月の最大固有値の平方根を表す．｛ε’｝
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は平均O，共分散行列んの独立同一分布に従う確率変数列である．このとき，

｛他ゴ｝は狭義の意味での定常過程となり，エルゴード的である（Haman（1970），

p・204）．｛刎1｝のパラメタリゼーションは通常と異なるが，λ。を単位行列と

しないことによりパランスされる。ヲグん（＞o）の自己共分散行列は，

　（2）　　　　　几＝刀（刎μ・’十砧）

　　　　　　　　　　　　　　　＝Σλ！λ’一。。

　　　　　　　　　　　　　　　　』o

であり，ん＜Oのときには几＝「一地’となる．さらに｛砒’｝は絶対連続なスペ

クトラム

（・）　　　　1（ω）一⊥呈r克召一伽固
　　　　　　　　　　　　　　　2π加＿。。

　　　　　　　　　　　　　　　　1軸　　　　的　　　　　　　　　　　　　　　＝豪暮”二纈。ルー伽血

をもつ．特に

（・）　　　／（・）一⊥三r、一⊥λλ・
　　　　　　　　　　　　　　2π克，＿岨　　　　2π

であり，∠が正則ならぱスペクトラムは原点において正値定符号となる．

　このような定常過程｛刎3｝に対して，部分和

　　　　　　　　　　　　　　　丁
　　　　　　　　　　　　　8・＝Σ吻　　　　　　　　　　（8。＝O）
　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

を定義し，さらに各丁（τ＝ユ，2，……）に対して［O，ユ］上のq次元部分和確

率過程

（・）　舳）一紬十叶午）吻

　　　　　　　　　　　　　一÷・岬1・丁宇］舳ト・壬）

を考える・ここで，［ω］はαを越えない最大整数である．0［O，1コを，［0，1コ

上で定義された実数値連続関数全体の空間とすれぱ，x”（‘，ω）は（ρ，2，戸）で

定義され，直積空間

　　　　　　0他ユト0［O，1］・…・…0［0，1］　（q個の直積）
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（76）　　　　　　　　　　一橋論叢　第100巻　第3号

に値をとる確率関数である．もちろん，上述のBrOwn運動ω（‘）も同様であ

る．0口［O，ユコ上に一様距離

　　屯（”，μ）＝max｛max1吻（‘）一物（ξ）1：吻（む），吻（‘）∈0［0，1コ，4≡1・……・q｝

　　　　　　　｛　　　　’
を導入してぴ［O，1］は完備可分な距離空間となる（Billingsley（1968））．そ

して，一様距離に関して0o［0，1コのBOre1集合である亙に対して・（5）の

xT（‘，ω）のHにおける分布を

　　　　　　　　　　　pτ（H）＝戸（ω1ル（右，ω）∈H）

で定義する、このとき次の定理が成立する．

　定理1．Xπ（‡，ω）の分布1〕πは，T→ooのとき〃（‘）の分布孔に弱収

東する、すなわち，1〕τ⇒P五となる．

　上記の弱収束を尤（xr（亡，ω））→乏（ル（亡））とも表すことにする．この定理は

Donskerの不変性原理の一般化でムる．｛刎ゴ｝に対して別の仮定をおいた場

合については，マルチンゲールからのアプローチとしてHall－Heyde（1980）・

Chan－Wei（ユ988），mixing条件のもとでの不変性原理としてPhi1lips（1987）

がある．

　2．2　It6integra1へあ弱収東

　前節では部分和のBrown運動への弱収東を考えたが，本節以降ではBrown

運動の2次汎関数への弱収東を議論する・まず，（1）で定義された｛刎1｝に対

してg×q行列の確率変数

　　　　　　　　　　　　　　1τ　（6）　　　　　　　9τω＝一Σ（ε1＋……十ε3一・）ε！
　　　　　　　　　　　　　　τ1。壬

　　　　　　　　　　　　　　1「
　　　　　　　　　　　　　＝一Σ似ゴー1εゴ’
　　　　　　　　　　　　　　Tゴ・・

を考える．但し，ωはq次元ランダム・ウォーク過程

　　　　　　　　　　　　　　砂〔。．1＋ε。　　　　　　（炉O）

である．このとき，1伽ωの分布の弱収束に関して次の定理が成立する．

　定理2．（6）で定義された伽ωは，τ→o。のとき，

ヱ（州一ヱ（ル（1）・ω（1）う
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となる．ここで，積分はIt6integra1である．

伽ωの第ゴ対角要素伽ω（ゴ，ゴ）については，

系・　鮒〕（〃））一イル（1）伽（1））

　　　　　　　　　　　　　　　一叱（パー・））

（η）

が成立し，g個の確率変数は互いに独立である．但し，x肌2は自由度刎の兀里

分布に従う確率変数である。系1で得られた結果からわかるように，対角要素

に関してはIt6mtegra1を導入する必要はない．しかし，非対角要素の分布

の弱収東を記述するためにはその導入は不可避である．

　次に，εゴを仰に代えた変量

　　　　　　　　　　　　　　1「　（ク）　　　　　　9・ω＝一Σ（伽、十……十物．、）刎！
　　　　　　　　　　　　　丁仁里

　　　　　　　　　　　　　　1T
　　　　　　　　　　　　＝一Σ砂3一、砒ゴ’
　　　　　　　　　　　　　Tゴ。。

を考える．但し，｛〃は一般化されたランダム・ウオーク過程である．この

とき，定理2の拡張として次の定理を得る．

定理3．（7）で定義された伽ωは，γ→。。のとき，

淋⑭〕）一乏（小（・）ω（1）→・却

となる．但し，r1＝亙（吻吻。！）．

2．3対称積和行列の弱収束

（7）で定義された確率変数は

と表現される．

　　　　　　　　　　1　　　　　　　伽ω＝一ぴ月σ
　　　　　　　　　　丁

但し，σ＝（吻，…　，吻）’1τ×gであり T×丁行列Bは

一／o1三111〕…

である．3は明らかに対称でない． それに対して，本節で議論する変量はB
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（78）　　　　　　　　一橋諭叢第100巻第3号

が対称の場合であり，助を対称行列として

　　　　　　　　　　　　　　　　　1　（8）　　　　　　五。ω＝一ぴ助σ
　　　　　　　　　　　　　　　　　T

　　　　　　　　　　　　　　　　　1　π
　　　　　　　　　　　　　　　　＝一Σ助（ゴ，此）刎1吻’
　　　　　　　　　　　　　　　　　η，比’1

と表されるものである．助（ゴ，ゐ）は助の（プ，冶）要素であり，

（・）　㍑・1舳一・（去去）1一・

をみたす［O，1コ×［0，1］上の達続，対称関数X（∫，‘）の存在を仮定する．さら

’に，［O，1］上の連続関数∫（工）に対して，積分方程式

（・・）　　／（1）一小舳）ゐ

の固有値λは，有限個のものを除いては同符号とする．このとき，積分核x

〈∫，¢）を，ほぼ定符号であると言うことにする．

　定理4．（8）で定義された確率変数伽ωは，上述の条件のもとで，T→・o

・のとき，

肌ω）一唯去加刈

　　　　一乏（∫∫蜘）榊）鮒・）

ムなる．但し，λ冗は積分方程式（10）における固有値であり，重複度もこめ

て定義される．又，｛2兄｝はWD（O，1o）に従うq次元確率変数である．

　2．4　2次形式の弱収束

　（8）で定義された確率変数月、（ωはq×qの行列であるが，本節では口＝1’

の場合を特殊ケースとして合むスカヲー量

　　　　　　　　　　　　　　　1　”
　（11）　　　　　　・πω＝一Σ助（ゴ，ゐ）刎！肋店
　　　　　　　　　　　　　　丁5，庄＝1

　　　　　　　　　　　　　　ユ
　　　　　　　　　　　　　＝一刎’（Bπ⑭且）砒
　　　　　　　　　　　　　　τ

を考える・ここで，HはgXgの0でない対称行列，⑳はKron㏄ker積，
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刎≡（吻’，……，吻’）’：ψXユである．

定眺（・・）で定義された・πωは，定理・と同じ尖件のもとで，。一∞

のとき，

附〕）一吃去畑・冊）

　　　　一乏（∫1∫1・（州∫）蜘1一（1））

となる．

　　　　　　　　　　　　3極限分布の特性関数

　前章では弱収東に関する極限定理を与えたが，極限確率変数の分布関数がど

のようなものになるかはこれらの定理からすぐには出てこない．前章で現れた

確率変数は次の通りである．

（12）

（13）

（14）

（ユ5）

（16）

〃（孟）

　　　　∫’一（1）・一（1）・

小（1）舳・却

〃1・（仙（∫）舳）・五

〃’・（州∫）伽一（1）

（定理1）

（定理2）

（定理3）

（定理4）

（定理5）

　（12）の確率変数の分布以外は自明でない。又，（ユ3），（ユ4），（ユ5）は行列値

確率変数であるので・このままの形で分布を議論することは，可能であるけれ

どもあまり見通しがよくない・そこで，まず（ユ6）のスカラー確率変数の分布

を考えて，その結果を使って（13），（14），（15）の特殊な場合の分布を導くこ

とにする．

定理6・（16）で与えられた確率変数の分布の特性関数φ（θ）は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　1（1）一軸（・一㌣）一互



（80）　　　　　　　　一橋論叢第100巻第3号

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　切　　　　　　　　　　　　一　　　　　　　　　　　　　　＝π［刀（21ξゴθ）コ可

　　　　　　　　　　　　　　1＝1
で与えられる．但し，1〕（λ）は積分核K（∫，亡）に対応するFredhOlm行列式で

あり，ξゴは行列Hの固有値である．

　この定理は，Anderson－Dar1ing（1952），Varberg（1966）・Nabeya－Tamk乱

（1988）で議論された場合の一般化である．なお，Fredholm行列式を含めた

理論については，Coulant－Hi1bert（1953），Hochstadt（19ア3）が詳しい・

　定理6を使えぱ（ユ5）の各要素の分布の特性関数も容易に求めることができ

る．（13），（14）の各要素の特性関数については

（・・）　　　　　ル（・）舳）

の特性関数について考えれぱよい．但し，ω1（亡），ω2（f）はω（工）のそれぞれ第

1，第2成分である．これに対応して，（6）における吻の第1成分を也〃；3

の第2成分をε2’とすれぱ定理2より

イ量へ刈→・（ハ（1）伽（1））

が成立する．ここで，

（・・）　貞舳一÷（：1ン（川：：）一｛

但し，ε止≡（ε舳，ε腕，…　，ε〃）’，

斗二二・1〕：…

であり，（18）の右辺第2項については

　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　plim一ε1’ε2＝0
　　　　　　　　　　　　　　π→。。τ

となつている．不変性原理より，ε、，ε2に最初から正規性を仮定する・と，（18）

の右辺第1項をTでわったものの特性関数として

1π（1）一・［…／芸（：：γ（㍑）（：1）／l
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BmW口運動と非定常時系列解析 （81）

十一（・1l）蒜「

を得る．ここで，定理6’とFredhO1m行列式に関する理論を使えぱ次の定理

が得られる．

　定理7．（17）で与えられた確率変数の分布の特性関数φ（θ）は，

　　　　　　　　　　　φ（θ）≡（・…θ）■告

となる．

　（17）の形より直観的には明らかであるが，特性関数が実数であることより，

分布は原点に関して対称である．さらに，特性関数の形より，

（19）
乏（∫吻（1）伽（1））一尤（誌≡叢）

が成立する、但し，｛則，｛瑚は互いに独立でW工刀［0，1コに従う確率変数列

である．連続，対称，ほぼ定符号の積分核で表現される確率変数は，無限の加

重和表現を用いたときの係数の和が絶対収束するのに対して，It6mtegra1の

ような場合には，（19）の右辺からわかるようにその収東は一般に保証されな

い．（19）の分布の2ρ次のキュムラント伽は，

　　　　　　　　　・・1（1）一一音・（・十（肋竺）→

より，

　　　　　　　　　　　　22，一I（2ρ）！蜆　　1
　　　　　　　　　　伽＝ρ呂（。肌一1）・1、・・

となる．奇数次のキュムラントは0である．分布の分位点と密度関数は次章の

第1節に示されている．

4時系列統計量の極限分布

本章では非定常時系列に関連して現れる諸統計量の極限分布を導出する・

4．1確率面積

Hld副（1980），pp－168－170では，L6vyが議論した確率面積
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（82）　　　　　　　　　　一橘論叢　第100巻　第3号

（・・）　・一÷∫［吻（1）舳）一吻（1）舳）1

の特性関数が与えられている。ここでは我々のアプ・ローチで求め，

ωエ（‘）とω2（‘）が独立でない場合についても議論する．

　第3章の結果より，まず

さらに

　　　　　　　　　　岩（堰蜘一差蜘1）一㈹

が成立する．ここで，左辺の確率変数は

　　　　　　　　　　　　古（：：）’（二．㍍）（：1）

となる。その特性関数φ”（θ）は，正規性のもとで

　　　　　　　　　伽（1）一1卜（芸）2（・一σ）（σ一の1→

・と表され・（0－0’）（0’一0）／τの（プ，κ）要素助（3，此）は，（9）をみたす関数

　　　　　　　　　　　　　X（∫，舌）＝1－2トfl

に一様収東することがわかる・そして，これに対応するFredholm行列式

刀（λ）は

　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　刀（2）＝一（ユ十cos2η⊃
　　　　　　　　　　　　　　　　2

となる。従って，定理6を使って

　定理8．（20）で与えられた確率面横の分布の特性関数φ（θ）は，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　1（1）一［刀（（釧r

　　　　　　　　　　　　　　　一←・・吾ジ

となる．

　8の分布は原点に関して対称であり，

（・・）　炸帖沽冨三叢一”）

となる．但し，（γ冊，肌，X冊，玲）㌧W1）（O，14）である．さらに，
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㈹一叱∫［吻（1）伽（1）・物（1）伽（1）1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1とも表される・定理7との関連で言えば，8の分布は（17）の確率変数の一と，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
これとは独立に同じ分布に従う確率変数とのたたみ込みとなる、このことは，

（19），（21）のそれぞれの右辺を比較しても明らかである．8の分布の2ρ次の

キュムラント伽ρは

　　　　　　　　　　　　　　（2ρ）！軸　　1
　　　　　　　　　　　　伽＝ρ君（。肌一。）・・、・・

となり，奇数次のキュムラントはOとな．る．

　表1には（17）と（20）の分布の分位点が示されている。これらは，特性関．

数の反転を数値穰分を使って求められた、対称な分布なので片側だけの分位点

を示しておいた．

　　　　　　　表1（17）と（20）の確率変数の分布の分位席ホ〕

確率　　　0．5 0．6　　　　　　0．ア　　　　　　0．8　　　　　　0．9　　　　　　0，95　　　　0．9ア5　　　　　0．99

（17）　　O

（20）　　O

0．12235　　0．26178　　0．44837　　0．77422　　　1．12111　　1．48699　　　1．99125

0．10169　　　0．21463　’0．35ア84　　　0．58656　　　0．80917　　　1．03030　　　1．32210

　　‡）（・・〕一∫1ω舳舳

　　　（・・）一去∫1［吻（1）榊）一吻（・）伽（の1

　図1には，これら2つの確率変数の密度関数が描かれている．参考のため標

準正規分布の密度関数も図示しておいた．キュムラントの結果より，分散κ2
　　　　　　　1　　　　　　　　1
は（17）では一，（20）では一，又，4次のモーメントκ4＋3κ22は，（17）で
　　　　　　　2　　　　　　　　4

は7／4，（20）では5／16となっている．

　次に，（20）の8を拡張した

（・・）　σ一÷∫［舳）榊）一砺（1）舳）1

を考える．但し，狐（ま），勿2（亡）は相関のあるBrOwn運動で

榊）一（1ζlll；）柵（（：），（ll：ll：）批）

に従っているものとする． 8’の分布を考えるために，2次元のランダム・ウォ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　405



（84）

一ク過程

を定義する．

　　　　一橘論叢　第100巻　第3号

図1　（17），（20）およぴ”（0，1）の密度関数

L00　　　　　　　（
　　　　　　　　　1、
　　　　　　　　　・、．
O．・・　　　　’・’、1
　　　　　　　　　lハ1

。．、。　　夕、二二鵠
　　　　　　　　”　　｛　iN（O・1〕
　　　　　　　　1
o－40　　　　　　　1

。、。。　　！　　＼
　　　　　　。〃　　　　　、、
　　‘4ク　　　　　’ミ、、．一
〇．OO

　　　一2．00　　　　－1，00　　　　　　0．O0　　　　　　　1，00　　　　　　2．OO

　　　　　　仰≡仰一1＋～　（吻＝O）

但し，吻＝θεゾWD（O，θθ’）とし，行列θは

　　　　　　　　　　　　｛点）

とする．このとき，定理3を使って

　　　　　　　　ヱ（詰刈一乏（小（f）1w）・鮒

　　　　　　　　　　　　　　一・（∫勿（f）鮒）・（1：：ll：）

を得る．これより，

　　　　　　　　　尤（掘榊一貞榊1）一舳

が成立するから，前と同様にして左辺の分布の特性関数を計算するととにより

次の定理を得る．

　定理9．（22）で与えられた一般化確率面積の分布の特性関数は

　　　　　　　　　　1（1）一（・…吾扁）一

となる．
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　　　　　　　　　　　Bmwn運動と非定常時系列解析　　　　　　　　　（85）

　4．2　　SpuriOus　regression

　G「ange「一Newbo］d（1974），およぴPhimPs（1986）で議論されている時系

列回帰の間趨を取り上げる．今，q1次元，φ次元の一般化されたランダム・

ウォーク過程｛吻3｝，｛物｝が

（lll）一（ll：ll：）・（lll）

（砂m≡0，胸冨0）

により生成されているとする．ここで，的＝（μ11，吻’）’，吻＝（吻’’，物’）’とお

き，1刎1｝は（1）の条件に加えて，λを正則行列とする．このとき，推定回帰

式

　　　　　　　　　　　　　　晩’＝岩蜘1＋伽4

を定義する．ここで，

吋舳准舳1ジ

であり，勾は回帰の残差ベクトルである．

　上述の回帰に関連して・Granger－Newbold（1974）は，｛㈹｝と｛吻1が独

立の場合に，シミュレーションにより次のような事実を見い出した．まず，力

は定常過程の揚合と異なり0には収東せず，退化しない分布をもつ．そして，

通常の工統計量は発散する・従って，係数3は有意となる．さらに，Durbin－

Watson統計量は0に収東する・それに対して，決定係数は退化しない分布を

毛つ。彼らが名付けたSpuriOuS　regreSSiOnとは，このような事実に由来する．

Phillips（1986）は，以上の事実を弱収東に関する極限理論によって説明して

いる．そして，上述の現象は2つの系列の独立性とは無関係に起こることを証

明した．

　以下で停gFg2＝1の場合について，岩＝βの極限分布を導出する1簡単な

計算により，βは

　　　　　　　　　　　　　　　『
　　　　　　　　　　　　　　Σ助（ゴ，此）刎1凪吻

（・・）　　　　β呂等1
　　　　　　　　　　　　　　Σ助（3，此）α1H脇
　　　　　　　　　　　　　　’，凸司
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（86）　　　　　　　　　　一橘論叢　第100巻　詰3号

と表現されることがわかる．但し，

舳）一去・i・（叶…一1・・）・凪一÷（：1），砺一（1：）

である。これより，定理5を使ってβの弱収東に関する次の定理を得る。

　定理10．（23）で定義されたβは，｛ωが（1）の条件をみたし，さらに

λが正則ならぱ，τ→ooのとき

となる．

　この定理より，

（25）
肥・紬一べ筈・・）一・（・γ一σ・・）

という関係が得られる．但し，σ，γは（24）の右辺の確率変数のそれぞれ分

子と分母である．そして次の定理を得る．

　定理11．定理10の条件のもとで，（25）において定義された確率変数zγ

一σの分布の特性関数φ。（θ）は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＿1
　　　　　　　　φo（θ）＝［COS棚　　COS棚コ　亙

となる．但し，ξ1（”）とξ2（”）は∠’（”H2一凪）λの固有値で，

　　　　　　　　　　　1　　　　ξ。（・），ξ。（・）＝一［∠・’（砥一λ1）±（五1’（ψ一λ。））2＋1∠12コ

　　　　　　　　　　　2

で与えられる．ここで，λ1’，λ2’はそれぞれλの第1行，第2行の行べ1クト

ルである．

　特性関数φ躬（θ）を基にして，βの極限分布の分布関数，密度関数，モーメ

ントなどを求めることができる．

　定理12、βの極限分布は平均に関して対称であり，平均μ，分散σ2，平均

回りの3次のモーメントμ3，4次のモーメントμ4は次のようになる．
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　　　Brown運動と非定常時系列解析

　∠1’ム　。　　μ12　　　　　　。
μ＝π・σ＝此・（∠、仏）・・μ1≡O・μ・＝花・σ

（87）

但し，

あ一小（・・…）㌔÷α・・…

峠［一÷ル伸・・1）㌔十甘伽・l1）㌔・音1

　　　　＝4．95393

　この定理より，分布のとがりμ／σ4－3は，1．95393となることがわかる．

βを標準化することにより，さらに次のことがわかる．

　定理13・βを標準化した量（β一μ）／σの極限分布は原点に関して対称であ

り，∠の値に依存しない．実際，極限分布関数は

（・・）　組・（宇・・）一÷・÷〃脇1）（1））・1

と表現される．但し，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　φ。‘0〕（θ）＝［…雨…棚r百，

　　　　　　　リ1（”），リ2（”）＝仮”±仏”2＋1

表2には（β一μ）／σの極限分布の分位点（片側のみ）を示してある・β自体

の極隈分布の分位点は，表中の値をσ倍してμを加えれぱよい．

　　　　　　　　　　表2　（β一μ）ノσの極限分布の分位点

確　率　　0．5

分位点　　0

　0．6　　　　　　0．7　　　　　　0，8　　　　　　0．9　　　　　0，95　　　　0，9ア5　　　　　0，99

0．20553　　0．43324　　　0．ア2052　　　1．17607　　　1，617ユ2　　　2，054ア0　　2．63320

　図2には，（β一μ）／σの極限分布の密度関数が，W（O，1）の密度関数ととも

に描かれてある．前者の分布のとがりは，上述のようにほぽ2である．

　2つの確率過程が独立，あるいは無相関の場合には∠の非対角要素はOと

なる．しかし，その場合でもβは退化しない極隈分布をもつことは上の諸結

果より明らかである・β以外の統計量についても，連続写像の定理を使って

Phmips（1986）が行ったように弱収束に関する定理を導くことは可能である
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図2　（26）およぴ”（O，1）の密度関数

0．60

O、‘O

0．20

o．oo

’

　　・一・一㈱

、　．N（0，1）

　　、

一3．00　－2．OO　　一ユ、OO 0，00　　　1．O0　　　2．O0　　　3．00

が，特性関数導出は不可能なので，ここではこれ以上ふれないことにする．

　本節では行列λを正則と仮定して議論を進めてきたが，そうでない場合は

次節で考察するCOintegratiOnという興味ある現象が起こることになる．

　4．3　Cointegration

　前節では2つの一般化されたランダム・ウォーク過程｛舳｝：q1X1，｛吻〕：

g．X1を考え，後者を前者に回帰して岩：q・Xq1を得た．今，行列λを

　　　　　　　　　　　　　　4・’　↑

　　　　　　　　　　　∠一川㌧（∴）

　　　　　　　　　　　　　　ん。’　工勉

と分割すると，定理4と連統写嬢の定理により，定理10より一般的な次の定

理を得る．

　定理14．前節で定義された岩は，∠．の階数がq1ならぱ，T→ooのとき，

　　　　　　　　　　ヱ（β）→ヱ（λ、．’wノ、（∠．’w∠ウ）一1）

となる．’但し，

・イ∫舳）！州ω（肌

　次に，λが正則でなく，しかもム・の各列がλ．のq1個の列ベクトルの

1次結合で表される場合を考える．すなわち，0行列でない他×g1行列3に
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　　　　　　　　　　　Bmw皿運動と非定常時系列解析　　　　　　　　　（89）

より

　（27）　　　　　　　　∠榊’＝刀ム’

と表されるとする．んの階数をg1とすれぱ，Bは一意的でありλ、北’λ、

（λ‡’ん）一1となる．このときには，定理14より岩は明らかに3に確率収東

する、この状況は∠が正則の場合とは異なっている．

　このことは，次のようにも説明できる．ラグ・オペレータzを使ってモデ

ルは

（28）　　　　　（1－Z）炉λ（τ）ε5

と表現できる．∠（Z）の係数行列んに関して，（1）の他にさらに

　　　　　　　　　　　　　　　Σlllλ＝llく。。

　　　　　　　　　　　　　　　一＝1

を仮定すると，（28）は

　（29）　　　　　　　　（1－Z）幻＝∠ε3＋（λ（Z）一■）ε’

一（久）1・・（・一ム）・（工）1・

とも表現できる．但し，

・（・）一一薯（暑。小

である・（29）の両辺に（27）をみたす行列3を合む行列（一3，102）をかけ

ることにより，

（30）　　　　　胸＝助）十θ（Z）ε’

を得る．但し，

　　　　　　　　　　　　　θ（z）＝（一3，102）ア（z）

である．θ（z）ε’は定常過程である．すなわち，λが正則でない上述のような

場合には，（27）の行列石を使って，2つの非定常過程を線形変換して定常過

程にすることができる．Eng1e・Granger（1987）は，この場合に2つのランダ

ム・ウォークがCOintegrateしていると表現し，行列（一3，10王）をCOinteg－

rating行列と呼んだ．

　前節で議論したq1≡q2＝1の場合に戻って，βを取り上げよう．∠は，
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（90） 一橋論叢第100巻第3号

λ1キ0，∠2キ0が｛刎3｝の定常性から仮定されているが，正則ではないとする．

このξき，（27）で定義される週は，五が正則の場合のβの極隈分布の平均

μに一致することがわかる．∠が正則でなけれぱβはμに確率収束するが，

以下ではβを適当に標準化した場合の極限分布を導出する．（30）の表現は

qFq2＝1の場合には

　（31）　　　　　　　　　　　　　　　　　　晩3＝β眺1＋伽’

となる．但し，β＝μ＝∠μ2μ1’A，物＝θ’（Z）ε’で

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λ（z）一λ
　　　　　　　　　　　　θ’（z）＝（一β，ユ）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1一石

である．定理3と4を適用するために，｛物3｝と（31）の｛”2’｝から生成され

る非定常過程

（二1）一（簑二1）・（簑1）

を考える． 吻＝（ω，物）’，”o＝0，ω戸（物’，物）’とすると，定理3より

・（詰w）一ヱ（小（1）舳μ）・評w！）

を得る．但し，

・一（為））一（、［ぺ［恥1一、［細1ふlJ

である． 他方，定理4より

岩（去細）一咋〃［・一…⑭・）1舳舳勾

を得る．これより，連続写像の定理を使って次の定理が得られる．

定理15．λが正則でないならぱ，T→甲のとき，

と．なる．
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　　　　　　　　　　　Brown運動と非定常時系列解析　　　　　　　　　（91）

　この定理を使って，T（β一μ）の極隈分布の分布関数は次のように求めるこ

とができる・まず，H亙’＝■■’をみたす下三角行列∬を考える．すなわち，

止（無パ）舳廿）

一（ll）一（婁1）

とする．このとき，岩（■ω（‘））＝工（Hω（‘））であり，従って乏（τ¢一μ））→

ヱ（σ／γ）となる．但し，

σ一町∫ω（1）・ω（1）凪・着刀（舳1）・

岬〃［・一一・（舳（∫）舳凪

である。今，非定常過程勾≡2’一1＋εゴ（20≡O），εゾW刀（O，12）を定義すれぱ，

定理3と4より，任意の実数”に対して

唯哨・・狙一知をμ浪一着亙（w））

　　　　　→乏（”17一σ）

となる．2T×1ベクトルε＝（ε1’，ε2｛）’を

　　　　　　　　　ε＝（εH，ε1。，一・・，ε工。，ε皇1，ε。。，一・・，ε〃）’

とすれぱ亙の定義より

略概一12・（㌘。O）ら

喰ト・1・凪÷（簑㍑σ）1一㌢1・lr曲

となる．但し，ε＝（1，…・・，1）’：TXユである．従って

　　　　　　　　　　　　　limP（T（β一μ）〈・）

　　　　　　　　　　　　　T・・蜆
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（92）　　　　　　　　　　一橋論叢　第100巻　第3号

が成立する．但し，

　　　　　　　　　　　　　d＝Σ刃（刎1吻）。
　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝1

　最後の確率表現において，不等号の左辺にある確率変数の分布の特性関数は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　1〃十一・1l（知一争柵1串ヅ

であり，FredhO1m行列式の理論より次の定理が得られる．

　定理16．∠が正則でないならぱ，

（・・）　ぽ（τ（1－1）・・）÷÷∫去叫（1））・1

であり，φo（θ）は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　φ岳（θ）＝・干p（1θ（α1一・d））［刀躬（・1θ）1一百

でムえられる．但し，

ム（1）一・。・1／l（舳）・1・・副蒜爵，

　　　　　　　　　ω＝凧，　b≡λ1’θ（1）／α，

　　　　　　　　　0＝研，d＝Σ五（吻・物）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴ＝］

　この定理の中で，dの計算は次のように行えぱよい．定義より，

　　　　　　　　　刎。。＝λ工’（Z）ε、昌Σα一ε。、H＋Σ凸一ε。，1一一，

　　　　　　　　　　　　　　　　一＝0　　　　　　　一＝0

　　　　　　　　物＝θ’（z）ε戸Σ6冊ε・，ゴー㎜十Σd冊ε・，’一㎜，

　　　　　　　　　　　　　　　励＝O　　　　　　　　皿＝0

と表現すれぱ，

　　　　　　　　　　　仁ΣΣ（吻O州一。十bψ。！一。）

　　　　　　　　　　　　　戸1’＝0

となる．

　T（β一μ）を変換してその極限分布をα，b，6，dの値に依存しないようにする

ことは，特性関数の形より不可能である．α，b，o，dの値が与えられれぱ（32）
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c);~?~:i~~f~~~:~~ ~~~, ~a)~~~:'C~~'Ci~ C ;1C~e~~~i'~~~r ~. 

Ref erences 

Anderson T W and D A Darlrng (19e2) "Asymptotic theory of certain 

"goodness of fit" criteria based on stochastic processes," Annals of Mathema-

tical Statisiics, 23, 193-212. 

Billingsley, P. (1968). Convergence of Prob,~bhlity Measures. New York : John 

Wiley. 

Box, G. E. P. and G. M. Jenkins (1976). Time Series Analysis : Forecasting and 

Control, San Francisco : Holden-Day. 

Chan, N. H. and C. Z. Wei (1988). "Limiting distributions of least squares esti-

mates of unstable autoregressive processes," Annals of Statistics, 16, 367-401. 

Courant, R. and D. Hilbert (1953). Methods of Mathematical Physics, Vol. 1. 

New York : Interscience Publishers. 

Engle, R. F. and C. W. J. Granger (1987). "Co-integration and error correction : 

representation, estimation, and testing," Econometrica, 55, 251-276. 

Granger C W J and P Newbold (1974). "Spurious regressions in econometrics," 

Journal of Econometrics, 2, Ill-120. 

Hall, P. and C. C. Heyde (1980). Marlingale Limit Theory and Its Application. 

New York : Academic Press. 

Hannan, E. J. (1970). Multiple Time Series. New York : John Wiley. 

Hida, T. (1980). Brownian Motion, New York : Springer-Verlag. 

Hochstadt, H. (1973). Integral Equations. New York : John Wiley. 

Nabeya, S. and K. Tanaka (1988). "Asymptotic theory of a test for the con-

stancy of regression coefficients against the random walk alternative," Alenals 

of Statistics, 16, 218-235. 

Phillips. P. C. B. (1986). "Understanding spurious regressions in econometrics," 

Journal of Econometrics, 33, 311-340. 

Phillips, P. C. B. (1987). "Asymptotic expansions in nonstationary vector auto-

regressions," Econometric Theory, 3, 45-68. 

Varberg, D. E. (1966). "Convergence of quadratic forms in independent random 

variables," Annals of Maihematical Statistics, 37, 567-576. 

(-~~f;~~:~~~Ci~~) 

415 




