
共分散行列の検定について

早　　　川 毅

　　　1序

　”をρ次元正規確率ペクトルとし，平均ベクトルをμ・共分散行列をΣと

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃する．吻，・。，……。榊を・…。・・乱・・1・とし・・一君（い）（い）’・仁

圭”。岬とすれぱ，8は自由度冗＝jV－1のWishart分布恥（2。珊）を持つ，

○昌1

共分散行別Σに関する仮説として，

　　　　仮説　　　H：Σ≡Σo（与えられた行列）

　　　　対立仮説　K1Σ≒Σo

考考える・

　仮説Hに対する検定統計量として　（i）尤度比規準2，（ii）Wald型統計

量乃，（iii）Ra0型統計量丁2について考える．

　尤度比規準λは

1一（舌）1仰1舌…／一去・刈

で与えられる．

　Sugiura　and　Naga0（1968）は1λが不偏性を持っていない二とを示し，λを

改良した尤度比規準λ“として，

叫）lW1云叶去・・剛

を提案した．

　一210gλ．の特性関数が
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共分散行列の検定について （67）

（ガ叱（1一物）酬；
　　　　　・1（号）j・一・帆一・1チ・一・ll

と表現される．なを

ら（1）一1抽十’〕艸一守）

である．

　特性関数がGamma関数の積と比で表現されるので，Gamma関数の漸近

展開を用いて仮説∬：2≡2oのもとで1加の巾級数展開がなされる，特性関数

を反転することにより一21og〃の分布関数の漸近展開が得られる，Sugiura

（1969）．このとき係数はBemOu11i多項式によって表現されるが，Ab－amOwitz

a台d　Seg㎜（1968）に15次までの多項式が与えられている関係で，1ノ冗の14

次の項まで求められている，Lee，Knshnajah　and　Chang（ユ9ア6）．

　また・留数定理の使用により・λ｝の分布関数をある種の関数の積分値によ

る級数表現として求める方法もある，Nagarsenker　and　Pillai（1973）．この方

法は統計量の積率がGamma関数で表現される場合には分布関数の導出に有

効な手段と言えよる．

　さて。Wa工d統計量，Ra0統計量は次の様に定義される，Wald（1943），

Rao　（1948）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　母集団密度関数を∫（”1θ）とし，θ’＝（θ1’。θ2’）。θ1’≡（θ1，……，θ。），θ、’＝（θ。、、，

……，θ刀）を未知母数とする．このとき複合仮説，対立仮説を

　　　　　　　　　　亙：θ2＝θ20（与えられたペクトル）

　　　　　　　　　　X：θ2キθ20

とするとき，Wald統計量，Rao統計量は各々

　　　　　　　　　　　τド〃（θ・一θ。。）’x。。．1（θ里一θ。。）

　　　　　　　　　　　τ2＝σ’亙一1σ

として定義される．

　ここで，’θ2は対立仮説xのもとでのθ2の最尤推定量である．また，一
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（68） 一橘’論叢第94巻 第1号

・［ll・1［∂箒∫∂箒つ一［邸；：隻簑1；L

をFisherの情報行列とする．そして

　　　　　　　　　　　　X22．1…K2里一K21K11．1×12

　　　　　　　　　　　　　∂1Og∫
　　　　　　　　　　　　砂＝∂θ

であり，

　　　　　　　　　　X。。．。＝K。。．、（θ），亙＝五（θ・。θ・・）・

1一等！（∂。、、。）

である．ここで∂、は仮説Hのもとでのθ1最尤推定量である．

またW・1・統計量卿のものとして・次の様な統計量も定義される・1

Hayakawa　and　Puri（1985）。

　　　　　　　　　　　T。・＝W（6。一θ。。）亙。。．。（θrθ・・）

　さて，母集団分布をρ次元正規分布とし，仮説亙：Σ＝Σoに対するTl，T1’，

Tr統計量は各々

　　　　　　　　　　　　T、＝。坐tr（NS－1Σ。一1）2

　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　。、・＝・、＝坐・・（・Σ。一・！H）2

　　　　　　　　　　　　　　　　2

’となる．故に市ald統計量を改艮したT11はRa0統計量と一致することとな

る．また，。、，・里に於いてWを炉W一・で置’き換えたとき・特にτ・は

Nagao（19ア3）の定義した統計量となることは興味深い．今後の議論では

　　　　　　　　　　　　τ、一王・・（肌8一・Σ。r・）2，

　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　T、昌土・・（8Σ。一1伽一1）2

　　　　　　　　　　　　　　2

の分布について考察するが，Σo＝1としても一般性を失わない・1
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共分散行列の検定について （69）

2　漸近展開

　Tl，T2の正確な積率を求めることが出来ないあで，前述の様な形では分布関

数を求めることは出来ない．この為，乃，T2を適当に変換して漸近展開式を求

める．

　J乱ck（1964－65），Nagao（1973）によ’る変換

・加一…／刷

　　　　　　　　　　　1は，正値対称行列8を一ρ（ρ十1）次元の全空間に変換する、
　　　　　　　　　　　2
bian　‘ま　　　　　　　　　　　　　　　　　一　　　　　　‘

この変換のJaco・

†お一（・犯）へ・［冴午叫去1外（州

　　　　　一紬・・プ）2一舳・～・戸1・・（去）1

と漸近展開される．Naga0（1973）は1伽の項まで求めている．

　この変換によりγの確率密度関数∫（r）は次式で与えられる．

炸舳・f・［み・÷糾÷ノ弘・去ん十・（去）1．

　　　　　　舳一王圭、㈱、…／一去・・γ・／

　　　　　　　　　　22π4

　　　　　　λ、＝二⊥tr　y3

　　　　　　　　　6

　　　　　　　　　1　　　　　1　　　　　　■2＝一一trγ4＋一｛ρtrプー（trγ）2｝
　　　　　　　　　12　　　　12

　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　一一ρ（2〆十3ρ一1），
　　　　　　　　　　　　　24

　　　　　　　　　1
　　　　　　ム＝一一trr5
　　　　　　　　　60．

　　　　　　　　　1　　　　　1　　　　　　炸一面t「ア6一面1・（t・γ2）2一・・け・・γ3＋ρ・・列
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（70）　　　　　　　　　　一橘諭叢　第94巻　第1号

　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　一一ρ⑫一1）⑦十1）（ρ十2）
　　　　　　　　　　　　48

さて，W主1d統計量丁1のアによる漸近展開は

・・一・・γL丹γ・・み・吋ノξ・…

　　　　　　　　　・品・…伍・・（去）

となる．

　これよりτ1の特性関数g1（‘）は

　　　　　　　　　ψ・（1）＝班・・p1州］．

　　　　　　　　　　　　王号㈹、五…／一去（・一・め・・プ／

　　　　　　　　　　　　22π4

　　　　　　　　　　　…［み・÷針÷馬・知1〃・・（去）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7　　　　　　　　　　　・・一一桝・γ3＋ん・・プ・t・y4＋4・

　　　　　　　　　　　　　　κ　　　　　　　　31　　　　　　　　　　　炉一一t・r5＋∠。，9。＝一舳・γ6＋ん
　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　90

となるが，ψ1（‘）を1加2の項まで求めるには（tr「3）4，（trγ冨）2tr　r4。（tr　r4）2

等をウーイ1関数…／一÷（川）・1プ／紬㈹に関して積分せねぱな

らない．これらの積分についてはHayakawa　and　Kikuchi（1979）が

π（tr「）凹血，リ1＋2リ2＋3リ3＋・・…・≦8について求めている．リ1＋2リ里十3〃3＋一・・＝

10，12についてはAppendixに与える．なお9，11・次については積分値はO

である．

　反転公式を用いてT1の分布関数の漸近展開は次の様になる．

舳・柚・招伽・詰伽十・（去）

ここで，

　　　1αm＝一一ρ（2〆十3ρ一1）

　　　24
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　　　　　　　　　　　　共分散行列の検定について　　　　　　　　　　（71）

　　　　　　　　　　1　　　　　　　　α11＝一ρ⑦十1）2
　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　α1・一下ρ（・切2＋・・ρ十・・）

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　α。ドーρ（4〆十9ρ十7）
　　　　　　　　　　3

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　ろ。。＝一ρ（4ρ5＋12〆一19ρg－54〆十25ρ十48）
　　　　　　　　　　1152

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　ら、、＝一一ρ2（2〆十7ρ8＋7〆十ダ1）
　　　　　　　　　　　48

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　ろ、。≡一ρ（52ρ5＋200〆十485ρ3＋806〆十745ρ十288）
　　　　　　　　　　192

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　乙。ドー一P（142ρ5＋591〆十2909が
　　　　　　　　　　　144

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋7413〆十10021什5436）

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　ろ。。＝一ρ（844ρ5＋3692〆十23207ρ8
　　　　　　　　　　384

　　　　　　　　　　　　　　　　＋65030ρ2＋97531ρ十57552）

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　あ。。＝一一ρ（56ρ5＋250ρ4＋1717ρ3＋4984〆
　　　　　　　　　　　24

　　　　　　　　　　　　　　　　＋7817ρ十4776）

　　　　　　　　　　1　　　　　　　　ろ、。＝一ρ（16ρ5＋72〆十521ρ3＋1542ρ2＋2473ρ十1536）
　　　　　　　　　　18

　　　　　　1ここで，∫＝7ρ⑫十1）．巧＝一P｛Xβ2≦”｝，πβ2は自由度βのカイ自乗変数であ

る．

　τ2も同様にして分布関数の漸近展開が得られる，Nag乱o（1973）．

肌・・1一・1・毎・肋・詰1加・榊・・（去）

ここで

　　　1吻。＝一一ρ（2〆斗3ダ1）
　　　24
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（72）　　　　　　　　　　一橋諭叢　第94巻　第1号

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　α21＝一ρ（ρ十1）2
　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　吻＝一一四（6〆十13ρ十9）　　　　11’
　　　　　　　　　　　　8

　　　　　　　　　　　1　　　。　　α炉一ρ（4〆十9ρ十7）
　　　　　　　　　　12

　　　　　　　　　　　1．　　　　　　　　b・・一念（4ρ5＋・・ρ」・・ρ3一・・ρ2…ρ…）

　　　　　　　　1里、一⊥ρ・（。・〆。。。ρ・。。。〆4。ρ一。）

　　　　　　　　　　　288

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　1凸・・≡而〆（2・6ρ5＋…ρ4＋・…ρ㌧

　　　　　　　　　　　　　　　　十46砂十4554叶1728）、

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　己・・㌃一ρ（116ρ5＋4ミ0〆十2071が
　　　　　　　　　　　288

　　　　　　　　　　　　　　　　†・…ρ2＋・・…十2…～

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　㍗・ぐ五憂早（5・6ρ5＋222・〆十・・…ρヨ

　　　　　　　　　　　　　　　　†31578グ十4390㍗十21336）

　　　　　　　　・。。一一去1（・・4…6・・・…ρ・

　　　　　．一．・．二　　†・7・・ρ2＋・…ρ十占…）

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　ろ・・＝蕊ρ（16ρ5＋72ρ4＋521ρ3＋1542で．∵．

　　　　　　　　　　　　　　　十24ク3ρ十1536）

　これより，T1，τ2の上側．α一％点はCOmish・Fisher展開としてHm　and

Davis（1968）を用いて得られる、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　吻をτ店の上側α一％点，”を自由度∫＝一ρ（ρ十1）のカイ自乗変数の上
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
側α一％点とするとき，

吻一・・詰舳去［（・・丑・一二子・・）・・
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　共分散行列の検定について　　　　　　　　　　（73）

十1・3吋（∫十・0）∠鯛2一・ん・λ1・1・5

＋｛2B舳一ん2－2λ庇、∠腕十2（∫十8）∠肥λ鵬1・4

＋12伽十σ十6）∠棚2＋2（什6）λ庇・λ欄一2如λ腕1・3

＋｛23畑一λ阯2＋2（什4）λ削λ岳。｝”2

・1・伽・（／・・）二叫・（・／・）

ここで

ん。＝α畑〃（什2）（什4），ん。≡（α冊十α腕）〃（∫十2）

ん1＝（吻3＋α肥十吻1）〃

　’・．　　　　日　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4
3蝸＝石冊ノ1皿（プ十2α），助5〒（ろ欄十ろ肺）プ■．（∫十2α）

　　　　藺＝O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o＝0

　　　　　　　　　　3助4＝（b比6＋凸腕十ゐ叱4）ノ■（∫十2α），

　　　　　　　　　　o＝o

伽一（差㌦）び（／・・）（什・），助二（差・二）ゲ（∫・・λ

　　　　　　　　　吐
　　　　　　B阯＝Σあ庇匝〃

　　　　　　　　　o＝】

である．

　さて，尤度比規準丁皿＝L2Iogλ．，Wa1d続計量’τ1，Rao統計量丁2の比較

をする為に各々の検出力を比較する必要がある、ここでは対立仮説としてPi－

tmanによる局所対立仮説

　　　　　　　　　　　　　　　K皿：Σ＝1＋θ／栃

を考える．

　To，T1，T2の検出カ関数は各々次の様になる．なおτoはSugiura（1973），

T2はNagao（1974）による．

榊・二1一戸1・詰δ帖戸榊・÷貞5ω戸榊・6（去）

ここで

　　1　　　　　　　　1　　　　　　　1亙OO≡一trθ㌻δO1＝一一trθ出，δ02＝一trθ3
　　6　　　　　　　　2　　　　　　　3
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（74）

ここで

μ

　　　　一橋論叢　第94巻　第1号

　　1　　　　　3　1　　1あ・＝菟（t「θ3）2マ「θ」扉ρ（・〆・・r・）

　　　1　　　　　　3　　　　1あlF一τ（t「θ3）2＋Tt・θ4＋玩ρ（・ρ2＋・ρ一・）

　　13　　　　　　1
a。。≡一（t・θ3）2一一trθ4
　　72　　　　　　2

　　　1　　　　　　　15。。＝一一（t・θ3）2＋一trθ4

　　　12　　　　　　8

　　1504＝一（七rθ3）2

　　72

・脳ヰ去抄榊・撫戸伽・・（去）

　　　　1δ1皿＝i－trθ3

　　　　3

　　1δ。。≡一t・θ舌一（ρ十1）t・θ

　　2
α12≡一α11，　　α13＝一α10

　　1　　　　　　3　　　　15・＝菟（㍍θ3）2一す缶θ4一玩ρ（・ρ2＋・ρ一・）’

　　　　1　　　　　　3　　　　1あ・・＝・τ（缶θ3）2・了t・θ4＋丁⑦・・）・・θ・・θ3

　　　　　　　　　　1　　一⑫十1）t・θ2＋一ρ（ρ十1）2

　　　　　　　　　　2

　　7　　　　　3　　　　5512＝一（trθ3）2一一trθ4一一（ρ十1）t正θtrθ副

　　24　　　　　2　　　　6

　　　1　　　　　　　　　　　　　　1　　＋一（2〆十4ρ十5）（trθ）2＋一（14ρ十17）trθ2
　　　4　　　　　　　　　　　　　　4

　　　1　　一一ρ（14〆十31舛23）
　　　8

　　　13　　　　　55。語＝一一（t・θ3）2＋一t・θ4＋（ρ十1）亡・θt・θ3

　　　36　　　　　2



ここで

　　　　　共分散行列の検定について　　　　　　　　　　（75）

　　　1　　　　　　　　　　　　　　1　　一一（4ρ2＋8舛11）（t・θ）2一一（22ρ十29）t・θ2
　　　4　　　　　　　　　　　　　　4

　　　1　　＋一”（4〆十9ρ十7）
　　　3

　　7　　　　　19　　　　5a、。＝一（t・θ3）2一一t・θ4一一（ρ十1）t・θt・θ8

　　24　　　　　8　　　　6

　　　1　　＋一（〆十2ρ十3）（t・θ）2＋（3ρ十4）t・θ2

　　　2

　　　1　　　　　　　　　　13、。＝一一（t・θ3）2＋t・θ4＋一⑦十1）t・θt・θ3

　　　6　　　　　　　　　3

　　1δ16＝一（trθヨ）2

　　18

列酬一戸1・紬地戸・物・÷茗軌・・（去）

　　1　　　　　　　　1　　　　1砺。＝一t・θ3，δ。1≡一一t・θ3一一⑫十1）t・θ
　　3　　　　　　　　2　　　　2

　　1　　　　　　　　　　　1
伽＝一⑫十1）t・θ，σ。。＝一t・θ彗
　　2　　　　　　　　　　6

5、。一⊥（・・θ・）・一三・・θ・一⊥ρ（・ρ・↓。ρ一。）

　　18　　　　　　8　　　　24

　　　　1　　　　　　3　　　　1
5。、＝一一（t・θ3）2＋一t・θL一⑦十1）t・θt・θ3
　　　6　　　　　　4　　　　6

　　　　1　　　　　　　　1
　　＋一（ρ十1）t・θ里十一ρ（ρ十1）2

　　　2　　　　　　　　2

　　1　　　　　　55。。≡一（t・θ拮）2＋一（ρ十1）t・θ七・θ3

　　8　　　　　　12

　　　　1　　　　　　　　　　1　　＋一（ρ十1）2（t工θ）2一一（ρ十1）trθ2

　　　8　　　　　　　　　　4

　　　　1　　一一ρ（6〆十13什9）
　　　8
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（76）　　　　　　　　　　一橋論叢　第94巻　第1号

　　　　　　　5、、ユ（・・61）・一⊥・・θ㌧⊥（ρ十・）・・θ・・θ・

　　　　　　　　　　18　　　　　　2　　　　4

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　一一（P2＋2ρ十2）（年θ）2一一（4ρ十も）trθ2
　　　　　　　　　　　4　　　　　　　　　　　　　　4

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　＋一ρ（4ρ2＋づρ十7），一一
　　　　　　　　　　　12

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　1　　　　　1　　　　　　　5・・一一五（t・θ君）2マ・θ4一正（ρ・・Σt・；θ戸θ3

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　＋万（ρ2＋・・十・）（t・θ）2＋τ（・州）t・θ里

　　　　　　　　　　1　　　　　1　　　　　　　　5。。＝一t・θ4＋一（ρ十1）t・θt・θ3

　　　　　　　　　　4　　　　12

　　　　　　　　　　1　　　　　　　あ6＝一（trθ呂）呈一．
　　　　　　　　　　72

このとき，戸∫。2。＝1〕1π2∫。里。（δ2）≧”｝であり，X2∫。呈。（δ2）は自由度∫十2α，非

　　　　　　1心母数δ2＝一trθ2を持つ非心カイ自乗変数である．
　　　　　4

　列To≧”｝に於いて，1帆の係数はθに関して3次式であり，1加の項は

偶数次である．この為，θ＝0の近傍では1＾偏の項の影響はほとんど無くな

り1伽の項の対称件苧碑牢されるの干，改良された尤度比規準の不偏性が1加

の次数の意味に於いて理解されよう．このことは次節に数値例によっても確認

される．　’

　　　3数値例

　τ皿，τ、，T2の検出カを比較する為に，ρ二2，肌＝100について各々の上側5％

点を求めると，

　　　　　　　　　　To＝7，871，　T1＝10，074，　τ2＝7，859

となる．

　θ＝θ12とするとき各検出力は次表の様になる．

これより，
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~1~~~~~~~~lJ a)~~~{~ I: O L' IC 

(i) To f~ a tcO~*C;f;i~il~z~~ 

(ii) ~~~~{~~f~~;k 

p,>p0>p*, 6>0 

P,<P0<Pi, C<0 
~t~:~. ~i~ec, 2>1 ec~~ ~~:e~ Rao ~~ 

~f~:~~, 2<1 Ic5~ ~C!~ Wa]d ~~~f~: 

~~~~~~~a)~E{~~ec~~~+1C~~:~LI)7 ~:~~:~ ~ c ~ 

~s~)~>~. 

( 77 ) 

θ I To T
1

T，

一0．5 0．057 O．098 0．q29

一〇．4 O．054 0．087 O．032

一〇．3 O．052 0．077 O．035

一0．2 O．051 0．068 0．040

一0．1 O．050 0，060 0．044

0 o．050 O．C53 O．050

0．ユ O．050 O．047 O．055

O．2 O．051 O，041 0．061

0．3 0．052 O．036 0．068

O．4 0．054 0．031 0．076

0，5 0．05ア O．027 O．084

■

1~ ~ ~ ~t 
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Appendix 

T1, T2 q)~~1~S~l~~a)~f~~q)~~}C 11(tr Y")"", ,,1+2v2+3"3+"""=k, q)~~~~~~l 

~~exp } P 1 {
 
l p(p+1) }CO~'C~1~~{~:~:~a~)~,~~~･~:~~~)~. ~: CIC k= - tr Y2 12~IT4 
2
 

lO, 12 ec()~'ICJ~~~~. t~:;~; E[(trY)"'(trY2)".......] ~: l"'2"' ･-

10 ~~o)~~~AFI 'Ce~~~1C(~)~~~i~!~}; l/32 ~:~: L), 12 ~~a)~~~Ar:1 SCi~ l/64 ~:~:~f ~. 

~iJ: 

l0~~E[tr Ylo] l = {42 pe+ 386 p5 + 2290 p4 + 7 1 50 p8 
32 

+ 12 143 p2+ 8229 p} 
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