
共分散行列の検定について

早　　　川 毅

　　　1序

　”をρ次元正規確率ペクトルとし，平均ベクトルをμ・共分散行列をΣと

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〃する．吻，・。，……。榊を・…。・・乱・・1・とし・・一君（い）（い）’・仁

圭”。岬とすれぱ，8は自由度冗＝jV－1のWishart分布恥（2。珊）を持つ，

○昌1

共分散行別Σに関する仮説として，

　　　　仮説　　　H：Σ≡Σo（与えられた行列）

　　　　対立仮説　K1Σ≒Σo

考考える・

　仮説Hに対する検定統計量として　（i）尤度比規準2，（ii）Wald型統計

量乃，（iii）Ra0型統計量丁2について考える．

　尤度比規準λは

1一（舌）1仰1舌…／一去・刈

で与えられる．

　Sugiura　and　Naga0（1968）は1λが不偏性を持っていない二とを示し，λを

改良した尤度比規準λ“として，

叫）lW1云叶去・・剛

を提案した．

　一210gλ．の特性関数が
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共分散行列の検定について （67）

（ガ叱（1一物）酬；
　　　　　・1（号）j・一・帆一・1チ・一・ll

と表現される．なを

ら（1）一1抽十’〕艸一守）

である．

　特性関数がGamma関数の積と比で表現されるので，Gamma関数の漸近

展開を用いて仮説∬：2≡2oのもとで1加の巾級数展開がなされる，特性関数

を反転することにより一21og〃の分布関数の漸近展開が得られる，Sugiura

（1969）．このとき係数はBemOu11i多項式によって表現されるが，Ab－amOwitz

a台d　Seg㎜（1968）に15次までの多項式が与えられている関係で，1ノ冗の14

次の項まで求められている，Lee，Knshnajah　and　Chang（ユ9ア6）．

　また・留数定理の使用により・λ｝の分布関数をある種の関数の積分値によ

る級数表現として求める方法もある，Nagarsenker　and　Pillai（1973）．この方

法は統計量の積率がGamma関数で表現される場合には分布関数の導出に有

効な手段と言えよる．

　さて。Wa工d統計量，Ra0統計量は次の様に定義される，Wald（1943），

Rao　（1948）．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

　母集団密度関数を∫（”1θ）とし，θ’＝（θ1’。θ2’）。θ1’≡（θ1，……，θ。），θ、’＝（θ。、、，

……，θ刀）を未知母数とする．このとき複合仮説，対立仮説を

　　　　　　　　　　亙：θ2＝θ20（与えられたペクトル）

　　　　　　　　　　X：θ2キθ20

とするとき，Wald統計量，Rao統計量は各々

　　　　　　　　　　　τド〃（θ・一θ。。）’x。。．1（θ里一θ。。）

　　　　　　　　　　　τ2＝σ’亙一1σ

として定義される．

　ここで，’θ2は対立仮説xのもとでのθ2の最尤推定量である．また，一
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（68） 一橘’論叢第94巻 第1号

・［ll・1［∂箒∫∂箒つ一［邸；：隻簑1；L

をFisherの情報行列とする．そして

　　　　　　　　　　　　X22．1…K2里一K21K11．1×12

　　　　　　　　　　　　　∂1Og∫
　　　　　　　　　　　　砂＝∂θ

であり，

　　　　　　　　　　X。。．。＝K。。．、（θ），亙＝五（θ・。θ・・）・

1一等！（∂。、、。）

である．ここで∂、は仮説Hのもとでのθ1最尤推定量である．

またW・1・統計量卿のものとして・次の様な統計量も定義される・1

Hayakawa　and　Puri（1985）。

　　　　　　　　　　　T。・＝W（6。一θ。。）亙。。．。（θrθ・・）

　さて，母集団分布をρ次元正規分布とし，仮説亙：Σ＝Σoに対するTl，T1’，

Tr統計量は各々

　　　　　　　　　　　　T、＝。坐tr（NS－1Σ。一1）2

　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　。、・＝・、＝坐・・（・Σ。一・！H）2

　　　　　　　　　　　　　　　　2

’となる．故に市ald統計量を改艮したT11はRa0統計量と一致することとな

る．また，。、，・里に於いてWを炉W一・で置’き換えたとき・特にτ・は

Nagao（19ア3）の定義した統計量となることは興味深い．今後の議論では

　　　　　　　　　　　　τ、一王・・（肌8一・Σ。r・）2，

　　　　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　T、昌土・・（8Σ。一1伽一1）2

　　　　　　　　　　　　　　2

の分布について考察するが，Σo＝1としても一般性を失わない・1
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共分散行列の検定について （69）

2　漸近展開

　Tl，T2の正確な積率を求めることが出来ないあで，前述の様な形では分布関

数を求めることは出来ない．この為，乃，T2を適当に変換して漸近展開式を求

める．

　J乱ck（1964－65），Nagao（1973）によ’る変換

・加一…／刷

　　　　　　　　　　　1は，正値対称行列8を一ρ（ρ十1）次元の全空間に変換する、
　　　　　　　　　　　2
bian　‘ま　　　　　　　　　　　　　　　　　一　　　　　　‘

この変換のJaco・

†お一（・犯）へ・［冴午叫去1外（州

　　　　　一紬・・プ）2一舳・～・戸1・・（去）1

と漸近展開される．Naga0（1973）は1伽の項まで求めている．

　この変換によりγの確率密度関数∫（r）は次式で与えられる．

炸舳・f・［み・÷糾÷ノ弘・去ん十・（去）1．

　　　　　　舳一王圭、㈱、…／一去・・γ・／

　　　　　　　　　　22π4

　　　　　　λ、＝二⊥tr　y3

　　　　　　　　　6

　　　　　　　　　1　　　　　1　　　　　　■2＝一一trγ4＋一｛ρtrプー（trγ）2｝
　　　　　　　　　12　　　　12

　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　一一ρ（2〆十3ρ一1），
　　　　　　　　　　　　　24

　　　　　　　　　1
　　　　　　ム＝一一trr5
　　　　　　　　　60．

　　　　　　　　　1　　　　　1　　　　　　炸一面t「ア6一面1・（t・γ2）2一・・け・・γ3＋ρ・・列
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（70）　　　　　　　　　　一橘諭叢　第94巻　第1号

　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　一一ρ⑫一1）⑦十1）（ρ十2）
　　　　　　　　　　　　48

さて，W主1d統計量丁1のアによる漸近展開は

・・一・・γL丹γ・・み・吋ノξ・…

　　　　　　　　　・品・…伍・・（去）

となる．

　これよりτ1の特性関数g1（‘）は

　　　　　　　　　ψ・（1）＝班・・p1州］．

　　　　　　　　　　　　王号㈹、五…／一去（・一・め・・プ／

　　　　　　　　　　　　22π4

　　　　　　　　　　　…［み・÷針÷馬・知1〃・・（去）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7　　　　　　　　　　　・・一一桝・γ3＋ん・・プ・t・y4＋4・

　　　　　　　　　　　　　　κ　　　　　　　　31　　　　　　　　　　　炉一一t・r5＋∠。，9。＝一舳・γ6＋ん
　　　　　　　　　　　　　　2　　　　　　　　90

となるが，ψ1（‘）を1加2の項まで求めるには（tr「3）4，（trγ冨）2tr　r4。（tr　r4）2

等をウーイ1関数…／一÷（川）・1プ／紬㈹に関して積分せねぱな

らない．これらの積分についてはHayakawa　and　Kikuchi（1979）が

π（tr「）凹血，リ1＋2リ2＋3リ3＋・・…・≦8について求めている．リ1＋2リ里十3〃3＋一・・＝

10，12についてはAppendixに与える．なお9，11・次については積分値はO

である．

　反転公式を用いてT1の分布関数の漸近展開は次の様になる．

舳・柚・招伽・詰伽十・（去）

ここで，

　　　1αm＝一一ρ（2〆十3ρ一1）

　　　24
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　　　　　　　　　　　　共分散行列の検定について　　　　　　　　　　（71）

　　　　　　　　　　1　　　　　　　　α11＝一ρ⑦十1）2
　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　α1・一下ρ（・切2＋・・ρ十・・）

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　α。ドーρ（4〆十9ρ十7）
　　　　　　　　　　3

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　ろ。。＝一ρ（4ρ5＋12〆一19ρg－54〆十25ρ十48）
　　　　　　　　　　1152

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　ら、、＝一一ρ2（2〆十7ρ8＋7〆十ダ1）
　　　　　　　　　　　48

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　ろ、。≡一ρ（52ρ5＋200〆十485ρ3＋806〆十745ρ十288）
　　　　　　　　　　192

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　乙。ドー一P（142ρ5＋591〆十2909が
　　　　　　　　　　　144

　　　　　　　　　　　　　　　　　＋7413〆十10021什5436）

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　ろ。。＝一ρ（844ρ5＋3692〆十23207ρ8
　　　　　　　　　　384

　　　　　　　　　　　　　　　　＋65030ρ2＋97531ρ十57552）

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　あ。。＝一一ρ（56ρ5＋250ρ4＋1717ρ3＋4984〆
　　　　　　　　　　　24

　　　　　　　　　　　　　　　　＋7817ρ十4776）

　　　　　　　　　　1　　　　　　　　ろ、。＝一ρ（16ρ5＋72〆十521ρ3＋1542ρ2＋2473ρ十1536）
　　　　　　　　　　18

　　　　　　1ここで，∫＝7ρ⑫十1）．巧＝一P｛Xβ2≦”｝，πβ2は自由度βのカイ自乗変数であ

る．

　τ2も同様にして分布関数の漸近展開が得られる，Nag乱o（1973）．

肌・・1一・1・毎・肋・詰1加・榊・・（去）

ここで

　　　1吻。＝一一ρ（2〆斗3ダ1）
　　　24
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（72）　　　　　　　　　　一橋諭叢　第94巻　第1号

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　α21＝一ρ（ρ十1）2
　　　　　　　　　　　2

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　吻＝一一四（6〆十13ρ十9）　　　　11’
　　　　　　　　　　　　8

　　　　　　　　　　　1　　　。　　α炉一ρ（4〆十9ρ十7）
　　　　　　　　　　12

　　　　　　　　　　　1．　　　　　　　　b・・一念（4ρ5＋・・ρ」・・ρ3一・・ρ2…ρ…）

　　　　　　　　1里、一⊥ρ・（。・〆。。。ρ・。。。〆4。ρ一。）

　　　　　　　　　　　288

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　1凸・・≡而〆（2・6ρ5＋…ρ4＋・…ρ㌧

　　　　　　　　　　　　　　　　十46砂十4554叶1728）、

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　己・・㌃一ρ（116ρ5＋4ミ0〆十2071が
　　　　　　　　　　　288

　　　　　　　　　　　　　　　　†・…ρ2＋・・…十2…～

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　㍗・ぐ五憂早（5・6ρ5＋222・〆十・・…ρヨ

　　　　　　　　　　　　　　　　†31578グ十4390㍗十21336）

　　　　　　　　・。。一一去1（・・4…6・・・…ρ・

　　　　　．一．・．二　　†・7・・ρ2＋・…ρ十占…）

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　ろ・・＝蕊ρ（16ρ5＋72ρ4＋521ρ3＋1542で．∵．

　　　　　　　　　　　　　　　十24ク3ρ十1536）

　これより，T1，τ2の上側．α一％点はCOmish・Fisher展開としてHm　and

Davis（1968）を用いて得られる、

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　吻をτ店の上側α一％点，”を自由度∫＝一ρ（ρ十1）のカイ自乗変数の上
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
側α一％点とするとき，

吻一・・詰舳去［（・・丑・一二子・・）・・
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　共分散行列の検定について　　　　　　　　　　（73）

十1・3吋（∫十・0）∠鯛2一・ん・λ1・1・5

＋｛2B舳一ん2－2λ庇、∠腕十2（∫十8）∠肥λ鵬1・4

＋12伽十σ十6）∠棚2＋2（什6）λ庇・λ欄一2如λ腕1・3

＋｛23畑一λ阯2＋2（什4）λ削λ岳。｝”2

・1・伽・（／・・）二叫・（・／・）

ここで

ん。＝α畑〃（什2）（什4），ん。≡（α冊十α腕）〃（∫十2）

ん1＝（吻3＋α肥十吻1）〃

　’・．　　　　日　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4
3蝸＝石冊ノ1皿（プ十2α），助5〒（ろ欄十ろ肺）プ■．（∫十2α）

　　　　藺＝O　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o＝0

　　　　　　　　　　3助4＝（b比6＋凸腕十ゐ叱4）ノ■（∫十2α），

　　　　　　　　　　o＝o

伽一（差㌦）び（／・・）（什・），助二（差・二）ゲ（∫・・λ

　　　　　　　　　吐
　　　　　　B阯＝Σあ庇匝〃

　　　　　　　　　o＝】

である．

　さて，尤度比規準丁皿＝L2Iogλ．，Wa1d続計量’τ1，Rao統計量丁2の比較

をする為に各々の検出力を比較する必要がある、ここでは対立仮説としてPi－

tmanによる局所対立仮説

　　　　　　　　　　　　　　　K皿：Σ＝1＋θ／栃

を考える．

　To，T1，T2の検出カ関数は各々次の様になる．なおτoはSugiura（1973），

T2はNagao（1974）による．

榊・二1一戸1・詰δ帖戸榊・÷貞5ω戸榊・6（去）

ここで

　　1　　　　　　　　1　　　　　　　1亙OO≡一trθ㌻δO1＝一一trθ出，δ02＝一trθ3
　　6　　　　　　　　2　　　　　　　3
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（74）

ここで

μ

　　　　一橋論叢　第94巻　第1号

　　1　　　　　3　1　　1あ・＝菟（t「θ3）2マ「θ」扉ρ（・〆・・r・）

　　　1　　　　　　3　　　　1あlF一τ（t「θ3）2＋Tt・θ4＋玩ρ（・ρ2＋・ρ一・）

　　13　　　　　　1
a。。≡一（t・θ3）2一一trθ4
　　72　　　　　　2

　　　1　　　　　　　15。。＝一一（t・θ3）2＋一trθ4

　　　12　　　　　　8

　　1504＝一（七rθ3）2

　　72

・脳ヰ去抄榊・撫戸伽・・（去）

　　　　1δ1皿＝i－trθ3

　　　　3

　　1δ。。≡一t・θ舌一（ρ十1）t・θ

　　2
α12≡一α11，　　α13＝一α10

　　1　　　　　　3　　　　15・＝菟（㍍θ3）2一す缶θ4一玩ρ（・ρ2＋・ρ一・）’

　　　　1　　　　　　3　　　　1あ・・＝・τ（缶θ3）2・了t・θ4＋丁⑦・・）・・θ・・θ3

　　　　　　　　　　1　　一⑫十1）t・θ2＋一ρ（ρ十1）2

　　　　　　　　　　2

　　7　　　　　3　　　　5512＝一（trθ3）2一一trθ4一一（ρ十1）t正θtrθ副

　　24　　　　　2　　　　6

　　　1　　　　　　　　　　　　　　1　　＋一（2〆十4ρ十5）（trθ）2＋一（14ρ十17）trθ2
　　　4　　　　　　　　　　　　　　4

　　　1　　一一ρ（14〆十31舛23）
　　　8

　　　13　　　　　55。語＝一一（t・θ3）2＋一t・θ4＋（ρ十1）亡・θt・θ3

　　　36　　　　　2



ここで

　　　　　共分散行列の検定について　　　　　　　　　　（75）

　　　1　　　　　　　　　　　　　　1　　一一（4ρ2＋8舛11）（t・θ）2一一（22ρ十29）t・θ2
　　　4　　　　　　　　　　　　　　4

　　　1　　＋一”（4〆十9ρ十7）
　　　3

　　7　　　　　19　　　　5a、。＝一（t・θ3）2一一t・θ4一一（ρ十1）t・θt・θ8

　　24　　　　　8　　　　6

　　　1　　＋一（〆十2ρ十3）（t・θ）2＋（3ρ十4）t・θ2

　　　2

　　　1　　　　　　　　　　13、。＝一一（t・θ3）2＋t・θ4＋一⑦十1）t・θt・θ3

　　　6　　　　　　　　　3

　　1δ16＝一（trθヨ）2

　　18

列酬一戸1・紬地戸・物・÷茗軌・・（去）

　　1　　　　　　　　1　　　　1砺。＝一t・θ3，δ。1≡一一t・θ3一一⑫十1）t・θ
　　3　　　　　　　　2　　　　2

　　1　　　　　　　　　　　1
伽＝一⑫十1）t・θ，σ。。＝一t・θ彗
　　2　　　　　　　　　　6

5、。一⊥（・・θ・）・一三・・θ・一⊥ρ（・ρ・↓。ρ一。）

　　18　　　　　　8　　　　24

　　　　1　　　　　　3　　　　1
5。、＝一一（t・θ3）2＋一t・θL一⑦十1）t・θt・θ3
　　　6　　　　　　4　　　　6

　　　　1　　　　　　　　1
　　＋一（ρ十1）t・θ里十一ρ（ρ十1）2

　　　2　　　　　　　　2

　　1　　　　　　55。。≡一（t・θ拮）2＋一（ρ十1）t・θ七・θ3

　　8　　　　　　12

　　　　1　　　　　　　　　　1　　＋一（ρ十1）2（t工θ）2一一（ρ十1）trθ2

　　　8　　　　　　　　　　4

　　　　1　　一一ρ（6〆十13什9）
　　　8
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（76）　　　　　　　　　　一橋論叢　第94巻　第1号

　　　　　　　5、、ユ（・・61）・一⊥・・θ㌧⊥（ρ十・）・・θ・・θ・

　　　　　　　　　　18　　　　　　2　　　　4

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　一一（P2＋2ρ十2）（年θ）2一一（4ρ十も）trθ2
　　　　　　　　　　　4　　　　　　　　　　　　　　4

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　＋一ρ（4ρ2＋づρ十7），一一
　　　　　　　　　　　12

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　1　　　　　1　　　　　　　5・・一一五（t・θ君）2マ・θ4一正（ρ・・Σt・；θ戸θ3

　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　＋万（ρ2＋・・十・）（t・θ）2＋τ（・州）t・θ里

　　　　　　　　　　1　　　　　1　　　　　　　　5。。＝一t・θ4＋一（ρ十1）t・θt・θ3

　　　　　　　　　　4　　　　12

　　　　　　　　　　1　　　　　　　あ6＝一（trθ呂）呈一．
　　　　　　　　　　72

このとき，戸∫。2。＝1〕1π2∫。里。（δ2）≧”｝であり，X2∫。呈。（δ2）は自由度∫十2α，非

　　　　　　1心母数δ2＝一trθ2を持つ非心カイ自乗変数である．
　　　　　4

　列To≧”｝に於いて，1帆の係数はθに関して3次式であり，1加の項は

偶数次である．この為，θ＝0の近傍では1＾偏の項の影響はほとんど無くな

り1伽の項の対称件苧碑牢されるの干，改良された尤度比規準の不偏性が1加

の次数の意味に於いて理解されよう．このことは次節に数値例によっても確認

される．　’

　　　3数値例

　τ皿，τ、，T2の検出カを比較する為に，ρ二2，肌＝100について各々の上側5％

点を求めると，

　　　　　　　　　　To＝7，871，　T1＝10，074，　τ2＝7，859

となる．

　θ＝θ12とするとき各検出力は次表の様になる．

これより，
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~1~~~~~~~~lJ a)~~~{~ I: O L' IC 

(i) To f~ a tcO~*C;f;i~il~z~~ 

(ii) ~~~~{~~f~~;k 

p,>p0>p*, 6>0 

P,<P0<Pi, C<0 
~t~:~. ~i~ec, 2>1 ec~~ ~~:e~ Rao ~~ 

~f~:~~, 2<1 Ic5~ ~C!~ Wa]d ~~~f~: 

~~~~~~~a)~E{~~ec~~~+1C~~:~LI)7 ~:~~:~ ~ c ~ 

~s~)~>~. 

( 77 ) 

θ I To T
1

T，

一0．5 0．057 O．098 0．q29

一〇．4 O．054 0．087 O．032

一〇．3 O．052 0．077 O．035

一0．2 O．051 0．068 0．040

一0．1 O．050 0，060 0．044

0 o．050 O．C53 O．050

0．ユ O．050 O．047 O．055

O．2 O．051 O，041 0．061

0．3 0．052 O．036 0．068

O．4 0．054 0．031 0．076

0，5 0．05ア O．027 O．084

■

1~ ~ ~ ~t 
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Appendix 

T1, T2 q)~~1~S~l~~a)~f~~q)~~}C 11(tr Y")"", ,,1+2v2+3"3+"""=k, q)~~~~~~l 

~~exp } P 1 {
 

l p(p+1) }CO~'C~1~~{~:~:~a~)~,~~~･~:~~~)~. ~: CIC k= - tr Y2 12~IT4 
2
 

lO, 12 ec()~'ICJ~~~~. t~:;~; E[(trY)"'(trY2)".......] ~: l"'2"' ･-

10 ~~o)~~~AFI 'Ce~~~1C(~)~~~i~!~}; l/32 ~:~: L), 12 ~~a)~~~Ar:1 SCi~ l/64 ~:~:~f ~. 

~iJ: 

l0~~E[tr Ylo] l = {42 pe+ 386 p5 + 2290 p4 + 7 1 50 p8 
32 

+ 12 143 p2+ 8229 p} 

78 



（ア9）共分敵行列の検定について

ザがプP川　p’　P□　P’　P
篇
臆
灘
舳
撹
驚
榊
㎜
㎜
一
舳
舳
㎜
灘
舳
驚
舳
㈹
鴛
。
㎜
艶
舳
艶
。
。
鵡
。
。
。
。

㎜
鴛
鵬
㎜
蹴
㎜
㎜
㎜
㎜
㎜
㎜
醐
㎜
醐
卿
㎜
脳
鵬
撹
㎜
舳
㎜
㎜
臆
郷
㎜
鮒
㎜
。
榊
舳
㎜
。
。
。

㎜
伽
㎜
㎝
㎜
篇
驚
驚
篇
瓢
驚
㎜
榊
舳
㎜
篇
鶯
㎜
蜘
慧
舳
㎜
鴛
伽
驚
棚
㈹
二

篇
篇
㎜
鴛
鴛
鴛
篇
㎜
鴛
㎜
㎜
蝋
㎜
篇
鴛
篇
卿
㎜
篇
鴛
㎜
㎜
舳
鰯
鴛
㈱
。

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
2

郷
慧
簑
鴛
叢
鴛
鴛
鴛
慧
伽
㎜
棚
伽
驚
湖
鴛
㎜
驚
鴛
㎜
伽
鳩
舳
㎜
鴛
鴛
㎜

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
3

仰
。
簑
。
・
。
。
・
。
・
。
鴛
・
。
。
仰
・
。
。
・
。
㎜
。
刎
簑
簑
鴛
ぷ
。
帆
㎜
。
慧
湖
。
脳
鴛
慧
・

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ユ

0
0
”
O
O
0
0
m
O
拠
1
0
0
0
0
0
0
2
0
0
0
桝
8
0
皿
O
兜
1
8
刎
O
O
刎
O
O
必
脆
O
O
刑
兜
揃
2
0
0
0

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ユ
　
　
　
　
　
ー

O
O
O
O
0
0
0
0
0
5
0
0
0
0
0
0
0
0
0
4
0
0
0
0
u
4
0
0
0
0
0
0
6
0
0
0
5
0
8
”
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
2
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
5
2
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0
0
0

　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
1

　
　
　
　
　
1
　
　
1
　
卯
　
　
1
2
Ψ
1
旭
　
　
　
　
2
旭
　
P
パ
　
　
　
’
　
ユ
坤
巾

　
1
2
P
3
2
ソ
4
3
”
2
’
　
4
3
3
抄
2
■
2
〃
箏
3
3
堺
穿
2
”
1
穿
2
1
須
埋
2
■
　
P
’
”
巾

○
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
里
　
　
　
　
　
　
　
2
2
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
．
　
　
　
　
　
　
　
o

1
9
8
8
7
7
7
6
6
6
6
6
5
5
5
5
5
5
5
4
4
4
4
4
4
4
4
4
箏
♂
牢
♂
3
3
3
3
唖
別
那
卯
2
’

（全ての元を32で割る〕

プがががが！P1lpmPOプP7pO
1671側
157300

ユ63372

u唱926

258479

267146

251089

2“858

ユ66317

181038

164580

1鴎240

2798

脱92
7160

9620

珊760
50380

65093

4η80

1
　
　
　
1

脆
別
1
6
η

5
9
5
7
　
　
1

1
　
　
　
3

3
2
0
2
8
酬

1
’
　
　
4

0
0
　
2
　
0

　
　
4

0
0
0
0

0
0
0
0

0
0
0
0

0
0
0
0

12

11

10

10

1
2
1i

㎎



（80） 一橘論叢第94巻第1号

9
9
9
8
8
a
8
8
7
7
7
7
7
7
7
伊

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6

1王

1
2
12

2！ユ

2
ユ5

5
4
4
3雪

3
3
23

1王

1
2
12

2
1o

2；1王

2
1o

5！2

5，1里

4
4
4

1’

3
2
ユ；

沸1

3　2筥

3　2

3　1’

2；1
2雪ユ宣

2　ユ5

11

43

423

4！22
4，2

4≡1’

12■

322

3，12

3
3
24

1

1里

p囮　p11が　P畠　p日　p一　が　　P…　　P’

2里1・

2　1；

15

OOOO　O　0126010800
0000　0252192613ヰ46
0000　0　0ユ51210044
0000　28256240313539
0000　084642　9522000141211078538323555
0000　28214261411896
0000　0ユ68111617928
0000　0　0140011620
0000　0工4096610066
0000　0336239生16086
0000　0　0ユ5128652
0000　704483934ユ5946
0000　04202268ユ79ア60000004200184SO
O000　252202204ユ3066
0000・OユO0　690　9590
0　　　0　　　0　　10　　　　79　　　796　　　4183　　　20049

0000　201381774　畠24…；
O000　012079911286
0000　30192264611586
0000　0180　9ア215呂64
005373ア318048909284950001064802335819476
0　　　0　　　0　　　0　　　　60　　　324　　　4968　　　16476

0000　0600264049440
0000　0360251016650
0000　0　01520　8300
0000　01801170ユ23300　　　0　　　0　　　0　　　　40　　　240　　　2890　　　12310

0000　0240ユ20015180
0000　0　015607680
0000　905404ア7018510
0000　0420198016920
0000　0　0396014400
0　0020　ユ1012204640　23400
000012054058201フ460
0000　01200420039600
0000　0　0ユ680042000
00086064233291フ061
0000　2阜1441974　8394
0042830514727726255宮4
　0008　48626260616呂46
　0000482403フ0812312
　0000482763390ユ3866
　0000　02401104ユ4844
0　0　0　12　66　876　3384　20208

　0000　72324474014268
　0000　0720252040080　0　　　2　　13　　149　　　674　　3780　　12041　　　40149

58032

52632

60552

60530

4翻40

69η2
56334

67416

59220

4S328

60732

53928

615フ2

56532

110880

60260

48560

“694
52218

55044

56η2
珊948
8u21
52898

90732

112920

62400

52400

　56580

56870

　51960

　52260

　6卿20

　50100

　90240

　59呂90

　ア9020

　82200

243600

　60239

　52フ22

　ア6669

　46ηO

舳　635叫

　461㏄

　53094

　79764

21480・

86312

p副　　p壬　　p

ユ6700早　　　　261738

156222　　　　257562

163224　　　264636

ユ65355　　　257889

160026　　　265518

163353　　　．239124

148010　　　262504

1螂4　一刎608
166320　　－260050

159726　　　265286

166698　　　　253554

152376　　　　266フ00

146006　　　253624

174804　　　245280

202440　　　248640

165640　　　258181

159930　　　264610

164785　　　■247004

152618　　　269208

169278　　　　262218

150942　　　261672

174756　　　248640

156ヨ84　　　　230512

156832　　　239840

1ア2560　　　　264960

280800　　　1ア2800

166430　　　250330

152600　　　269660

168870　　一一259590

150090　　　262040

175740　　　253920

154920　　　268860

ユ59990　　　－248760

160500　　　248160

169SO0　　　260160

154400　　　229600

141840　　　」一266880

265440　　　－195840

201600　　　　161280

　166261　　　」253712

154758　　　268ヨ20

　ユ56436　　　．238336

　160360　　　253696

　172224　　　257280

　162フ38　　　257208

　162348　　　25ア4ア2

　157944　　　245376

　144288　　　260544

　252480　J　　195840

　165680　　　2028SO

1舳46
ユ鴎240

165312

165280

181248

162880

1蘭680

134400

1666フ0

1εOフ68

165480

182112

1836S0

168000

　昌0640

1蘭684
181800

163680

1810三6

166536

181糾O

16卯20

15利40
192000

115200

　46080

166600

180800

166560

180800

16フ040

180000

．ユ63200

1ε7200

126フ20

ユ92000

153600

　76800

　　　0

163968

178明4

　158フ20

ユ84320

　ユ29024

　164160

　1脂168

　184320

　161280

　92160

　153600

80



~~~~~~f~~lJa)t~~~~,COL+1C ( 81 ) 

4 23 12 

4 22 14 

4216 
4 Ia 
3a 

38 2 l 
3a 18 

3s 28 

32 23 1' 

32 2 Id 

3: Io 

'3 241 
3 23 Ia 

3 2~ 15 

3 2 IT 
310 
2e 

2s IE 

21 It 

2s le 

2e Is 

2 IID 

liE 

p*' 

O
 
O
 
O
 
O
 
O
 
O
 
O
 
O
 
O
 
O
 
O
 
O
 
O
 
O
 
O
 
1
 

O
 
O
 
O
 
O
 
O
 

p]1 plO 

O 4 
O O 
O O 
O O 
O O 
O O 
O O 
O O 
O O 
O O 
O O 
O 6 
O O 
O O 
O O 
O O 
6 75 
2 10 
012 
O O 
O O 
O O 
O O 

p9 

22 

24 

O
 
O
 
O
 
O
 
O
 

24 

O
 
O
 
O
 

30 

36 

O
 
O
 
O
 

320 

140 

48 

120 

O
 
O
 
O
 

pB 

292 

108 

240 

O
 
O
 
O
 
O
 

:26 

120 

O
 
O
 

396 

144 

3 60 

O
 
O
 

1975 

500 

744 

360 

1680 

O
 
O
 

p7 pe p
=
 

p4 p
i
 

p
2
 

p
 

1120 7272 19082 73936 120416 258816 184320 
1644 4932 34908 64176 238464 198144 122880 
840 14640 29880 204960 184320 230400 O

 3360 8400 169680 161280 322560 O
 

O
 O 1728 7776 56268 166536 267084 165888 

432 1836 169S6 47412 159Z32 25Z472 181440 
O 3888 12312 79920 145800 257472 1658S8 

1428 S208 265SO 65322 166368 2S8944 1612SO 
492 5676 IS684 75708 128304 254976 184320 
1152 3528 36000 67320 227808 191232 138240 
O 15840 32400 190800 172800 253440 ' O

 1404 8862 21798 79920 125088 243456 184320 
i992 5472 34740 60528 203712 . 174336 184320 
1080 15000 28200 163680 1497eO 307200 O

 5040 10080 126000 120960 403200 O
 

O
 O 90720 90720 48e840 O

 
O
 

O
 6046 22861 48700 I14704 154688 193024 122880 

3450 8e42 3zo80 603zo 169088 140288 245760 
2064 15660 27936 131904 118272 368640 O

 6120 I1640 96000 90240 460800 O
 

O
 3360 62160 60480 537600 O

 
O
 

O
 30240 30240 604800 O

 
O
 

O
 

O
 O 6652go O

 
O
 

O
 

O
 

O
 

(~~1C eD~t~t 64 1~~IJ~) 

(1985 ･ 2 ･ 20 ~t~~) (-~~;~~~C!S~) 

81 




