
Bootstrap推定量の多項式近似

一ノンバラメトリック統計学の話題から一

高　　　橋

1　は　じ　め　に

　9uenouille，Tukey等により提唱されたJack㎞ife法，EfrOnによるB00－

tstrap法は大型計算機の発達・普及による計算遠度の飛躍的な増加と計算コ

ストの減少によりデータ解析の強カな武器として近年その有効性と重要性を増

しつつある（Efron［1979a，bコ）．一方von－Mises，FilipPova・Reeds等によ

り研究されている統計的汎函数の“Taylor展開”及び漸近理論もノンバラメト

リック統計学で標準的な方法となってきている（Reeds［1976コ。Huber［1981］，

Femh01・［1983］）．Jackknife法の正当性についての議論は9uenouille［1949コ。

Tukey［1958コ以来，数学的及び数値解析的に数多く発表されてきている，（Mil－

1er［1974コ，［1978コ）．これらの中で恐らく最もユニークなものは，一見無関係に

見えたJackknife法と統計的汎函数の漸近理論が実は同一の基盤に立つもので

あることを発見し，VOn－MiSeSの理論にもとずき，推定量の分散及ぴバイアス

のJackknife推定の漸近的一致性を証明したJaeckel［1972コの研究であろう

（Miller［1978］、Huber［198ユコ）．Bootstrap法の有効性に関してはいくつかの

具体例をモンテカルロ法により，又有限母集団の場合は多項分布をもちい議論

されている（Efron［1979a］［ユ982コ）．又一般の母集団では，一定の正則性の

条件下でBOotstrap法により推定された分布函数が漸近的に正規分布に収東す

る事等が，Bicke1－Freedman［1981コやSingh［1981］らにより証明されている．
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　　　　　　　　　　　Bootstrap堆定量の多項式近似　　　　　　　　　　（45）

　本稿では2節で統計的汎函数の理論にもとずく漸近理論を主にReeds［1976］

の枠組みの中で説明し・3節ではJackknife法及びBootstrap法．を簡単に議

論する・本論文の主要テーマは4節で論じる多項式近似法で，これはJack－

knife法とBootstrap法の中間に位置するも．のである．

　　　　　　　　　　　2統計的汎函数と漸近理論

　本節ではv㎝一Mises・FilipPova等により提唱された統計的汎函数の漸近理

論を簡単に説明してゆく・証明や詳しい議論はReeds［1976コ，Huber［1981，

ch・3コ，Femhol・［1983コを参照されたい．

　X1，……，X冊を未知の分布Fからの犬きさ冊≧1の標本，又θをFの

バラメタとする．（後述するがθの例としては，別X1l，Var帆｝等を考え

る．バラメトリック統計学とは異なりθがアを決定するわけではない事を

注意しておく・）ここでθ皿＝θ冊（凡……・ふ）をθ？推定量とするとき，我々

の関心は

　　　　　　　　（i）θ冊の精度，即ちθπの分散の推定．

　（2・1）　　　1（ii）∂切のバイアス推定．

　　　　　　　　（iii）θ冊の分布の推定．

等にまとめることが出来る・しかしながら，与えられた有限標本数冊のもと

で上記問題に対する解答を求めることは，Fが正規分布であり又夕が平均や

分散とい？た・非常に簡単な場合を除き現在の確率論のレベノレでは多くの場合

不可能である．そこで一つの近似として標本数冊を大きくしていった時の∂刑

の（分布の）極隈にもとずく議論が意味を持ってくる．以下ノ．ンパラメトリヅ

ク統計学に於ける漸近理論を展開してゆくが，まずいくつかの定義より始める．

〃1をが上で定義された分布函数のつくる十分大きな凸築合で真の分布F

及び一点に退化した分布δ。，”∈がをすべて合むものとする，ここで

　　　　　　　　　　　蝸一111：二
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（46）　　　　　　　　一橘論鐙第94巻第1号

明らかにX1，……，X刑の経験分布函数声（”）＝肌一1Σδエ、｛（一。。，”］｝はルの

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
要素である．さらに〃をルを含むある位相ベクトル空間とする・さて仏

丁を〃。で定義された汎函数でバラメターθ及ぴ推定量θ把はそれぞれθ＝

σ（ア），∂冊＝T（声）なるものとする．ここで一般にTは柵にも依存する．即ち

6冊＝・丁冊（声）と書くぺきであるが以下推定量を定義する汎函数は肌には依存し

ないものと仮定する，推定量6πは声を通じてのみ柵に依存するのである・

この様な汎函数を“統計的汎函数”と呼ぶ。

　例2．1確率変数Xの平均θ＝別X｝及ぴ標本平均亙＝冊一1ΣX｛は汎函
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’＝工
数σ＝rを　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’

・（θ）一∫・州

で定義すれぱ

1一σ（ア）一∫洲

文一・（め一∫漱・）一バ1躯

となる．

由2，2Xの母集団分散θ≡別X一亙X｝2及ぴ標本分散∫2＝バ1Σ、兄（X。

一文）2は汎函数σ＝Tを

　　　　　　　　　　・（θ）一去∫∫（・一砂）物（・）・θ（型）

で定義すれぱ上と同様θ・・σ（ア），∫2＝T（ガ）を得る、しかしながら分散の不

偏推定量82二（冊一1）一1Σ（X。一亙）2は統計的汎函数では表わせない。

　　　　　　　　　　1！1
　例2．3θをあるパラメター（応用上多くの場合分布の位置又は尺度バラメ

ター）とする時，θの函数ん（‘，”）に関する〃一推定量6（刎は，

　　　　　　　　バ1Σ尻（6（刎，ム）＝血aX椛一1Σん（θ，X｛）

　　　　　　　　　　H　　　　　　　　θ　　　i＝1

で与えられる．従って遠当な正則条件下で

　　　　　　　　　　　　π一1Σん’（∂例，．X古）＝O

　　　　　　　　　　　　　｛＝1
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Bootstrap堆定量の多項式近似 （47）

汎函数τを

∫岬）。・）酬一・

で定義すれぱ明らかに∂㈹＝T（声）が成立している．

　以下簡単のためθ＝r（F），炉＝刀1と仮定する．次に統計的汎函数τの徴

分及ぴTay10r展開を定義する，その為にまずrの定義域を〃に拡張する．

但し任意のθ＞0とθ∈ルに対しT（cθ）昌τ（θ）なる様に拡張を行うもの

とする．さらに任意のF，θ∈ルと0≦に1に対し

　　　　　　　　　　　　　凡（θ〕＝（1一舌）ア十犯

と書くことにする1特にθ＝左の時は

　　　　　　　　　　　　　　琉＝（1一工）F＋オガ

と書くことにしよう・又が（〃・月1）を〃から月1への達続な胎一線型変換

の全体とする．

　定義2．1（Reeds［1976］p－51）。〃で定義された統計的汎函数τがガ

で冶回連続コンパクト徴分可能であるとは下記の条件（i）（ii）（iii）を満足す

る（居十ユ）個の4一線型変換”τ互∈が（〃，刀1）仁0，1，……，居が存在する

ことである

（i）抑〃＝τ（F）

　（ii）任意のθ∈〃，｛＝0，1，……，ト1に対し

（2・2）　、1；駕ゲ怖・・ω」れ1一♂十’帥）

ここで収東は6を〃の任意のコンバクト集合とするとき，すぺてのθ∈6

に対し一様．

　（iii）すぺての乞＝0．1，・…・・，庇に対し♂T”は刀の函数として連続．

　次にτ（F。㈹）の五のまわりでの汎函数的一Tay1or展開を考える．これ

は初等解析学における展開と同観定数項丁（亙），線型項工∂1τ万（θ一刀），二

　　　1次項　デ2♂τF（θ一F）……の和でT（F＋‘（θ一ア））を近似する．この時初等

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4？



（48）　　　　　　　　一橋論叢第94巻第1号

解析学と同様“Tay1or”展開の剰余項

　　　　　　　　　　Rem比（凧㈹）≡T（凧㈹）一τバ（夙㈹）

　（2．3）　　　　　　　　　　　　庇
　　　　　　　　　　τ苫‡（F。㈹）＝Σ（舳∫）♂”（θ一■）

　　　　　　　　　　　　　　　　｛昌o

を考える．

　定義2．2　（Reeds［1976コ，p・56）〃で定義された統計的汎函数丁がF

でゐ次のコンバクト丁乱y10正展開可能であるとは（此十1）個の｛一線型変換

♂τパが（”，月1）仁0，1，……，此が存在して亡→Oなるとき

　（2．4）　．　　　R・m祀（F。（θ〕）μ比→0

がすぺてのθ∈6に対し一様に成立することを云う・ここで6は〃の任意

のコンバクト集合で、この時rは耐タイプの剰余を持つという事にする。

一般に｛一線型変換♂T〃のかたちは復雑であるが統計学的な間題に於いて

は，多くの場合♂T”の積分表示を仮定できる．即ちあるが上の函数

　ψ（の（”。，……，物）＝ψ㈹（”、，・・…・，吻；夙丁）が存在して．　　　　　　　　’

　　　　　榊サ∫・∵…∫1ω（勿、・・…）真二（1一・）（・’）

　（2．5）

　　　　　∫……∫ψ㈹（恥一・・吻）真研（勿）一・

が成立する（cf－Huber［1981コch・2）。

　付記2．1　定義2．1と定義2．2との関係については“Tが此回連続コン

パクト徴分可能であれば此次のコンパクトTay10r展開可能である”ことが

証明されている（Reeds〔19ア6］p．152）。

　付記2．2τがFで一階のコンバクト徴分可能であるとは，（直観的には）

Fの佳意のコンバクト近傍でTが線型汎函数で一様に近似できることをいう

わけであるが，ここで実はどの様な近傍を考えるかによって種々の徴分が定義

される．例えぱ（2．2）の収束が任意の有界築合上で一様ならばFrechet徴分
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B00tstrap堆定最の多項式近似 （49）

が，又任意のθについて（2．2）が成立するならぱGateaux徴分が定義され

る．（それぞれの場合に対応し定義2．2も書きなおされる．対応する剰余を

画比，ラ、庇　と書くことにする．）明らかにGateaux微分が一番弱い条件下で成

立，したがって多くの統計的汎函数はGateaux徴分可能であるが，いろいろ

の望ましい性質（合成函数の徴分可能性や剰余頃の確率収東等）が一般に成立

しない．一方Frechet徴分は上の問題も含め多くの有用な性質を持つが，

Frechet徴分可能な統計的汎函数は非常に限られている（DieudOm6［ユ960］，

ch．8，Huber［1981コ，ch．2）．Reedsにょりもちいられているコンパクト微分

は両者の中間に位置するもので解析学的には合成函数の徴分が成立する最も弱

い条件を与える．

以下τは庇回連続コンバクト徴分可能とし（主に庇＝1，2・にの場合を考え

る）T（ア‘）の展開を考えてゆく．まずト1として

・（夙）一・（ア）十1∫ψω⑫）飾）伽（琉）

　　　　　　　　　　＝r1‡（乃）十Rem工（凡）．

ま＝1とお’ナ｛まθ肌＝T（F），θ＝T（F）より

　　　　　　　　　　・　　　　1　冊　　　　　　　　　　　’　（2．6）　　　　　θ、＝θ十一Σψ（1〕（ム）十Rem。（刀）

　　　　　　　　　　　　　　椛｛＝1

を得る、ここでψω（ム），……ψω（X冊）は真の分布アのもとで平均0，分散

σ2＝亙｛ψ〔1〕（ム）12の独立な同一分布にしたがう確率変数列である・したがって

0くσ2＜ooならぱ侃⇒ooなるとき

　　　　　　　　　　　　　1　冊　　　　　d
（・・）　　　万君ψω（乃）・→舳σ2）

が中心極限定理より成立する．ここでもしも

（2．8） 　　　　　・　ρπRem1（F）一一）0 aS椛→OO

が成り立っていれば（2．6）～（2．8）より
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（50）　　　　　　　　　　一橋論叢　第94巻　第1号

　　　　　　　　　　　　　　・　　　d　（2．9）　　　　　何［θ皿一θコー→亙（0，σ2）　　　as椛→。。

を得る、これよりθ兄の分散の近似として

　（2．10）　　　　　　　　　　　　Var｛θ冊｝亀椛■1σ2

をもちいる事は合理的であろう．一方θπのパイアス推定に関してはτが2

回連続コンパクト微分可能とする．上と同様

　　　　　　　　　　　r（乃）＝τ2‡（乃）十Rem2（夙）

‘＝1とすれぱ簡単な計算により

　　　　　　　　　　　　　1皿　　　　　　　1　冊　蜆　　　　　　　τ。｝（力）＝θ十一Σψω（X。）十□ΣΣ尻。（ム，X’）
　　　　　　　　　　　　　肌’＝1　　　　　　　　　　2例　i＝1ゴ11
　（2．11）

　　　　　　　舳）一ψ㈹（舳）一∫［ψ1〕（屯1）・ψ㈹（ω1帥）・

さらに真の分布Fのもとで　助｛ん2（X1，X里）トo，坊｛ゐ2（X1，X2），X｛トo，｛＝1，

2．そして亙”｛尻2（X｛，X’）伽（巧，ム）｝＝刃F｛尻22（X｛，X’）1if（づ，プ）＝（1，ゐ），＝0else

等の関係も計算できる．したがって犯→ooなるとき

　（2．12）　　　　　　　　　E”｛Rem2（左）｝＝0（犯一1）

であれぱ、肌→ooなるとき

　　　　　　　　　　　　　　1　（2．13）　　　　　　EF｛θ冗｝＝θ十一亙万｛伽（X1，X1）｝十0（肌一1）

　　　　　　　　　　　　　　2肌

を得る．これよりθ兄のバイアス推定として

　　　　　　　　　　　　　　　1　（2．14）　　　　　　　　　　Bias弓＿刃〃｛ん2（ムX）1
　　　　　　　　　　　　　　　2肌

を考えることができる．もち論，推定方式としての（2．10），（2．14）が可能と

なるためには（2．8）及ぴ（2．12）が成立しなけれぱならない．ここが実は統

計的汎函数の理論の確率論的側面を構成する部分である．

　定理2．1　（R㏄ds［1976］p－80）　もしもRem店（声）が甜タイ．プで，

何（アーF）がタイトである時，もしもRem‘（〃）が可測であれぱ

　　　　　　　　　　　　　　’　ρ　（2．15）　　　　　椛舳Rem砧（F）一→0　　　　　as竹→oo
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　　　　　　　　　　　B00tstrap堆定遮の多項式近似　　　　　　　　　（51）

　π（ガーF）がタイトであるとは任意のε〉0に対しあるコンパクト集合

6⊂〃が存在して　P｛4τ（方一F）∈61≧1rε　となることである．さて実際に

本節の方法をもちいる場合空間〃にいかなる位梱を導入するかが問題となる．

もしも非常に強い位相を導入すれぱ（開集合の数が多くなる．即ちコンバクト

集合の数は少なくなる故）Tがコンパクト微分可能になる条件はゆるまる，し

かしながら視（F－F）がタイトになりにくくなる．弱い位相を導入すれぱ逆

のことが起るわけで，このtrade－o丘関係を満たしつつ合理的な位相を導入する

ことは難かしい．多くの場合，ad　hocな位相が必要な様である（Reeds［ユ9ア6コ

ch．5，6）．

　付記2・3　（2－6）で‘＝1としてTay1or展開を求めているが，これは定義

2．2と比ぺると一見不合理に思える．しかしながら定義2．2ではθ，Fとも

固定されている，一方（2・6）ではθ＝ガで以下肌→o。なる場合を考えてい

る・したがって　1方一列＝0埋（犯■1”）as肌→o。より，正式には

　　　　　　　　　　　　’　　　　　む　　　　＾
　　　　　　　　　　　　FFF＋万π（F一亙）

　　　　　　　　　　　　　昌刀十3［何（F－F）］，　　　　　∫＝〃仮

と書くことにより　仮（ガーF）雪0刃（1）．又‘＝1は　∫＝1／π→0　と同義と

なり，定義2・2の枠組みの中で考えられる．

　付記2．4（2．9）で一応∂冊の分布の近似も与えられるが，より精密な

EdgewOrthタイプの展開も理論的には可能である．間題は定理2．1の精密化

で現在の所Frechet微分を仮定せずに行う方法は（少くとも筆者には）不明で

ある。統計的汎函数のEdgewOrth展開についてはReeds［1976コch．4又は

Takahashi［1984］を参照されたい．

本節を終えるにあたり具体的にψω（”）を計算する方法について述べておく、

（2．5）より
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（52） 一橋諭叢　第94巻　第ユ号

∠（f）一舳）一τ（（H）・十1θ）一舳∫ψ㈹（・）1g（・）‡…

したがって

（ム・・）　差λ（1）1一・一∫ψω（・）・θ（・）

ここでθ＝δ螂とすれぱ

　　　　　　　　　　　　d　（2．ユ7）　　　　　　　　　　一ノ。（‘）1。、o＝ψω（”）

　　　　　　　　　　　　砒

ただしλ岳（亡）＝T［（1－O）F＋エδ躬］”∈月1

二次，三次の“導函数”についても同様に求めることができる．最後になるが

ψω（”）をRObust統計学ではiniuen㏄函数と呼ぷ（Huber［1981コ）．

3Jackk皿i蛇法とBOotstmp法

　前節と同様θを未知の分布Fのバラメター，θπを標本X1，・・…・，X皿にも

とずくθの推定量とする．本節でも問題は（2・1）（i）・（ii）・（iii）の考察であ

るが，ここではJackknife法及びB00tstrap法をもちいこれらの問題を解い

てゆく．｝ackknifeやBootstrapの議論にとって∂皿がX1，…・・一，X皿の対称な

函数であることは重要であるが，∂冊が統計的汎函数で定義されるという仮定

は本来必要ではない．しかしながち前節との関連上，簡単の為にある統計的汎

函数により　∂冊＝T（声）と定義されると仮定する．

　3．1Jackk－ife推定　が〕を標本列x1，……，ムー1，x吾。一，……x冗の経験分

布函数，’〆≡・τ（が））4＝｛，……，肌を｛番目の仮性推定量（pseudO　estimate）

とす乏．6㈹はづ番目の観測値克を無視しθを推定したものである．こ二

でθのJackknife推定量を　　　　　　　．

　　　　　　　　　　　　　　6ω＝⊥圭∂㈹

　　　　　　　　　　　　　　　　　犯i＝1

．で，又i番目の（Jackknife）仮性値（pseudO　value）をρ（4）≡犯θπ一

（肌一1）6、ωで定義する．さて∂冊のバイアスを3（θ冊）＝助（θ冊）一θ（F）とす
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　　　　　　　　　　　　Bootstrap堆定最の多項式近似　　　　　　　　　（53）

る時9uenouiHeによるバイアス推定は
　　　　　　　　　　　く　、
　（3．1）　　　　　　　　BIASJ［θ冊コ＝（冊■1）（がJ〕一∂肌）

で定義される・したがってθのJackknifeバイアス修正ずみ推定量は，
　　　　　　　　　　　　　　一　、　〈
　　　　　　　　　　　　　θ＝θ冊＿BIAS■［θ冊コ
　（3．2）

　　　　　　　　　　　　　　＝πθパ（冊一1）θ〔の

となる．9uenOuiueによれぱ6は∂πよりれ一1の項のバイアスを取りのぞく，

即ち風＝助｛θ・｝と書く時・もしも肌に依存しないFの函数α1（ア），α2（F），

……が存在して

（・．・）　　・兄一θ・⊥α、（・）十占α；（・）。＿．．．

　　　　　　　　　　　　　　犯　　　　　肌

となれぱ，明らかに

　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　1
　　　　　　　　刀1一・＝θ十高α1（ア）十（肌一。）・α・（F）・・

したがって簡単な代数計算により

　　　　　　　　　　　　助1θ｝＝棚冊一（犯一1）亙冊一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　＝θ　　　　　　　α2（F）十　・…
　　　　　　　　　　　　　　　　　　犯（卜1）

を得る．より直観的な説明はEfron［1982コch2・3を参照されたい．

　一方θ冊の分散var（θ。）一助｛θ冊一助θ刑12のJackknife推定は

　　　　　　　　　　　’〈　，　肌」1π
　（3・4）　　　　　　▽ARJ［θコ＝一Σ（卯L卯〕）2
　　　　　　　　　　　　　　　　　肌　‘！1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　把　　　　　　　　　　　　　　　　＝犯（椛＿1）暑（ρω一舳）2・

　　　1　¶

賦r1鴛れ㌶㌶1ま㌶㌫㍗兄コ、
［れ（冗一1）］一1Σ（ムー亙）2となる事実にもとずいてい名．この考えは下でも論ず

る一般の統計的汎函数の線型近似に拡張される．さらに∂冊＝五冊なる時の類

推からTukeyは

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　53



（54）

（3．5）

一橋論叢第94巻第1号

（1－1）／灰土舳）
を予想した．

　Jackknife法の理論的研究は数多く発表されている。Mi11er［1974］・［1978］

による二っのサーベイ論文は過去20年間に発表された主な結果及ぴ論文を網

羅している、それらの多くは上言己Tukey予想を個々のθ冊について証明又は

反証している様に恩われる．（3．5）はもち論ρωが少くとも漸近的に独立で

あれば成立する．この問題については以下の議論からも明らかであるがρω

の定義をみるかぎり易しくはない、一方問題を分散及びバイアスの推定に隈れ

ば比較的見通しのよい議論がJaecke1［19ア2コにより展開されている一以下彼

の理論を簡単に紹介しておく、基本的には2節で展開した漸近理論にもとずく

分散及びバイァスの近似式（（2．10），（2．14））でψω（躬；F，T）及ぴん。（”，砂；

F，T）をデータにもとずいて推定するのである，そのためにまず一1≦亡≦1な

るむに対し6冊㈹（亡）＝τ（戸。㈹）を考える、ここで戸、㈹＝（1一后）ガ十‘δ苅4；1，

，1（ここ柳）（・）一｝1〕（一∴）一1ωである）・1てそれぞれの

づに対し，τ（瓦ω）を士＝0でTay10r展開すると（2次のTay10r展開が可

能と仮定して），2節の結果より

（3．6）

鵬㈹）一τ（め・1∫ψω（仏帥（1ガめ（・）

　　　・去1・∫∫ψ㈹（舳姉（1ガめ（・）・（1ガ眺）

　　　　　　　　　十Rem2（夙㈹），

‘≡一1／（犯一1）とすれぱ

　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　＾　　　　　　　　∂㈹＝∂冊一一ψω（X｛，珂丁）
　　　　　　　　　　　　　肌一1
　（3．7）

　　　　　　　　　　十11、ん、（乃，ム，打）十R・m，（戸，ω）
　　　　　　　　　　　2（肌一1）

従って（三．7）の右辺第三項以下を無視すれぱ



（3．8）

Bootstrap堆定量の多項式近似

∂1｛L∂兄・一⊥ψω（ム，打）

　　　　　肌一1

（55）

一方（・・）11∫ψW械一・そこで

（ふ・）　含（1（の一1冊）三、（肌圭1）・茗肌砧τ）

を得る．（3．4）で6ω；6。とすれぱ（3．8）より

　　　　　　　　　く　、　　1蜆
（3・10）　冊’VAR・［θ1］・一看1ψω（姑・）12

又（3．9）より

　　　　　　　　　く　、　　1　冊　（31工）　　　肌・BIASJ〔θ冊］三　　　Σ危。（ム，ム，車τ）
　　　　　　　　　　　　　　　2（肌一1）仁、

即ちJackknif・の分散及ぴバイアス推定は、ψ（1〕（”），尻。（”，μ）を声で推定す

’ることに外ならない．したがっそ定理2．1の条件下で叱＝1の時

　　　　　　　　く　　　P1
（3・12）　犯．VAR∫［θ・1→声1ψ㈹（乃）1　肌珊

又冶昌2ならぱ

　　　　　　　く　、　P1　（3．13）　　　冊．BIAS．1［θ冊コ→一五ア腋・（X1，X1）｝　　　肌→oo

　　　　　　　　　　　　　　　2

が成立する事は明らかであろう（Jaecke1［1972］）．

　上の議論よりもしもrが十分滑らかでないならぱ，Jack㎞ife推定量の漸

近的一致性は保障されない、一つの例がミディァンの分散推定である（EfrOn

［1982コ；p．16）、さてTukey予想であるが仁θは基本的には

　　　　　　　　　　一1　”　　　　　　’　　　　　　　　　　一Σψ｛1〕（ム，珂丁）十（卯〕一θ）
　　　　　　　　　　肌一1H

に等しい，したがって中心極隈定理が適用されるための一つの十分条件は

ψω（石，卑丁）が，方に関しFのまわりでTay1or展開可能で剰余項がぜ口

に確率収東することであろう・｝・ずれにせよ数学的に厳密な証明は可能だが非

常に面倒であろう．
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（56） 一橋諭叢　第94巷　第1号

　3．2B00tstmp法　EfrOn［1979a］により提唱されたB00tstrap法は概念

的にはJackknife法よりずっと簡単である．（2．1）の（i），（ii），（iii）は

　　　　　（i）　　　　　　Var［6π］＝刀亙｛6冊一亙互∂冊｝2

　（3．14）　　（ii）　　　　　　　　　1…［θ冊コ＝1；刀｛θ冊i一θ（11）

　　　　　（iii）　　　　　Dist（”）＝1〕”｛θ冊≦躰｝

の推定ということだが，Bootstrap推定は右辺のFを経験分布函数アにお

きかえるだけのものである．

　　　　　　　　　　〈　　　　　（i）　　　　　VARB00Ts［∂冊コ＝刃ガ｛∂冊一亙声∂冊｝里

　　　　　　　　　　く　　　　、　　　　、
　（3．15）　（ii）　　　　　BIAS日o0Ts［θ冊］＝亙刈θ冊｝＿θ（F）

　　　　　　　　　　〈　　　　　　　　、
　　　　　（iii）　　　　DIST咀o0Ts（”）≡1〕戸｛θ冊≦”｝

ここでFが正規分布で，又0が簡単なパラメター（汎函数）であれぱ右辺

は理諭的に計算できる，又アの分布形が判らなくとも0が比較的簡単な汎

函数で定義されるのならぱ2’節の方法が有効であろう．しかしながら近年多く

つかわれだしたアダプティブ推定量（例えぱSwitzer［1972］，EfrOn［1982コ

p・28）等については適当な統計的汎函数の存在が，又存在したとしても解析

可能かどうか，従って2節の方法はかならずしも有効とは限らない・この様に

現実に数多く存在する“復雑”な状況においてEfrOnはBootstrap推定量を

推定する方法としてBootstrap分布をもちいることを提唱した．Efmnの方

法は次の三段階より成る．

　Step1与えられた標本より経験分布函数Fをつくる．さらにθ刑＝θ祀（X1，

　・・，x冊）を計算する．

　Step2分布Fより大きさ肌の標本X戸，……，X冊｝をとりθ冊㌧

θ冊‡（X1’，……，X冊‡）を計算する．具体的には｛X1，一・・，X冊｝の中から，く

り返しをゆるして例個の数字をランタムに選ぴ，それらにもとずきθm‡を

計算する．

　Step3　Step2を刀回（例えぱ月＝100，500，……etc・）くり返し∂冊‡仰，

∂冊‡｛2〕，……，6m叩〕を得る，それらより
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　　　　　　　　　　　　Bootstr乱p堆定量の多項式近似　　　　　　　　　（5ア）

　　　　　　　　　～　　　　・　　　1　丑　。　　　　、
　　　　　　　　　▽AR・oo工s［θ肥］＝一Σ（θ冊｝⑫Lθ肌‡（．〕）2

　　　　　　　　　　　　　　　　　万一1H

　（3．16）　　　　　BIASB0㎝s［∂皿］＝∂冊｝O＿∂冊

　　　　　　　　　～　　　　　　　・　　　1　　　．　　　　　　　　　DIST（”）B00丁富［θ冊コ≡一茸｛b：θ柵＾㈹≦”｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　3

　　　　’　　　　　　　　丑　＾
ここでθ帆‡ω＝3－1Σθm州（3．16）がいわゆるB00t・t・ap推定量とよぱれる

　　　　　　　　　1
もので混乱の恐れが無い限り以下（3．16）をB。。tstrap推定量とよぷことに

する．又応用上㎜＝肌とする事が多い故ここでもその様にしておく．Frequen－

tistの確率の解釈によれぱ（3，14）の右辺の意味は，（3．16）の右辺で力をア

におきかえ・B→ooとしたものに外ならない．したがってsupぽ（”）一F（”）1

→0（〃・）as肌→。。が常に成立していることより，もしも6冊が十分滑らか

な汎函数により定義されているのならぱ

　　　　　　　　　lVARBo0Ts［∂冊コーVar［∂皿コ1→0

　（3・17）　　　．　　」BIAsB00鴉［θ柵コー刀（θ冊）1→o　　　as凧→oo

　　　　　　　　　■DISTB00Ts（”）＿Dist（”）1→O

が何らかの意味で成立していることは当然であろう．実際Singh［1981コは

θ＝助（X）なる時，もしもFが非椿子でElX1ド＜OOならぱ

∫。2＝肌一1Σ（X‘一文）2として肌→。。なるとき，

　　　｛昌1
　　　　　　　　　　　　1〕〃｛妬（矛一亙）／∫冊≦”｝
　（3，18）

　　　　　　　　　　　　　　二¢（”）十｛加（1一”2）／6σg視｝φ（”）十0（肌■1）

が”に関し一様に至る所で成り立つことを証明した・ここでσ2＝VarF疋，μ3

＝助（x一θ）3，又¢（”），φ（”）はそれぞれ標準正規分布函数，密度函数である．

一方Bickel－Freedman（1981）は，もしもτが二次の汎函数で，ある函数

ω（”，サ）‘こより

・（ア）一∫∫伽）榊）・・（1）

であれぱ，
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（58） 一橋論叢　第94巻　第1号

∫∫伽）舳舳φ

∫　　ω2（”，”）”（”）　　〈oo

なる時

（3．．19） 　　　　　　　。　　d妬｛τ（か）イ（ア）1→W（O，σ2）

を証明した，

ここでσ2＝4∫（∫ω（・，サ）dF（砂））牧（・）一τ2（F）］，ガ皿＾は〃，……，〃の経

験分布函数．

　しかしながら上の結果は実はBootstrap法の必要のない簡単なモデルにお

けるBootstrap法の有効性の議論で，その意味であまり面白くない．もっと

も，より複雑なモデルに関しては，モンテカルロ法による数値実験に頼る外は

無さそうである（Efron［1982コ，Diaconis－Efron〔1983］）．

　一方B00t昌trap法とJackknife法との関係については，いくつかの結果が

知られている．最も素朴には，両者ともサンプノレからのサンプリングにもとず

いている．Jackknifeが規則的なサンプリングを行うのに対しBOotstrapはラ

ンダム・サンプリングにもとずいている．この意味でJackknifeはBootstrap

の一次近似である．より厳密には次の定理がある．

　定理3．1（EfrOn［1982］ch．6）　τをある統計的汎函数とする，又炉を

方からのランダム・サンプリングにもとずく経験分布函数とする．

　（i）　Tが一階徴分可能である時

　　　　　　　　　　一　　　＾　　　　＾　　1蜆　　　　　’
　　　　　　　　　　τ〃〃（F‡）＝T（F）十一Σψ（〃，夙丁）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　肌1

をτ（F‡）の一次近似とする．この時

　　　　　　　　　く　　　　　肌～　　　　　　　　　ア畑。［r（声）コ＝一γ〃別。珊［グェ〃］

　　　　　　　　　　　　　　　椛一1

　（ii）　τが二次の続計的汎函数卒らぱ
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　　　　　　　　　　　Bootstrap堆定量の多項式近似　　　　　　　　　（59）

　　　　　　　　〈　、　肌＿1～　　　、
　　　　　　　　亙λ8■［θπコ＝一月1∠8珊0珊［θ皿］

　　　　　　　　　　　　　　　肌

　定理の証明はEfm［1982コに詳しいが，ム，……，X冊及ぴ力により“生

成”された確率空間を考え，その中で2節の議論を展開すれぱいいことは容易

に判るであろう．

　多くの例が示す様にBootstrap法はJackknife法に比ぺより広い範囲で有

効である（例えばミディアンの分散推定）．一方Bootstrapで必要とされる

計算量はモデル及ぴ推定量が複雑になるにしたがい加速的に増える．又Bo－

0tstrap推定量の分散をいかに減らすかも問題となってきている、次節では

JackknifeとBootstrapの中間に位置する多項式近似について考えてゆく．

　　　　　　　　　　　　　4　多項式近似法

　前節の最後で述べた様にBootstrap分布を用いての推定には一般に非常に

多くの計算時間が必要とされる．現在いかに安価にコンビューターを使えると

いっても，多重回帰問題，Regression　Tree法（Breiman　et　a1［1984コ）等の

問題にBootstrap法を適用した時等，やはり計算量を滅じる方法は必要であ

ろう・又Bootstrap推定の精度をいかに計るか，即ちくり返しの回数8は

どのくらいの大きさにすべきか等まだ数多くの間趨が未解決のままである．一

方Jackknife法を用いての計算量は，この様なresampling方法の中では最少

であるが，Jackknifeがうまく行くためには（3．8）で見られる様に

（肌一1）（6冊一∂ω）がτの声におけるin且uence函数ψ（D（X山苅τ）のよい近似

となっていなけれぱならない．本節ではJackknife法とBootstrap法の中間に

位置するもの，即ちJackknifeよりも弱い条件下で有効で，しかもBootstrap

程計算量の多くない方法について考えてゆく．基本的なアイディアはTaka－

hashi［1982］で使われたBemsteinの多項式近似法の統計学への応用である．

以下原則として前の諸節での記号をそのまま使う、本節では主に与えられた標

本列ム，……，ムとその経験的分布函数力により構成される“B6otstrap空
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（60） 一橘論叢　第94巻　第1号

間”上で推定量の分散推定を考える．

　Tを統計的汎函数とするとき

（4，1）　　■。（亡）＝τ｛（1一ま）が｝十‘δ乃｝　4＝1，一・，椛

を考える．もち論τがが〕でコンパクト微分可能であれぱん（‘）もε＝0

で連続微分可能であるが，ここでは「■也（ま）は后の函数とし七有界連続，な

いしは有界な二次導函数を持つ」程度を仮定すれぱ十分である．（Bootstrap

推定をもとの確率空間の中で考える時には，より強い条件が必要であるが本節

の議論は，そこまで行か左い．）さて以下の分析にとって基本的なのが次に述

ぺるBemsteinの多項式近似定理である、

　補題4．1　阻冊，！（宮），肌罰1，2，……｝を平均‘，分散σ冊2（着）→0as肌→ooな

る分布函数列で刃冊，〃｝＝〃（2）”冊．垂（2）と書くことにする．

　（a）　もしも∫（含）が有界連続であれぱ

　（4．2）　　　　　　　　　　　1im亙m，ε｛∫｝＝／（‘）

ごこでσ㎜2（亡）→Oが一様となる‘のすべての閉区間で（4．2）は一様収束する．

　（b）　もしも∫（2）が有界な二次の導函数をもてぱ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　（へ3）　　　　1刀㎜，〃｝一∫（‘）1≦一σ㎜2（1）〃∫
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
ここで1∫”（2）1≦；〃∫　fora11払

　証明　（a）についてはChebyshevの不等式の簡単な応用で証明される，例

えばFel1er［1971コ，ch7を参照、（b）については，プ（2）を2＝‘のまわりで

展開すれぱ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　∫（含）イ（‘）十（邊一‘）■（着）十一（呂一ま）γ’（‘。）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2

但だし，1ら一‘1≦12一‘1

仮定より

∫㈹一仰帥）一÷∫G－1）γG）1帥）

　1≦；一σ冊2（ε）〃一

　2
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　　　　　　　　　　　Bootstrap堆定量の多項式近似　　　　　　　　　（61）

以下H冊．！（2）として次のものを考える・み～H榊｛ωと書くとき・1

（州　　中斗（㌘）・（H）㍗

花＝0，1，・…・・，㎜，なる二項分布又は

（州　　・／易斗ぺ）店

花＝0，1，……，なるPoisson分布を考える．もち論両者とも，平均は丘分散に

ついてはVar｛Z1｝．＝肌一1工（1一‘），Var｛刎＝肌一㌔であり補癌4．1の条件を満

足する．

ここで∫（2）を2≧0で定義された函数とすれぱ上記Z1，Z里のもとで0≦‘≦1

に対し

（州　∫（1）一茗∫（去）（㌘）戸（・一1）舳十・…

（舳）　∫（f）一ダ脅（去）（箒）庇伽・

（4．5）の右辺をそれぞれ∫（‘）の多項式近似とよぷことにする．Rem1，Rem2

は（4，2）又は（4．3）によりそれぞれ異なる．さて，亙㎜．‘ωで仰→oo，工→0

　　　　　　　　　　　　　　　d
しかし械＝一定　とすれぱZ1一→■2となる．その意味で（4．5．b）は（4．5，

a）の極限である．一方上記多項式近似の意味は次の補題によっても与えられ

る．

　補題4．2　（FeHer［19ア2］，p．222）差分演算子」を
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　止
　　　　　　　　　　　〃（ま）＝ガ1げ（后十尻）一∫（ま）コ

　　　　　　　　　　　厄
　　　　　　　　　　　〃ア（亡）＝厄■1［〃■1プ（ま十孔）一〃■1プ（ま）］，　　庇≧2

　　　　　　　　　　　克　　　　　　　　　　砲　　　　　　　　　　　　厄

で定義する時次の関係式が成立する

（・・）　為ゾ（・）一噌∫（壬）等

　もしも∫（2）が2＝Oで庇回徴分可能であれぱ∠店∫（O）→（抑”）／（‘）1！ヨo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　伽’1
榊→ooが成立，すなわち（4．6）の左辺は刎→ooなる時／（‘）のむ＝0での

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6j



（62）　　　　　　　　　　一橋論叢　第94巻　第1号

無限次のTaylor展開を与える．その意味で（4．6）の右辺も∫（‘）の“有隈

Tay10r展開”を与えている．ここで重要な点は，基本的には∫（ε）が有界連

続であれば常に近似可能という点である．一方その精度はあまり良くない，補

題4．1．（b）の条件下でも，その誤差は0（例一1）as㎜→。。である．

　以下（4．1）で定義したん（‘）の多項式近似を考え，それにもとずくθ冊の

分散を推定しよう．そのためにまずん（‘）はεの函数として有界連続である

と仮定する．‘・＝バ1での多項式近似は

（4．7）
氏一ん（÷）一・・㈹（÷）・・（・）

aS㎜→OO，ここで

ム仰〕（1）青千（去）（㌘）戸（・一1）“

　さて（4．7）の解釈であるが，これは一義的にはθ何のX｛方向への多項式

展開で，適当な条件下で伽が大きくなる時（3・7）の右辺へ収束する・又

B00tstrapの枠組の中で考えるならぱ〃冊〕（む）は分布が〕を確率（1－f）で，

又δムを確率亡で選ぷ様なBootstrap分布でθを柵回推定した時の期待
値である・したが一て・か〕（÷）llこの特別な・・㎏㎞・分布にl！ず／1

の・・。鮒・・推定1いえる・1らにふ1一〕（去）はおのおのの分布

（・一去）声㈹・去1ハに対し自然な確率をあたえる・（・・t・t…空間の中では

冊一カテゴリーの中から肌個とり出す多項分布が使われるが，ここで論じている

分布はその周辺分布に一致している）・以上の事11λ・（÷）の分散推定1して

（・・）面肌小㈱（÷）1

　　　　　　　　　一薫［ん（去）一ん（÷）lu）（÷γ（・一÷）舳

を得る．声がFから0ρ（1焔）のオーダーで離れている事を考えれぱ肌を

1あまり大きくする事は意味をもたない．応用上は肌＝肌とする場合が多い

様である．これを考慮に入れ次の多項式近似にもとずく分散推定量を定義する．
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（・・）　歳肌痂一抑㎜小ω（÷）1

　　　　　　　　　　　　　　～　　　　　　　　　　〈　さてもしもTが線型であればγ畑poπはγ畑Jで卯〕を∂刑におきか

えたものに一致する（cf一（3，8），（3．10））．

　定理4．1Tが線型統計的汎函数であれぱ

　　　　　　　　　～　　　　　・　　肌一1冊（4．10）　　　7畑。。π［θ冊］＝一Σ（仰一6祀）2
　　　　　　　　　　　　　　　　　犯　｛＝I

が成り立つ．

証明　rが線型であるから，

差［・（÷）一み丁（芸）（÷γ（・一ヅ

（4．11）
一（卯L∂冊）・十三（∂㈹一∂冊）（・（δ五）一∂㈹）

　　　　　　π

　　　　　　　　　　　・（嘉一去）（τ（1ム）一1（1）・

一方左一（・一÷）糾÷い1

　　　　　∂㈹イ（δ乃）＝r（がLδム）

　　　　　　　　　＝τ（冊戸㈹一冊左）＝肌（∂㈹一∂冊）

これを（4．1ユ）へ代入すれぱ（4．9）より定理は証明される．

一方本節の方法にもとずくバイアス推定は，

（4．12） 弧㏄痂一詰［五（剛（÷）一卯〕1

で与えられる．これは（3．1）で定義されたJackkni｛e推定が（3．3）で定義

された亙冊を肌一1の函数とみた時，その線型近似よりバイァスを推定した事

を拡張したものに外ならない．ここでは私をバ1の多項式で近似している．

定理3・1（ii）と同様の結果は予想されるが現存未解決である．
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