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数理ファイナンスの基本定理について

高　岡　浩　一　郎

1　はじめに

金融工学・数理ファイナンスにおいてオプションのような非線形リスクの価格

評価を行うときには,原資産(派生証券の基になっている商品や証券のことを指

し,例えば株式オプションの原資産は株式である)の価格変動モデルを建てて議

論することが多い.離散時間の二項モデルおよび連続時間のBlack-Scholesモ

デルは最も基本的な価格変動モデルとみなすことができるが,これらのモデルに

基づく場合オプションの無裁定価格は一意に定まり,それは次の2通りの計算手

法によって与えられる.

・原資産と安全債券を用いてオプションを複製する方法を考え,その複製の元

手を計算する.

・元の確率ではなくリスク中立確率という確率に移ってから,オプションのペ

イオフの割引期待値を計算する.

2つの手法は同じ値を与えることが数学的に保証されている.金融工学に興味の

ある学生は,本学では学部3年次から大学院修士課程において講義やゼミでこの

話題を学ぶことができる.テキストブックとしてはHull [10],藤田　7],蓑

谷[13], Baxter& Rennie [1], Lamberton& Lapeyre [12]などを参照さ

れたい.
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より一般的なモデルを建てて議論しようとする場合,以下の疑問が生まれる.

1.オプションの無裁定価格云々を論じる前にまず,原資産と安全債券を用い

るだけでは裁定取引l)を組めないようなモデルになっているか?

2.リスク中立確率が存在するか?

3.リスク中立確率は唯一存在するか?

4.すべての条件付き請求権(contingent claim)は,原資産と安全債券の

取引によって複製可能か?

ここでラフに言って1と2は同値であり,また, 3と4は同値になる.前者の同

値性を数学的にきっちり定式化したものを数理ファイナンスの第1基本定理と呼

び,後者の同値性を定式化したものを数理ファイナンスの第2基本定理と呼ぶ.

単に「数理ファイナンスの基本定理」と言うときには第1基本定理を指す2).こ

の定理は実務計算上の重要性は高くないかも知れないが,一般的な理論を展開し

ようとする時は念頭においておく必要がある.

本稿の目的は,第1基本定理を離散時間版と連続時間版それぞれについて解説

し,さらに連続時間版において現在最強だが難解だと言われることが多いDel-

baen & Schachermayerの定理[5]を見やすくするために筆者が最近証明し

た結果[17]を紹介することである3).スペースの制約上,各定理の証明は省略

するが,どのような数学を用いるかについては各所で述べていきたい.

なお,以下の議論において金利はゼロと仮定しておく.安全債券で予め割り引

いた証券価格過程を用いて議論すると考えても良い.

2　離散時間

離散時間の設定下では,決定版と呼べる定理が1980年前後に示されている.

定理1 (Harrison&Kreps [8], Harrison&Pliska [9]) T<-とし,フィ

ルター付き確率空間　ォ1 7, (チ,),=。.1,-,r, P)を考える. ♯0<-を仮定する.取d

値の適合的な確率過程&-(o(y/=。,i,-,Tに対して,以下の2性質は同値である.
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1.次をともに満たす取d値可予測過程H-Of,),.,…Iは存在しない:

PL(ff-S)T≧0]-l　かつ　P[(#-S)r>0]>0.

ただし, (H'S),: -∑'.^HASu-Su-0つまり離散時間版の確率積分である.

2. Pと同値で,かっSをマルチンゲールにするような確率が存在する.

解釈としては, Sがd種類の証券(安全債券を除く)の価格過程を表し, Tが満

期を表す.そしてH,はtll時点からt時点までのポートフォリオ,つまり各証

券をどれだけ保有するかを示すd次元ベクトルである.その解釈にピッタリ当

てはまるためには, Htの値がtl1時点までの情報で確定していなければならな

いが,その点はHが可予測過程であることと対応している. Cff-S),は投資のt

時点までの合計損益を表している.そして1番目の性質は裁定取引を組めないこ

とを表し, 2番目の性質がリスク中立確率の存在を述べている.

ここでn:-♯E2とする.実数値確率変数を1つ考えることは計n個のシナリ

オそれぞれに対して実数を1つずつ割り振ることと同じなので,実数値確率変数

全体の集合は取nと同一視できる.そして様々なHをとった時に最終的な合計損

益として書き表される確率変数全体の集合

A:-{(H・S)r Hは現d値可予測過程　　　　　　　(*)

は政nの線形部分空間と同一視できる.このことを念頭におくと,定理1は,線

形計画法や凸解析の分野でStiemkeの補題として古くから知られる次の主張と

同等であることが分かる.

Stiemkeの補題4) 115"の線形部分空間Aに対して一般に,以下の2性質は同値

1&5&I

i. An(汲n+＼{o})-臥

2. Axn皿n++≠仇

ただし　TCP"はRnの元のうち各成分が全て非負であるようなもの全体の集合を表

し, m*は取nの元のうち各成分が全て正であるようなもの全体の集合を表すと
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する. AlはAの直交補空間である.部分空間Aを上記の式(*)のように定義

すると, AlnTED"の元を規格化したもの(つまりn個の成分の和が1になるよ

うにスカラ一倍したもの)がリスク中立確率になるので,このStiemkeの定理

における1番目と2番目の性質は,定理1のそれと対応していることになる.さ

らにリスク中立確率が唯一存在することはAの余次元が1であることに対応し,

これが数理ファイナンスの第2基本定理につながっていく.

なお,定理1においてシナリオ数が有限という仮定♯Elく-を完全に外せる

ことが　Dalangetal. [2]によって1990年に証明された.

3　連続時間

連続時間の設定下では起こりうるシナリオが無限個あるので,数理ファイナン

スの基本定理を考えることは前節のStiemkeの補題およびそれに関連する線形

計画法や凸解析の無限次元版を考えることを意味する.しかし無限次元の解析は

現在も未整備な状態である.例えば凸解析の大家Rockafellarは近著[14]にお

いても記述を有限次元に限定しており,その理由の1つとして次の旨を前書きで

述べている「有限次元における多くの概念の無限次元版を考えようとするときは,

様々な候補が考えられ,そのうちのどれが本質的なのかを理解するためには,も

う少し時代を経て研究が積み重なる必要があると思われる」.以下の諸定理は,

確率過程論の言葉を用いて無限次元版を開拓する一連の試みと見なせるかもしれ

ない.

離散時間でも時刻-まで考える設定ではいわゆる「倍賭け戦略」が可能になる

が,連続時間では終末時刻が有限でも倍賭けに相当する戦略が可能になる.それ

を考察対象から外すため,以下のように"admissible　という概念を定義して

おく.

定義　以下本節においてフィルター付き確率空間(Elグ, CF,),e[an, P)を考える,

ただしT<∞.また, Rd値セミマルチンゲールs-cs,)^　　を考える. Sは層

所有界5)であると仮定しておく. aを正の定数とするとき, Rd値の可予測過程H

-(#,),。(げ]がa-admissibleであるとは, HがSについて確率積分可能であり,
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さらに

(.H・S),≧ -a,　∀t∈ [O, n a.s.

を満たすことである.ただしH・SはHのSについての確率積分を表すことと

する.また,このようなaが存在するとき, Hはadmissibleであるという.

連続時間の基本定理に関してはKreps [11]やStrieker [16]らの貢献も非

常に大きいが,現在最強6)といわれている定式化はDelbaen & Schachermayer

による1994年の結果である.

定理2 (Delbaen &Schachermayer [5]の主定理)次の2性質は同値である.

1.　admissibleなHたちが

IimCfl" - 5)7-0 inL"
K-*-O

を満たせば必ず

IimCff"・S)f-O in probability.
刺=コESS

(DelbaenとSchachermayerはこの性質を"No Free Lunch with Vanish-

ingRisk　と呼んでいる.略してNFLVR.)

2, Pと同値で,かっSを局所マルチンゲールにするような確率(equiva-

lent local martingale measure,略してELMM)が存在する.

命題3 (Delbaen &Schachermayer [5]のExample7.7) NFLVRは,次を

ともにみたすようなadmissible Hの非存在(No Arbitrage,略してNAとい

う)よりも真に強い性質である.

Pl(H-S)7≧0]-l　かつ　P[(H-S)t>0}>0.

定理2の証明は, L∞空間に汎弱位相o(Lの; v)を入れた位相空間に関する性

質をいくつか用いることもあり,かなり難解であることが知られている. 「確率

解析(stochastic calculus)を用いた解りやすい証明があるだろう」 「たとえそ

れは無理でも,少なくともELMMの存在と同値な確率解析的性質があるだろ

う」という予想が出されたが,次の命題によって,ほぼ不可能だろうと思われる

ようになった.

命題4 (Delbaen &Schachermayer [6]より)以下の諸性質をすべて満たす
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連続セミマルチンゲールSの例が存在する.

・Sはstructure conditionを満たす.つまり, Sのセミマルチンゲール分解

をS-S。+M+Aと記すとき

dA,-dくM),ht

を満たすRdJ直可予測過程hが存在し,さらに

fA. dく,M),h,<-　a.s.

ただしh;はh,の転置を表す. (このstructure conditionが成り立てば,局

所マルチンゲールL:-」(-h-M)は値が正であり,さらにLSも局所マ

ルチンゲールになることを伊藤の公式を用いて確かめることができる.ただ

しEはstochastic exponentialを表す. )

・SのELMM (Qと記すことにする)が存在するが,上記のLはマルチン

ゲールでない, -まり雷-LTとはなり得ない・

このうちstructure conditionは確率解析的に見て極めて自然な性質なので,

命題4は驚きをもって迎えられた.この命題は,確率解析だけを用いて定理2自

体を証明するのが不可能(に近い)ということを意味しているが, 「それならば,

関数解析に頼らず確率解析だけを用いることによって,定理2の性質の中でどこ

までを証明できるか理解したい」という問題意識を持って考察を進めた結果,次

の結果(定理5と命題6)を得た.定理5は確率解析だけを用いて証明できる.

定理(Takaoka [17])7)　の径路が連続であると仮定するとき,次の3性質

は同値である.

1.admissibleなHたちが

如tきup(H"-s)r=o
:[。,r]inL問
を満たせば必ず

Iim(fl"・S)t-0inprobability.
t;~'、7
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2.LSが局所マルチンゲールになるようなTTD
tllO+値局所マルチンゲ-ルLが

存在する.

3.Sは上記のstructureconditionを満たす.

この定理5の1番目と2番Elの性質は,定理2の対応物よりもそれぞれ少し弱

くなっていることに注意されたい. 2番目の性質から1番目の性質を導く部分は

Sの経路が連続でない場合も証明できるので,定理5全体をSの経路が連続とは

限らない場合へ拡張したいと考え,現在試みている.

またこの定理5を念頭に置くと,定理2は次のように捉え直すことができる.

命題6　Sの経路が連続であり,定理5の3つの性質が満たされていると仮定す

る.以下, L:-」(-Å・M)としておく.このとき,次の5条件は同値である.

1. SのELMMが存在する.

2. LをマルチンゲールにするようなMのELMMが存在する.

3. LT- 1が(Mの確率積分の結果の中で)極大元である.

4. SがNAである.

5. SがNFLVRである.

この命題の証明は4⇔5および1⇒4⇒3⇒2⇒1と示していくのだが,この

うち関数解析を用いるのは3⇒2を示す箇所だけである.マルチンゲールと局所

マルチンゲールの違いを確率解析(stochastic calculus)だけを用いて調べるの

は易しくないこともあって,この3⇒2の部分は確率解析だけでは証明できない

と思われるが,今後,この部分の解りやすい証明を考えることにより,定理2自

体の解りやすい証明にもつなげたいという希望がある.

4　その他

証券数が非可算無限という設定は金利市場をモデル化する時に現れるし,また

可算無限の設定も保険数学とのつながりの上から興味深い話題だと思われるが,
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これらの設定下での基本定理に関してはDe Donno & Pratelli [3] [4]など

少数の結果があるのみで,研究は初期段階にあると言える.金利市場の一般的な

数理モデルを議論するときは,証券数が有限のケースとの「類推」を基にリスク

中立確立の存在を仮定してから議論を始めることが多いのが現状である.

1) 「元手ゼロから出発し,確率1で正の儲けを生む取引」と定義されることが多い

が,より正確に述べると「元手ゼロから出発し,確率1で非負の儲けを生み,さら

に正の儲けが出る確率がゼロでないような取引」を示す.

2)第1基本定理および第2基本定理と呼び分けるのは,筆者の知る限りではShiry-

aevの本[15]が最初のようである.

3)本稿の再校段階で, F. Delbaen氏から,定理5の内容の半分以上はChoulli, T.

& C. Strieker : Deux applications de la decomposition de Galtchouk-Kumta-

Watanabe, Seminaire de Probability XXX, LNM 1626, Springer (1996), pp.12-23

で既に証明されていることを教えて頂いた.よってこの部分は彼らの定理の解説と

考えて下さい.

4)行列の言葉を用いて主張が述べられることも多い.

5)停止時刻の増大列が存在し,その停止時刻で止めればSが有界であるということ.

Sの経路が連続ならば局所有界である.

6)例えば,定理2の主張は測度変換について不変な形だが, Strieker 〔16〕の定理

はそうなっていない.

7)上記の注3)を参照.
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