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ウェーブレット解析
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時系列データのウェーブレット解析は，従来

からの代表的な方法である時間解析とフーリエ

解析([スペクトル]参照)の長所を同時に取り込

んだ方法である.

まず，連続時間 tεRで定義される時系列を

{X(t)}として，標本関数ごとに 2乗可積分，す

なわち，

にX2(t)dt<∞
であると仮定する.そして，{X(t)}のウェー

ブレット解析を行うために，次の条件を満たす

ウェーブレット関数ψ(t)を導入する.

に仰)dt二 0，にが(t)dt二 1
このとき ，X(t)の連続ウェーブレット変換

(CWT: continuous wavelet transform)は，次

のように定義される.

CL(X)=方にX(t)ψ(子)dt 
=にX(t)-oa，b(制

ここで，

-oa，b(t) =ψ((t -b)/α)/va 
である.α は，波長の拡大・縮小を制御するス

ケールパラメータであり， 1/αが周波数の意味合

いをもっている.bはシフトノTラメータであり，

波長の拡大・縮小の基準時点を調整する時間的

な役割をもっている.座標 (b，l/α)により作ら
れる平面は信号平面とよばれる.ウェーブレッ

ト変換は，信号(時系列)を信号平面上にプロッ

トしたものである.工学的な観点からは，ウェー

ブレット変換は，Xをψa，bによってフィルタリ
ング演算したものと解釈できる.そして，フィ

ルタリングの結果として， ψ(t)が原点まわりで
局在しているウェーブレットであれば，X(t)の

時点 b，周波数 1/α における成分が抽出される

ものと考えることができる.

ウェーブレット関数の最も単純な例としては，

次に定義されるハール関数ψH(t)がある.

I 1 (0壬t< 1/2) 
ψH(t) = {-1 (1/2壬t< 1) 
I 0 その他)

この場合のウェーブレット変換は，幅α/2の隣

り合う 2つの区間 [b，b+α/2]と[b十α/2，b+αl
上での X(t)の平均(の定数倍)の差を計算した
ものとなる.パラメータ bが時点に関係し，パ

ラメータ Gがスケールに関係することは明らか

である.

{X(t)}が離散確率過程の場合には，観測ベクト

ルx= (X(l)，・・・ ，X(T))'，ただし，T=2J(J 
は自然数)に対して，離散ウェーブレット変換

(discrete wavelet transform， DWT) 

ω=wx 

が定義される.行列W は，連続な場合のウェー
ブレット関数に対応するものであり，フィルター

演算の役割をする T次の直交行列である.また，

T次元ウェーブレツト係数ωの要素は，スケー

ルごとに分解される.すなわち，最初の T/2個

の要素からなるベクトル ω1は最高周波数に対

応するレベル 1のウェーブレット，次の T/4

個の要素からなるベクトル ω2は次の高周波数

に対応するレベル 2のウェープレット，以下，

T/2j個の要素からなるベクトル ω3はレベルj
のウェーブレット，というように分解される.

DWTは，レベル 1のウェーブレットから段

階的にフィルタ演算を行うピラミッドアルゴリ

ズムにより実行される.そのために，次の条件

を満たす幅 m のウェーブレツトフィルタ {hz}

を考える.
m m 

L hz = 0， L hzhz+2n = 8n，o・

ここで，8n，oは，n=Oのとき 1，それ以外は
Oとなる関数である.最初の条件は，{hz}が振
動的なフィルタであり，高周波数成分を検出す

るフィルタであることを意味している.あとの

条件は，大きさを 1とする規準化条件であると

同時に，偶数個のシフトに対して直交するもの

で，この制約から，フィルタの幅m は偶数とな

る.最も単純な例は，ハールのウェーブレット

フィルタであり，それは，

m=2， h 11  1=万 h2=一万

で定義される.

T/2個の要素からなるレベル 1のウェーブ

レット ω1のt番目の要素 ω1，tは
m 

町，t=12M(2t-l十 l)(modT) 

により計算される.これは，データを重なり合

わせないように 2時点ずつ進ませる downsam-

plingによる計算である.次に，T/4個の要素



「

からなるレベル 2のウェーブレット ω2の計算

に移る.そのために，幅 m のフィルタ {gZ}を

gZ = (_l)z hm+1-Z， (l = 1ぅ・・・，m)

により定義する.この関係から得られるフィル

タを QMF(quadrature mirror filter)という.

フィルタ {gZ}は，スケーリングフィルタとよば
れる.

以上の準備のもとに，T/2個の値
7γz 

uu=lEM(2t-J+1)(m耐)

を計算する.これら T/2個を要素とするベクト

ル町をレベル 1のスケーリング係数という.

以下，T/2J個の要素からなるレベルjのウェー

ブレット ωjとスケーリング係数町の各要素

的 ，tとり，tは，次のように計算される.
m 

ωj，t = ，2:， hz Vj-1，2t-Z+1 (mod T/2j-1) 
Z=l 

Uりj，t戸t戸=12三gz門り一山 H刷山1川(同mo吋d訂何T町/川2幻2J-一
このような DWTの例としては， ドーベシー

のウェーブレットフィルタが有名であり，フィ

ルタに追加的な制約条件を課した上で，さまざ

まな幅のフィルタが求められている (Percival

and Walden [2000]). なお，ウェーブレット変

換は，ここで説明した DWT以外にも，さまざ

まなものがあり，必ずしも直交変換とならない

ものも提案されている.

DWTの応用としては， (a)確率密度，スペ

クトル密度の推定， (b)回帰関数の推定， (c)信

号抽出， (d)不連続点の検出， (e)長期記憶モデ

ルの推定などがある (Bruceand Gao [1996]， 

Percival and Walden [2000]，謝・鈴木 [2002]，

田中 (2005)).

たとえば，長期記憶モデル ([ARIMAモデル]

参照)

(l-L)dX(t) =c(t) 

に対して， DWTに基づく差分パラメータ dの

推定を考えよう.ここで，誤差項 {c(t)}は，平

均 0，分散 σ2の独立系列である.d三1/2なら

ば{X(t)}は非定常となるが，その場合でも，一

般に， DWTはレベルごとにほぼ弱定常，独立

となる.実際，レベル jの DWTは，平均 0，

分散が，ほぼ4jdの定数倍となる.このことか

ら，分散をレベルごとに推定することが可能と

なる.その推定量を。?とすれば，対数線形の

ウェーブレット回帰

logoj=α+ dlog4J +勺
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が得られ，パラメータ dを最小2乗法で推定する

ことができる.図は，上の長期記憶モデル (dの

真値=0.6)からの標本(サイズは 512)に対して

ウェーブレット回帰を行った結果である.実線

は5個のレベルに基づく回帰(傾き=0.521)，点

線は 4個のレベルに基づく回帰(傾き=0.651) 

である.レベルが上がるとともに自由度が少な

くなるので，分散の推定精度が落ちていく.し

たがって，レベル数を多く使った回帰が必ずし

も優れているとはいえない.実際，図の右端の

点は精度に問題がある.
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ウェーブレット分散は，レベルごとに異なる

ので，加重回帰や最尤推定の方が望ましい.最

尤推定は，上述した DWTの性質を利用するこ

とにより，尤度関数の表現が単純となり，時間領

域の場合よりもはるかに簡単に実行できるとい

う利点がある (McCoyand Walden (1996)). 
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