
スペクトル解析，ウェーブレット解析

持系列分析は，自己相関などの時間的な情報にもとづいて時間領域で行われるのが

普通で、あるが，本章で説明するウェーブレット解析とスベクトル解析は，そのような

時間領域における分析を補完，あるいは代替するものである.スペクトル解析は，時

系列データをフーリエ変換により周波数領域に変換し，周波数成分の強さなどの情報

を抽出する.他方，ウェープレット解析は，時間と周波数という 2つの領域における

情報を同時に取り込もうとする方法である.

以下では，手法が開発された歴史的順序に従い，まず，スペクトル解析について述

べ，次に，スペクトル解析と比較しつつ，ウェーブ、レット解析について説明する.

21.1 スベクトル解析

1次元の離散的確率過程{め}が定常であるとする.すなわち，期待値は一定で，

自己共分散は時間差だけに依存するものと仮定する.このとき，平均と自己共分散を

次のように表す.

E(釣)=μ Cov(Yt. Yt+h) = r (h) = r ( -h) 

平均 μや時差 hの自己共分散 r(h)は，母集団のパラメータであり，一般に未知で

ある.時間領域における時系列分析では，とくに，自己共分散，あるいは自己相聞に

関する情報が重要であり，その推定が分析の出発点となる.

他方，本節のメイン・テーマであるスペクトル解析では，自己共分散をフーリエ変

換することにより，舞台を周波数領域に移して情報の抽出に努める.こうすることに

より，時間領域ではみえにくかった事実を浮かび上がらせることが可能となる.

21.1.1 スベクトル密度関数

スペクトル解析においては，自己共分散を係数とするフーリエ級数を考える.

f(λ)=去L!r(h)eーペ (一π以白 (21.1)
Ld屯'‘=ー国

ここで，右辺の無限級数は収束するものと仮定する.そのための十分条件は，
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S=~ly(h)l<∞ (21.2) 
h=ー固

となることである. (18.1)式の f(A) を{め}のスベクトル密度関数 (spectral

density function)，あるいは，スペクトラム (spectrum) とよぶ.スペクトラムは，

原点対称，周期 2π の周期関数である.したがって，f(λ)の挙動は [0，7r ]で考え

れば十分で‘ある.このとき， λは周波数の意味合いをもち， 2π/A は周期となる.局

期は，周波数が πのときに最小値2をとり，周波数Oで無限大となる.また，スペ

クトラムは，つねに非負である.このことは，定義からは自明でないが，

11 T 12、 T-1

fT(A) =訪TE \I ~1 (y，一μ)e叶)=がTh=翠-JTlh|)7(h)e-ω

において，/r(λ)は非負で" T→∞のとき，f(A)に収束することによる.

逆に，スペクトラムが与えられたときに， (2l.1)式の両辺に eihAをかけて，

[ π，π]の範囲でλに関して定積分することにより，自己共分散をスペクトラムの

フーリエ変換

y(h) =よ:ezhAfωa (21.3) 

から求めることができる.特に，分散はスペクトラムを区間[一π，π]で積分したも

のに等しくなる.この意味で，スペクトラム f(A)は，周波数Aにおける分散(の定

数倍)であるという直感的な解釈が成り立つ.そして，f(A)の値が大きければ大き

いほど，時系列に含まれる周波数 A，あるいは周期 2π/λ に対応する変動の程度が強

いことを意味する.! 例題21.1 ?t1lX-ÆO)~;ffiI*J J!~H!i'. …=62， y(h) =0… ス
ペクトラムは， (21.1)式の定義から，f(A) =σ2A/(27r)と定数になる.ζのことは，各

周波数が河ーの変動をもたらすことを意味しており，それは白色光の波長としての性質

と同じである.このことから，無棺関過程は白色雑音 (whitenoise) ともよばれる.

例題21.2 AR (1)過程y，=御ト1+ι1Olく1，{ε，}-i.i.d. (0，62) の場合には，

y (h) = 62 O1h1j (1ーが)であるから，

となる.ただし，

f(A) =ー」L-11十三が(e一品λ+e'hA)) 
27r (1ーが)¥ h~l 'Y 1) 

=一」L-11+JEL+」三」
27r(1-O2) ¥ l-lte-iA ' 1 ゆeiAJ 

σ1  62 1 
27r II-Oeiλ12 - 27r 1 It (eiA) 12 

ゆ(x)=1ーゆzである.図 2l.1には， 62ニ 1の場合の 2つの AR(l) 

過程のスペクトラムが描かれている.実線l立神=0.6，点線は φ=-0.6の場合のスペク

トラムである.前者は低周波(=長周期)成分の影響が強し逆に，後者は高周波(二

短周期)成分の影響が強いζ とがわかる.両者の周波数成分の相違は.前者の自己相関

が正の{直のままで減衰する(=長周期が支配的)のに対して，後者の自己相関は正負交

互に振動しながら減衰する(=短周期が支配的)ことによる.
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図 21.1 AR (1)のスペクトラム

21.1.2 スペクトル分布関数

π 
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定常過程に従う時系列でも，必ずしも，スペクトラムが存在する Eは限らない.

とえば，次の時系列を考えてみよう.

Xt=Acosθt十Bsinθ(21.4)

た

ここで，A とBは，ともに平均0，分散 σ2で，たがいに無相関な確率変数，。は

(0，π)に属するJEの定数で、ある.このとき，自己共分散は，

r(h) =Cov(Xt， Xt+h) =σ2COSθh 

となり ，h →±∞としても減少することなく振動的である.このことから，

トラムは定義されないことがわかる.

スペク

しかし，このような場合でも，スペクトル分布関数 (spectral distribution func. 

tion)はつねに存在する.スベクトル分布関数 F(A) とは， [-7[， 7[J上で定義され，

単調非減少，右連続，原点に関して対称な増分をもっ非負の関数で，F(一π)=0， 

F(π) = r(O)となるものである.

スペクトラムと自己共分散が 1対 1対応すると問様に，スペクトル分布関数も白己

共分散と一意的に対応する.具体的には，次の定理が成り立つ (Anderson，1971). 

【定理 21.1] 定常過程の自己共分散 r(h)は，スベクトル分布関数F(A) を使って，

次のように表すことができる.

Y川μ州(ωωhω)=1ι; G z仇咽h (21. 5) 

さらに， F(μωλ心)が微分可能な場合はスペクトラム/パ(ωωλ刈)が存在しい，導関数F'(ω;1)が
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スペクトラム f(λ) となる.このとき. (21. 5)式の関係は， (21.3)式で表現きれ

る .口

上の定理で使われる積分はステイルチェス積分であり，いまの場合は，単調非減少

な有界変動関数F(Aj に閲する積分である.

例題21.3 (21.4)式で定義された時系列{ゐ}のスベクトル分布関数は，

r 0 (A< θ) 

F (A) = ~ 152/2 ( -8玉λ<θ)

l ~ (()三二λ)

となる.すなわち，スペクトル分布関数は階段関数で、あり，ジャンプが起きるのは，時

系列 {x，}に含まれる周波数成分 θ，および一θにおいてである.このとき，実際，次

つ立成カ〉』の
的
議
開
繊
畿
除
機
鱗
翻
鱗

1>明 ω二子(e-ih8+

21.1.3 線形過程のスペクトラム

(21.1)式に従ってスペクトラムを計算することは，一般に面倒で、ある.ここでは，

具体的なモデルが与えられた場合には，自己共分散を使つことなくスペクトラムが求

められることを示そう.そのために，次の線形過程 (linearprocess)を考えよう.

Yt= L: ajεト 0'
j=O 

α。=1， 2め2<∞，
j=O 

{ε，} -i.i.d. (0，σ2) (21. 6) 

まず， {et}のスペクトラムは，fe(λ)=σ2/ (2π)である.このとき， {釣)の自己

共分散をYy(h) とすれば，定理 21.1を使って，次の関係が得られる.

同)=白v(釣.Yt+h) =列島Ee-Jbε…)
=急主ふめ偽叫E(et凸tト-0舟E凸ωt+川…+刊ルhト日一寸-k)ρ) 急孟匂仇仇l:〉ez山 的吋叩弘以(ωλ心)

=i;〉edげぺt刷Mぺ|急ふ街e叫 1
2ん(il)d).. 

定理21.1を再度使うことにより， {め}のスペクトラムが，次の定理のように得ら

れる.

【定理21.2] (21. 6)式の線形過程{釣}のスペクトラムん(λ)は，

|∞ 12 ， /1¥ _ CT 1国訓12ーん(A)=Ij~ι叫ん(λ) ←EE122めeö11 = ~7r 1作品)12 (21. 7) 

で与えられる.ここで， α(X)=呂ajXO である.

定理21.2が示唆することは，Lをラグ・オベレータ， β(L)をラグ多項式とし

て， 2つの定常過程 {Xt} と{め}が，y，=β(L)みの関係にあるならば， {y，}のス

ペクトラムは，{Xt}のスペクトラムに |β(eU)1
2を乗じたものになる，ということで

ある.工学では， β(e品)を周波数応答関数 (frequencyresponse function)， 1β(e叫)12 
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をパワー伝達関数 (powertransfer function) 

ラムは，パワー伝達関数で結び付けられる.

という.
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したがって， 2つのスペクト

以上のことを使えば， ARMA (ぁ。)過程のスペクトラムを求めることは簡単で

ある.実際，次の定理に従えばよい.

[定理21.3] 定常な ARMA(ρ， q)過程引L)釣=θ(L)εtのスペクトラムん(;1)

は，

で与えられる.ただし，

rrlθ(eiA) 12 

ん(A)=一一一一一一一
2π1φ(eiλ) 12 

ゆ(L)= l-1t1L-…一恥LP， θ(L) =l-fAL一…-8qLq

例題21.4 次の 2つの AR(2)モデルを考えよう.

X，=1.5Xt-l-O.75x'-2+ε" Yt=O.8Yt-l-O.64Yt-2+~t 

(21.8) 

口

ここで， {εt} -i.i.d. (0，のり， {乙}-i.i.d.(0， tJy2)である.定理18.3から，それぞれ

のスペクトラムは

ん(，1)=生 1 2， ん(心 tJ2一一 1 
2Jr 11-1.5eiA+O.75e2iAI2' JY'''I 2π11一一

となる.図 21.2には， σ/=1，tJ/=6の場合に，これら 2つのスペクトラムが図示きれ

ている.笑線は !x(，1).点線はん(，1)である.!x(A)のピークは π/6，ん(，1)のピーク

はπ/3であり，それぞれ，潤期 12，6に対応する.これらのピークは， 2つのモデルの

特性方程式の狼を極形式陀加で表したときの周波数 ωEなる.
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図 21.2 AR (2)のスペクトラム
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時系列データを分析する場合は，階差変換などをしてから分析することが多い.こ

のような変換の意味をスペクトラムの観点から解釈するこどができる.たとえば， 1 

期前との階差あーあー1=(1-L)ぬでは，フィルター 1-Lが使われるが，そのパワ

ー伝達関数は，

O1(A) =Il-eぺ2=2(1-cosil)

となり，低周波数(長周期)の値が小さし高周波数(短周期)の値が大きくなるよ

うな関数である.したがって，階差変換後のデータは，高周波数成分は保持しつつ，

低周波数成分の影響が除去きれるものと考えられる.このような役割をするフィルタ

ーをハイパス・フィルター (high-passfilter) とよぶ.逆に，集計演算，たとえば，

Z汁 Zト 1のフィルター l+Lのパワー伝達関数は，

O2(λ) =11 +e品 12=2(1十cosil) 

となり，前とは逆に，低周波数成分は保持しつつ，高周波数の影響を除去するもので

ある.このようなフィルターは，ローパス・フィルター(low-passfilter) とよばれ

る.

なお，季節性を含むようなデータでは， 1年前Eの階差(四半期データでは 4Wl 

前，月次データでは 12期前)をとる場合が多い.た ξえば，月次デ←グの階差変換

Xt-Xt-12では，フィルター 1-V2のパワー伝達関数は，

Oa(A) =Il-e山 A12=2(1ーcos12il)

であり，季節周波数2Jrj/12(j=1，2，…， 6)における値がOとなる.したがって，季

節階差は季節変動を除去する働きをもつことがわかる.

21.1.4 スペクトラムの推定

スペクトラムは，一般に未知であるので，データから推定する必要がある.もっと

もナイーブな推定量は，次のように構成できる.まず，待系列データ Y!'…，YTを与

えられて，標本自己失分散

1 T-h 

i(h) =十呂 (Yt-y) (Yt+h-y)， (h=O， 1， "'， T-1) 

を計算する.そして，スペクトラムの定義 (21.1)の中の y(h) を y(h) でおきかえ

ることにより，ピリオドグラム (periodogram)
T-I 

!().日A刀)=-2古V弘h2 →J}グi(ωh紛)e一→-ih劫九h

を得る.ここで，w (il)は，データ Y!'…，YTの有限フーリエ変換

T 

ω(il) =一台~ (y，-y) eitA 

.1 T t=1 

である.ピリオドグラムは，標本自己共分散の有限フーリエ変換であるから，逆に，

標本自己共分散は，

f(h) = l>ihA!(il) 
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と表される.この関係は，スペクトラムと母集団の自己共分散との関係を示した

(21.3)式の標本パージョンである.

ピリオドグラムは，スペクトラムの推定量として，次の性質をもっ.なお， 1(0) 

ヨOであるので，原点は除外して考える.

[定理 21.4] 1次元の時系列 {Yt}が定常，反転可能な ARMA(ρ， q) モデル

<t (L)(Yt一μ)= D(L)εt， {Et}-i.i.d.(O，~) 

に従い，誤差項 {Et}が4次のモーメントをもっとする.このとき， (21. 9)式で定

義きれたピリオドグラムは，次の性質をもっ.

1 回

Iim T[E(I(λ))ープ(λ)]=-，;1._L: Ihlr(h)e-;ペ (，1*0) 
T-国 2πh民一∞

r P(，1) λ宇0，土πのとき)
lim V (I (，1) ) = ~ 
ド∞ l 2P(，1) (;1=:I:πのとき)

Iim Cov (I(ω)，1(，1))=0， ωヰ:I:，1)
T→∞ 

上の定理が伝えるメッセージは，ピリオドグラムが，①スペクトラムの漸近的不

偏推定量である.②しかし一致性はない.③異なる周波数聞では，漸近的に無相

関である， ということである.

ピリオドグラムは，スペクトラムの推定量としては一致性をもたないので，それ自

体では有用で‘ない.しかし，漸近的不偏性と，異なる周波数聞での漸近的な無相関性

があるので，当該の周波数まわりでの平均をとることにより，一致性をもたらすよう

な推定量を得ることができる.すなわち，推定量は，，1のまわりの 2m+1個の基本

周波数 ，1j=27fj/Tにおけるピリオドグラムの平均として，

I(，1) =一」--zI(ん (21.10)
2m+LEA:;';;;'.，(λ} 

を考えることになる.ここで，A2m+l (，1)は，周波数Aに近接する 2m十1個の基本

周波数からなる集合である.項数2m+1が標本サイズ T とともに大きくなるなら

ば，ただし，m/T→Oとなるような発散のスピードならば，次のことが成り立つ

(Fuller， 1996). 

(P(，1) (，1ヰ0，:I:π) 
Iim(2m+l)V(I(，1)) =j 
T吋∞ l2j2(;1) (;1=0，士π)

もっと一般に，標本自己共分散にも Eづくスペクトラムの一致推定量のクラスは，
KT 

j(;l)= L: wa(h)e-;hA 
h=-KT 

と表される.ここで，{Wh} は， ωh-ω→となるようなウェイトである.また，KT 

は，T→∞のとき，KT →∞， KrlT→ 0となるような自然数である.ウェイトを

卸 h=l-(1 hl/KT)としたものは Bartlett推定量 Whニ 1-(h2/KT2) としたものは

Parzen推定量として知られている (Anderson，1971). 
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21.1.5 局波数領域における分析の利点

周波数領域で分析することの 1つの利点について述べるために，再度，データ Yl，

…， YTの有限フーリエ変換を取り上げる.ここでは，基本周波数における変換

ω州叫ω仇ωj)い二7去き持主岳(ω切U釣イ一-fjνむぺ，t与(←{卜一T/厄仙2

を考える.なお，この場合のフーリエ主主換は， ilj宇Oならば平均修正をしなくても向

ーの結果をもたらす.なぜなら，eiTA'=lであるから，次のことが成り立つことによ

る.

言ei的 eぺ1-p)亡 e勺l-C柑 l=o，ん判)
ι l-e吋 l-e...'

上のフーリエ変換を簡潔に表現するために，次の T次元ベクトルと TxT行列を

定義しよう.
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ここで，Pj== (e-iAJ，… ， e-mJ)/j子である.このとき，上のフーリエ変換は，次のよ

うに簡潔に表現することができる.

w=P(y-fje) 

行列 Pの共役転置行列を P本と表せは，P* P=IT (ITは T次の単位行列)が

成り立つから，Pはユニタリ一行列である.そして，yの共分散行列を zとすれ

ば， IはPにより，ほぽ対角化されて，次のE重要な近似式が成り立つ (Fuller，

1996). 

PIP本 ~2πDT， DTニ diag{f(iI，) ，…，f (ilT) } (21.11) 

ここで， diag {a"…， an}は，対角要索が a"…，anであるような対角行列を表す.

上の事実を使えば，定常な ARMAモデルの推定を周波数領域で行えば，時間領域

の場合よりも一般に容易となる.実際，観測値ベクトル gに正規性を仮定して，y-

N(μe， I)とすれば，時間領域における対数尤度関数は，次のように変形すること

カぎできる.

L(8)二一子log(27r)-士logl.EIーす(y-fJ.e)' I-1 (y-fJ.e) 

1 
包ーすlog(2π)-~ loglPIP本 1-~ (P (y-fje)) * (PIP*) -1 (P (y-fje)) 

乞一子log(27r)ーをloglゆ TI-4~ W*DT-1W 

!'1~~_/n_1/' ¥¥ 1..l， l(ん)
=τ]og(2π)-2 j~pog(2 7rf(ん))す嘉百五}

ここで， 8は， ARMAモデルに含まれる未知パラメータのベクトルである.との最
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後の表現では，行列式や逆行列の計算が回避されている.これは，近似にもとづくJe;

度(擬似尤度)である杭時間領域における厳密な尤度よりも計算しやすいことが了

解されよう.この点が有限フーリエ変換の効用であり，周波数領域で考えることの利

点となっている.

21.1.6 多変量時系列のスベクトラム

いままでの議論を多変量の場合に拡張しよう.時系列 {y，}をn次元の離散的定

常確率過程として，平均ベクトルと自己共分散行列を，

E(y，)コ μ Cov(y"Yt+h) =r(h) =r'(-h) (2l.12) 

により定義する.ラグ hの自己共分敢行列 r(h)は， h=Oのとき分散行列となり対

称であるが， hヰOのときは，一般には対称でない.

このような多変量時系列{め}に対して，スペクトラムを

f(λ)=}_ ~ r(妨げ (21.13)
E..1L h=ー∞

で定義する.ただし右辺の無限和が収束するものと仮定する.この場合のスペクト

ラムは， η×η の行列関数であり，エルミート行列となる.すなわち， f(λ) = f* (tl) 

が成り立つ.このことから， f(λ) を実部と虚部に分けると，

f (tl) = c(tl) + iq (λ)=fキ(tl)= c' (λ) -iq' (λ) 

となるので， c (tl) は対称， q(tl) は歪対称となる.前者をコスペクトラム

(cospectrum) ，後者をカドラチャー・スペクトラム (quadraturespectrum) とよ

ぶ.また， f (tl)の (j， k)要素 u(tl)は， J番目と k番目の時系列の相互スペクト

ラム (crossspectrum) とよばれ，一般に複素数値となる.

相互スペクトラム hバλ) を，

hk (tl) = Cjk (tl)十 iqjk(tl)=α;k (tl) e的叫}

と表したとき，

ajk(tl) =!Cik2(tl)+qjk2(tl) =Ihk(λ) I 
は，相互振幅スペクトラム (cross-amplitudespectrum) とよばれ，

ゆ'jk(λ)ニ tan-1(qjk (tl) / Cjk (tl) ) 

は，位相スペクトラム (phasespectrum) とよばれる.また，

ck2 (tl) + qj/(tl) 
ρik(A)z J.  

は，コヒーレンス (coherency) とよばれ，周波数Aにおける 2つの時系列の相関め

強さを表す.

一般の n次元線形過程

y，=忍A;e日系IIAjI12<∞， {εt} -i.i.d. (0， 1:) (21凶

のスペクトラムを考えよう.ここで， IIAIIは，行列 Aのノルムであり， A'Aの最大
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同有値の正の平方根でh定義される.スカラーの場合と同様に， {ぁ}のスペクトラム

fy(λ)が与えられれば，自己共分散は，

ry(h) = 1>旬以)必 (21.15) 

から求めることができる.他方，

均 (h)=主急AjE(etん h-k)A'k=主急ん1:fe(t1) eiい k)Ad1A'k 

= I : e 品刷叫λAA(匂ωωeiA品怖A

と表すことがでで、きる.ただし，

A (eiA) =号Aje叫

で、ある.したがって， (2l.15) と (21.16)式から，

均(λ)=A(e") fe(t1)A'(e一品)=」ーA(e'λ)};A'(e-iλ (2l.17) 
2π 

を得る.同様にして，定常な n次元 ARMA(ρ， q) モデル

φ(L) (y，一μ)=θ(L)εt

のスペクトラムは， (2l.17)式の表現で，A(z) を φ[(z)θ(z)に代えればよい.

21.1.7 多変量スペクトラムの応用

線形過程 (21.14)の誤差項 {e，}の分散行列 Zが，対角行列 };=diag(σ[J，…， 

σ'nn) であるとする.このとき，第j番目の時系列のスペクトラムは，

n 

ゐ(λ)=古J511b(eaλ)12ぬk (21.18) 

で与えられる.ここで，ajde品)は，A(eiλ)の (j， k)要素である.スペクトラム

んは)は，第J系列の周波数Aにおける分散の意味合いをもっている.その分散が，

(21.18)式のように n個の系列の分散に分解されるから，次の量

RPCk吋 (λ)
帥

一

仇

3
一
2

u

一
e

e
-
-
t
 

/
、
一
北

北一

G

a
一
I
l

l
-
n
2
h
 は，j番目の系列の変動に占める k番目の系列の影響の割合を表すと考えられる.

RPC は，相対的パワー寄与率 (relativepower contribution) とよばれ，マクロ経済

変数聞の因果関係の分析に使われている(山本. 1988). 

21.1.8 長期記憶過程のスペクトラム

定常な ARMA過程のスペクトラムは， [ π， Jr]で連続であるが，不連続なスペ

クトラムをもつような確率過程として，次のモデルを考えよう.。(L)
(1-L) dYt = u， =与持作 {ε} -i.i.d. (0. (j2) (2l.19) 面白 1 c， 



21.1 スベクトル解析 653 

ここで，u， = o-1 (L) () (L)凸は定常な ARMA(ρ， q) に従う.また，dは， -1/2< 

d<1/2となる実数である.以上の条件のもとで，{ydは反転可能な定常過程とな

り，y， = (1 -L) -dψl(L) O(L) E，は， (18.6)のような総形過税表現をもっ (Hosk.

Ing， 1981). モデル (21.19) をARFIMA(ρ， d， q) モテ、ルとよぶ.

定理 21.2を使うと， ARFIMA (p， d， q) モデルに従う時系列 {y，}のスペクトラ

ムは，

ポ 1θ(e勺 12σ 1θ(ei引2

んは :d)ニ = フ ーて一一一一十一言 (21.20) 
27r 11-eiλ12d 1φ(e川12 27r (A ~;_2A ~d 1伊(eiA)1 

¥'V'.. 2 J 

で与えられる.このスペクトラムは，dが正ならば，原点では発散して不連続で、あ

る.実際，A→ Oのとき，ん(λ ;d)ニo(A-2d) となり，長期的な周期成分が支配的

となる.図 21.3には，そのような場合のスペクトラムが例示されている.これは，

ARFIMA (2， d， 0)で，d二 0.4， φ1二 0.8，仇ニ 0.64， cr=lの場合のスペクトラ

ムである.一般に， ARFIMAモデルの自己共分散 r(h) は，h →∞のとき，

r (h) = 0 (h2d-りとなり ，dが正ならば絶対総和不可能で、，非常にゆっくりと Oに減

少する.このような性質をもっ時系列を長期記憶時系列(long-memorytime series) 

という.

ARFIMA (ム d，q) モデルでは，差分ノfラメータ dの推定が重要となる.そのた

めの方法としては，時間領域における最尤法のほかに，周波数領域における最尤法

や，あとで説明するウェーブレ y ト領域における最尤法が使われる.

3.0 

2.5 

2.0 

1.5 

1.0 

0.0 
0.0π/5 2π/5 3π/5 4π/5π 

図 21.3 ARFlMA (2，0.4， 0)モデルのスペクトラム
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21.2 ウェーブレット解析

ウェーフゃレット解析は， きわめて実用的な理由から工学の分野で生まれた手法であ

る.そのルーツは， 1980年代初頭にフランスの石油探査技師].モルレーが考案した

解析手法にあるときれている(榊原， 1995). モルレーは，油床が存在する地層を特

定イじするために地中に振動を与え，人工的に作り出された地震波を解析する研究に従

事していたが，実際に観測きれる地震波は，油床以外の地層や異質物の影響により，

多くの不規則で局所的なノイズを含んでおり，伝統的なフー 1)ヱ変換によるスベクト

ル解析の方法では満足のいく結果カマ専られなかったそこで，短い波(ウェーフゃレッ

ト)を局所的に拡大縮小したり，平行移動したりすることにより，地震波を時間と周

波数の両面から解析する手法を考案したのである.

国 21.4には，ある離散時閣確率過程 {Xt}から得られたデータ(標本サイズ=

512)のウェーフ'レット変換が示されている. 1番上の時系列は原系列である. 2番目

以降の系列は，原系列を高周波数から低周波数の順にレベルごとにウェーブレット変

換した系列である.高周波数の変換のほうが，短い周期に対応した変動をみる必要が

あるため，より多くの時点で計算されている.これらがウェーブレット領域を形成し

ている.各レベルの時間的な変動をみることにより，原系列は，高周波よりも低周波

JW州\ .J"\t"，.~へ〆wv

dl 悼 『 帥 岬 ヤ 】 ........... 雌

d2 ~τ ←占単品T' 庁咽門」同判r' ~ 

d3 'r"円舟4 ザ 日{ヰA 門←介 同".

d4 叶」ザ 1 I I 

d5 r 「斗」 「丁」 はf
d6 

s6 

o 100 200 300 400 500 

図 21.4 原系列とウェーブレット変換
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の変動のほうが大きいことがわかる.ウェーブレット解析は，これらのウェーブレッ

ト変換系列からさまざまな統計量を計算して，原系列に対して想定されるモデルのパ

ラメータに関する統計的推測を行うものである.

21.2.1 ウェーブレット変換 (1):連続時間確率過程の場合

連続時間 tεRで定義される時系列 {x(t) }を考えよう.ここで，x(t)はR上

で2乗可積分な関数空間 V(R)に属する.すなわち，

IIX 112= 1: x2(t) dt<∞ 

であると仮定する.このような x(t)のウェープレット解析を行うためには，ウェー

ブレット関数似t) を導入する.砂(t)は，x(t) と同様に，L2(R)に属する関数で

あり，次の 2つの条件を満たすものと仮定きれる.

1:砂(t)dt=O， 1: ct2(t) dt=l (21.21) 

第lの条件は，砂(t)がOのまわりを上下運動する様子を想起させる.第 2の条件

は，その上下運動の全体が有限で、あることを示唆する.

このとき，x(t)の連続ウェーブレット変換 (continuous wavelet transform: 

CWT)は，次のように定義される.

f∞ ft-b¥.. r曲

Ca.b(砂，x)=一戸Ix(t)ct(一一一)dt=I x(t) Oa，b(t)dt. (21.22) 、a.1-∞ ¥ a I .1一国

ここで，Oa，b(t)=砂((t-b)/α)/!ei(0<α<∞， ∞<bく∞)である. CWTは， 2 

つのパラメータ aとbをもっている.aは，波長の拡大・縮小を制御するスケー

ル・パラメータであり aが小さいほど波長を縮小し，大きくなるにつれて拡大す

る.この意味で，l/aが周波数の役割を果たすことになる.他方，bはシフト・パラ

メータであり，波長の拡大・縮小の基準時点を調整する時間的な役割jをもっている.

ウェ←ブレット関数のもっとも簡単な例として，次に定義される Haar関数伽

(x) を取り上げよう.

r 1 (0ぎ x<1/2)

山 (x)=~ -1 (1/2~三 x<l)

L 0 それ以外のとき)

この場合の CWTは，

r tb+a/2 rb+a 寸

Ca.b(向，x)=ード1I x(t) dt-/ x(t) dt I 
旬 aLJb Jb+al2 J 

となる.これは，時点 bからはじまって，幅。/2の隣りあう 2つの反間上での x(t)

の平均(の定数倍)の差を計算したものである.パラメータ αを大きくすれば，x 

(t)の大局的なふるまいをみることができ，小さくすれば，局所的なふるまいをみる

ことが可能になる.もっと一般のウェーブレット関数を使った CWTでは，このよ

うな単純な解釈は困難であるが，基本的な役割は同じである.
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21.2.2 ウェーブレット変換 (2):離散時間確率過程の場合

離散時間確率過程 {x，}からの観測値を列ベクトル x=(九 九…，Xr)'で表す.

ここで，標本サイズ Tは T=2j (Jは自然数)であると仮定する.このとき X の

離散ウニLーブレット変換 (discretewavelet transform: DWT) とは，次の変換
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で，以下で述べる条件を満たすものをいう.

W はウェーブレット変換行列とよばれる直交行列であり，連続時間のウェーブレ

ット関数 φ(1)に対応するものである.その構成部分 Wjは，レベルjの変換行列

であり ，T/2i個の行からなる行列である.最後の Vjは Wj と同様に行ベクトルで

あり，すべての要素は 1/1子からなっている.ウェーブレット変換行列は，データ

にフィルター演算をするフィルターの役割を果たしており， Daubechi白のフィルタ

ーなど，幅の異なるさまぎまなフィルターがある.

他方 W はウェーブレット係数ベクトルであり，通常は，単にウェーブレットと

よばれるものである.その構成部分 Eめはレベルjのウェーブレッ卜とよばれ，T/2i 

個の要素からなるベクトルである.ウェーブレットは，レベル1においてもっとも解

像度の高い，高周波の変換をもたらす.そのために，局所的な時点、での計算が必要で、

あり，その結果，もっとも多くの要素 T/2個を含むことになる.すなわち，レベル

1では，ハイパス・フィルターによる演算が行われる.他方，レベノレjが大きくなる

につれて， しだいに解像度の低い，低周波の変換に移行するので，大局的な時点での

計算となり，要素も少なくなる.すなわち，ローパス・フィルターによる演算が行わ

れる.実際 Wjはスカラーである.また Wの最後の要素である Vjもスカラーで

あり，レベルJのスケーリング係数とよばれる.V]の定義から，VJ= Vjx=!T x 
となる.

ウェーブレット変換の計算を， (21.23)式の行列演算で実行すれば，計算量lまT2

のオーダーとなる.これに対して W が疎な行列であることを使って，Tのオーダ

ーで実行される効率的なアルゴリズムを考えることができる.それは，ウェープレツ

トをレベルごとに逐次計算する方法であり，計算量を O(T)に減らすもので，ピラ

ミッド・アルゴリズムとよばれる (PercivaIand Walden， 2000). 

ウェープレット変換は，上で説明した DWTに限られるわけではない. DWTにお

いては，レベルjのウェーブレット Wjは T/2j個の要素からなっている.これに対

して，各レベルに同数の T個の要素をもたらし，しかも，レベルjにおいては周波

数を γ個の周波数帯に等分割したうえで，各周波数帯に T/2j個の要素を握り分け

る変換がある.このようにして得られる変換を DWPT(離散ウェープレット・パケ

ット変換)という (Bruceand Gao， 1996; Percival and Walden， 2000). DWPT は，
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各レベルにおいて，よりきめの細かい周波数成分を抽出する働さがあるので，季節性

を含むようなデータの分析に適している (Gencay-Selcuk-Whitcher， 2002). 

DWPTは， DWTと同様に直交ウェーブレット変換である.他方，非直交変換も

提案されている.その 1つが， Percival and Walden (2000)において MODWT

(maximal overlap DWT) と命名され， Bruce and Gao (1996)において Non-

Decimated DWTと名付けられた変換である.通常の DWTが，レベル1に T!2j伽!

のウェープレットをもたらすのに対して，MODWT は，各レベルに T個のウェー

ブレットをもたらす.この点では DWPTと同様にみえるが， DWPTは各レベルで

周波数帯という新たなパラメータを導入した直交委換であるという点で異なる.な

お， DWPTに対しても，各レベルの各周波数帯に T個のウェープレット係数をも

たらす非直交変換が考えられる.これを MODWPTCmaximaI overIap DWPT) と

u、つ.

MODWTあるいは MODWPTは，変換の際に重複やム夕、を生じる.計算量も T

log2 Tに増えることが知られている.しかし，①標本サイズが2のべき乗でなくと

もよい，②結果が時系列の初期時点のとり方に依存しない，③原系列との位相のず

れを生じない，などの DWTや DWP寸にない利点がある.また，あとで述べるウェ

ーブレット分散の推定量は，これらのウェ←プレットにもとづくほうが，より精度の

高い結果をもたらすことなどが知られている (Percival，1995).他方，直交性がない

ので，最尤推定には短所となるなど，それぞれのウェーブレット変換の長所，短所に

ついては，さらに検討する必要があろう.

21.2.3 ウェーブレット変換の利点

データをウェーブレット変換することの長所は何であろうか.本節では，このこと

について， 2つの観点から説明する.

a. フーリエ変換どの比較

ウェーブレット変換の第 1の利点は，時間と周波数の局在性(=時間領域と周波数

領域における原系列の局所的な挙動に関する情報の抽出能力)である.その具体的な

意味合いを考えるために，次の人工的な 4種類のデータ(帯、本サイズ T=128)を取

り上げよう.

/πt¥r  Xlt (t=56，…， 72)， 
Xlt=COS¥τ6)> X2t=( 0 そのほか)， 

れ (0.7t (t=56，…， 72)， 

X3t=-ZO一十X2t， X4t = 1 10十0.7t (そのほかに

データの特徴としては， Xlは周期的データ，X2は夕、ミー的データ，ぬはこれらの

混合，X4は切片の一時的シフトを含むトレンド・データである.これらのテータに

対して， FFT (有限フーリエ変換)と DWTを適用して，説明カを比較しよう.比

較の基準として，標準化された累積2乗和
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表 21.1 F円i:DWTのふるまいの比較

データ X] X2 X3 X. 

原系列 105 15 38 112 
FFT 2 25 23 25 
DWT 27 11 16 12 

土|μX(l)州{υω川l)川}川|
Ctコ」芋一一一 (t=1， ..….い..， T) ω21.24心) 

呂IXI]2 

を使うことにする.ここで，{X(l)} は，原系列{ゎ}を FFTあるいは DWTによっ

て変換した系列臼1}を絶対値の大きい順に並べ替えた順序統計量である. {Ct}は

Oから 1へ単調に増加するが，より早〈増加するはつが説明カがあると考えられる.

表21.1には，Ctの値が0.99をはじめてこえる tの値を， FFT， DWTおよび原

系列に対して示しである.もちろん，この値が小さいほうか望ましい.予想されるこ

止であるが， FFTは周期的データエh 原系列はダミー的データ X2に対して比較的

ふるまいがよい.しかし， FFTと原系列は，それ以外のデータに対しては相性が惑

い.他方， DWTはおに対しては次善のふるまいをしているが，ダミー的データぬ

混合的データ Xa，およびシフトをともなうトレンド・データみに対しては最善のふ

るまいをしていることカぎわかる.

b. ARFIMA過程のウェーブレット変換

離散時間時系列{ぬ}が， (21.19)式で定義された ARFIMA(ρ， d， q) モデルに

従う場合を考えよう.そこで述べたように，Ut=rt-'(L)θ(L) etが定常で、，しかも，

差分パラメータ dが 1/2よりも小さいならば，{Xt}は定常となる.ここでは非定常

の場合も考慮、して，dは任意の正数とする.とくに，d=lの場合は，単位根系列と

なる.なお，非定常な場合には，厳密な意味でのスペクトラムは存在しないが，それ

仁相当するものを考えるこ左ができる.実際， (18.20)式で定義された定常な場舎の

スペクトラムを dが任意の正数の場合にも拡張して考え，形のうえでは定常な場合

と同様に議論することが正当化される (Solo，1992). この場合のスペクトラムは，

原点の近傍で周波数の逆数(のべき乗)に比例することから，そのようなスペクトラ

ムをもつような確率過程を 1/1過程とよぶ.

非定常な ARFIMA(ρ， d， q) モデルに従う時系列に対しては，ウェーブレット変

換に使うフィルターの幅 mが mミ2dならば，ウェーブレット系列は，ほぽ無相聞

の定常過程になり，しかも，レベルごとに一定の分散をもつことが知られている

(Percival and Walden， 2000).すなわち， レベル1のウェーフ余レットを W;t (j=l， 

2，…，f; t二 1，…，T/2i) とするとき，

Cov( W;s，恥い)ヌヨo(s宇t)， V(W;，)定め2
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が成り立つ.分散 6/は，レベルj<TJウェーブレット分散とよばれる.

上記の性質を利用して， ARFIMAモテマルの差分パラメータ dの推定をウェーブレ

ット領域で行うことができる.まず，レベルyのウェーブレットのスペクトラムは，

1 H;m (A) 12ん(A)で与えられる.ここで， 1 H;m(A) 12は，フィルターの幅肌レベル1

のウェーブレット変換のパワ←伝達関数，!z(λ)は原系列 {x，}のスベクトラムであ

る.このとき，レベルjのウ Lーブ+レット分散は時点に依存せずに，

fπ a" (1t 1H加 (λ)121B(e") 12 

め2=I Inm(λ) 12 !X(A) dA一一一ril~ 、d 訓 (21.25) )-1I.) .L.LJlf' ¥HJ I J .L ¥";  U-o/'~ 2iT4d J-lC f・2A ¥ 
「 「 {mτ)Ilt(eiλ) 12 

で与えられる.

(21. 25)式で与えられたウェーブレット分散の表現をさらに簡単にしよう.その

ために，ウェーブレット変換のフィルタ←がオクターブ周波数帯 [-2π/2i，-27r/ 

2i+lJ と [2π/2川， 2π/2iJ上のバンドパス・フィルターで近似できる場合を考えよ

う.すなわち，パワー伝達関数が，

r 2i (27r/21+1 S 1ω|ζ27r/21のとき)
i品m(，-1)向1

l 0 (;そのほか)

となる場合である.バンドパス・フィルターは理想的なフィルターであり，有限幅の

フィルターでは実現不可能であるが，現実にはフィルターの幅 m を大きくすること

で上の近似式が正当化される.きらに，各オクタープ周波数帯上で |θ(e品)12/

Ilt(eiA) 12を定数とみなすことができれば，次の近似式が成り立つ.

2_L 2i+刊lJ
のト"'2耳7r 4d 制ω2J+l吋(_=_2A ¥λ川、vd d伽勾叫ι2ηJ λ一切

J21t12J+ 1 (sinτn lt (eiA) 12 J2，π12J+1 

=品4id (21.26) 

この近似式において，未知のウェ←プレット分散 σjzを，与えられたデータの

DWTから得られる各レベルの標本分散がでおきかえることにより，レベルごとの

対数線形同帰式

logゐ2_α十dlog4i十の (j= jo， jo十1，…，jl) (21.27) 

が得られる.これから，差分パラメータ dを最小2采推定により求めるこ左ができ

る.ただし，ウェーブレット回帰では，近似sin-2dω勾 ω-2dを使っており，これは低

周波においてのみ有効な近似である. Lたがって，高周波に対応するレペルlでは無

効なので，jo は少なくとも 2とする.

ウェーブレット分散の推定は，j=lの場合に最大の自由度をもたらすが，この場

合を排除する点は，ウェーブレット回帰の短所である.他方，jが大きいと標本分散

の自由度が小きくなり，推定景の精度が悪くなるので，あまり大きくてはいけない，

という制約も謀せられる.実際，T=2Jの場合，レベルはfまで考えられるが，利

用可能なデータは，レベルfで1個，レベルJ-1で2個，レベルJ-2では 4個で
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ある.したがって，jlは，多くとも /-3経度とするのが合理的である.

例として，図 2l.4に示したデータを取り上げよう.実は，このデータは， (21.19) 

式の ARFIMAモデル において，d=0.9 • φ (L) =θ(L) =1として.T=2J= 

512 (J=9)個のデータを生成したものである.図 21.5は，このデータに対して，

(21.27)式の対数線形回帰をあてはめた様子を図示したものである.実線は 5個の点

Uo=2. jl=6)にもとづく回帰であり ，dの推定値は 0.974であった.他方，点線は

4個の点 (jo=2，jl=5)にも Eづ〈回帰であり ，dの推定値は 0.937であった.こ

のような実験を 1000固くり返した結果， 5個と 4個の点それぞれから得られた dの

推定値の平均は， 0.856と0.859，標準偏差は， 0.093と0.088であり， 4個の点にも

とづく回帰のほうが，わずかではあるがよい結果をもたらした.

ウェーブレット回帰は，不均一分散があるにもかかわらず最小2乗推定を行うもの

であるが，その欠点を補い，さらに精度のよい推定を行うために，ウェーブレットに

もとづく MLEを考えることができる.誤差項に正規性を仮定すれば，対数尤度関数

は，

中 1， 1 _1  1 l(α)=ーすlog(2 7[02) ーすloglφ1-2~ x'llr1x (21.28) 

で与えられる.ことで， αはモデルの未知パラメータすぺてからなるベクトルで‘あ

る.また， σ2φ は観測値ベクトルx=(x"…， XT)'の共分散行列であるが，一般の

ARFIMA (ρ• d， q) の場合には，明示的な表現は不可能であり，共分散行列の各要

素の計算そのものも面倒となる.そして，対数尤度の最大化のためには， くり返し計

5 

4 

3 

2 

。
3 4 5 6 7 8 

図 21.5 ウェープレット回帰



21.2 ウェー7'レット解析 661 

算のアルゴリズムが使われるが，その際，共分散行列の逆行列およぴ行列式の計算が

くり返し行われ，その計算量は Tが大きくなるにつれて膨大なものとなる.

このような困難を同避するための 1つの方法は，周波数領域における MLEを考え

ることである.しかしその場合の MLEは，dが 1をこえる場合は一致J性が保証さ

れない (Velascoand Robinson， 2000). それに対して，ウェーブレット領域におけ

るMLEは，原系列が非定常で、あっても，ウェーブレット変換系列は定常的となり，

MLEは一致性が保証される.ウェーブレット領域における MLEは，次のように求

めることができる.まず，観測値ベクトル Z のDWTを W=Wxとすると， DWT 

がほぼ無相関になるという佐賀を利用して， (21. 28)式の尤度関数は次のように表現

される.

T1__/n_.-2¥ 1..___，TTT........TTT!， 1 
1 (α)二すlog(2mr)-i10gl WOW' 1-2~ (Wx)'( WOW，)-1(WX) 

ム 1 j.， w'一之一τI暗 (2mr)-i墨色loghj一豆諸lヲプ (21捌

ここで，T;=T/2jであり Wjはレベルjのウェーブレットである.また，

" _ 2H1 (2π121 8(eiA) 1Jl 
nj-2Jr4dん12J叶/・ 2A ¥d 刷

“ (SIn Ej|作品)12 

であり，定積分はパラメータの値が与えられれば数値積分で計算することができる.

ウェーブレット回帰およびウェーブレットにもとづく最尤推定，さらに周波数領域

における各種の推定量については，Jensen (2000)， Percival and Walden (2000)， 

Tanaka (2004) などにおいて，シミコレーション実験により比較検討がなされてい

る.これらの結呆から，次のような事実が見だきれた.

(1) 周波数領域における MLEは，差分パラータ dが1以下の場合は非常に良

好である.しかし，dが 1をこえるとふるまいが悪くなる.

( 2 ) ウェープレット回帰にもとづく推定量は，dζ1の場合にはよくないが，

d>lならば，周波数領域における MLEよりも優れている.しかし，dが

大きくなるにつれて，下方へのバイアスがみられる.

( 3) ウェープレット領域における MLEは，d二三1の場合でも優れている.また，

d<lの場合でも，良好なふるまいをしでいる田中勝人〕
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