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小地域統計の推定手法と応用

美　添　泰　人

　本稿で取り上げる小地域統計の推定とは，全体としての標本の大きさは十分であっても，個々の小

地域ごとに考えると標本の大きさは小さくなるような状況で，各地域ごとの推論にどのような方法を

適用すべきかという問題であり，市区町村の死亡率が典型的な例である．この問題に対する有効な方

法として，地域間の類似性に関する事前情報を活用することが考えられる．実際にも小地域の死亡数
を二項分布とし，その母数に事前分布を想定するという単純なベイズの手法や，さらに複雑な経験的

ベイズ推定法を用いる手法などが提案されている．これに加えて，小地域の情報以外でも隣接する年

齢階級の死亡率が類似しているという情報を利用すれば，さらに精度の高い推定を実現することが可

能である．ここでは，そのような手法の例として，できるだけ主観を排除するようなベイジアンの手

法を提案し，小地域における死亡率推定への応用を検討する．

1．問題の所在

　小地域統計における推定問題としてここで取

り上げるものは，次のような問題である．すな

わち，全体としての標本の大きさは十分であっ

ても，個々の小地域ごとに考えると標本の大き

さは小さくなる．そのような状況で，各地域ご

とに何らかの推論が要求される場合に，どのよ

うな方法を適用すべきか，ということである．

具体的な例として，以下のものは，密接な関連

がある．

例：市区町村の死亡率　砿を第が年齢階層の

基準人口，Qfを基準人口における死亡率とし，

さらに指標作成対象地域の第が年齢階層につい

て，筋を人口，麟を観測された死亡数，の＝

4ご／〃ηを死亡率とするとき，訂正死亡率（または

年齢調整死亡率，DAR：Directly　age・
Adjusted　mortality　Rate）および標準化死亡比

（SMR：Standardized　Mortality　Ratio）は次

式で定義される．

　　　　　　　　　　　　　Σ4ガ　　　　Σ必σf
　　　　　　　　SMR＝DAR＝　　　　　　　　　　　　　肋（2f　　　　Σ妬’

市部，郡部さらに市区町村などの小地域におい

ては，毎年発生する死亡数ゴの変動が大きく，

実際にも死亡率（SMRなど）を求めると，極め

て不安定となることが知られ，ている．この問題

に対するひとつの試みとして，厚生省の研究の

一環として作成されている市町村別死亡率では，

ベイズの手法を利用する工夫がなされている．

具体的に厚生省大臣官房統計調査部（1990）で利

用された手法は次のようなものである．

　いま対象となる地域の性・年齢階級別死亡数

は互いに独立に2項分布必～B（〃zご，θ∂に従う

と仮定し，その母数である死亡率θに事前分布

を導入する．事前分布はベータ分布θガ～β（αガ，

β∂と想定し，超母数を定めるために，当該市

町村を含む，より大きな地域（医療圏）から得ら

れる観測値を用いて定めている．医療圏につい

ては北海道の例を図1に示す．このようなモデ

ルから，各地域のθの事後分布が求められる．

SMRなどの評価にあたっては観察された死亡

数麟の代りに事後分布の期待値から計算され

た拗E（θ日ゴ∂を利用している．

　容易に想像できるように，この方法によると

事前分布から得られる情報が相対的に大きくな

る小地域に関し七は安定的な推定が可能となっ

ている．例えば図2では通常の方法（Non
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図1．北海道の医療圏
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Bayesと記されているもの）とベイジアンの方

法を対比したものである．横軸に人口規模，縦

軸にSMRが記されている．この図から明らか

なように，人口規模の小さな市区町村において

Non　Bayesに見られる極端な数値はBayesで

は解消されている．全く同じ手順で，医療圏の

情報の代りに市・郡の情報を事前分布として利

用して市区町村の死亡率を推定したり，県全域

の情報を事前分布として利用して広域医療圏の

死亡率を推定することが可能である．

　地域間の類似性に関する事前情報を活用する

方法は，上記の方法以外にも経験的ベイズ推定

法による丹後（1988）などがあるが，さらに小地

域の情報以外でも隣接する年齢階級の死亡率が

類似しているという情報を利用する手法を導入

することは，それほど難しいことではない．

　以下では，この目的のために自然な手法と考

えられる回帰モデルに関するベイジアンの手法

を紹介する．なお，一般的なベイジアンの手法

の評価としては，たとえば美添（1983）を参照さ

れたい．

2．回帰モデルにおける適応的手法と問題点

　回帰モデルにおいて，応答関数に線形性を仮

定しない，最も簡単と思われるモデルは

E（〃1灘1，…，詔ρ）＝F（β。＋β1認、＋…＋βρ灘ρ），

var（訓灘1，…，躍ρ）一σ2　　　　　（1）

で与えられる．Fは任意の関数とする．（1）式

において応答関数Fが未知のとき，とくにそ

の非線形性が疑われるときには，Fを推定する

ための手法としてカーネル法，スプライン関数

による方法の他，ベイジアンによるいくつかの

方法がこれまでに提案されているなかで，最も

優れていると思われるものは0’Hagan（1978）

である．彼のモデルは，多少記法を変えると次

のように表される。

E（〃1灘，）＝η（∬）ニβ（躍）丁灘，　var（〃1即）＝σ2

ここで母数のヵ次元ベクトルβ一β（のは説明

変数即の空間で定義された関数であり，βが一

定でない可能性を明示的に認めている．

0’Haganは，βに次のような正規分布，より正

確にはGauss過程を想定した．
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図2．市町村別の推計値とSMR（北海道・女）

　　　　　上記研究報告書p．15
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E［β（謬）］＝ろ，

　　　　　COV［β（即），β（灘’）］

　　　　＝ρ（1一一ユ！／）D
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（2）

E［β（∬o）1〃］→（灘「謬＋σ2σ一2τ一2）一1灘7〃　（ξ→0）

分散は

ただし∂は既知のρ次元ベクトル，Dは既知

のρ×ρ正値定符号行列，またρ＝ρ（ゴ）は非負

の4に対して定義された関数でありρ（0）＝1

を満たす．ここで共分散関数が正当なものであ

るための必要十分条件は，ρ＝ρ＠一必’）と表す

ときρ（・）がρ変量分布の特性関数となること

である．なおO’Haganの論文ではこの点が不

正確で，1変量の議論をそのまま用いている．

幸い例で用いたのが正規分布だったため，結果

は正しいものが得られている．

　βあるいはηの事後分布は正規分布となり，

その母数も簡単に求められる．このモデルが優

れているのは，応答関数η（のが滑らかに変化

するという以外に制約が少ない点である．特に

（2）式によって∬と〆とが近ければη（のもη

（必ノ）に近いということが保証される．また，多

変数回帰モデルにも容易に適用することができ

る．

　しかし，このモデルには大きな欠陥がある．

それは，極限の場合としてβω＝ooηs’．の場

合，すなわち通常の線形回帰モデルに帰着させ

ようとする場合，このモデルでdiffuse　priorを

採用して得られる結果は通常の最小2乗法から

得られる結果とは異なるということである．

0’Haganは極限の場合として最小2乗法が得

られるとしているが，実は本質的に異なった結

果しか得ることはできない．その意味は，正確

には次のようなことである．簡単のためにρ＝

1（定数項のないモデル）とし，観測値（銑，〃∂，

σ＝1，…，η）が得られたものとしよう．誤差項

の分布をN（0，σ2ム）とし，βの事前分布を（2）

式でδ＝0，D＝τ2，ρ（4）＝exp（一ξゴ2／2）とし

たGauss過程とする．βが一定であるという

条件はξ→0で表現される．観測値のη次元ベ

クトルを謬，〃とするとき，観測値の一つと一

致する蜘に対応するβについて，その事後分

布における平均は

var［β（∬。）1ε！］→（τ一2＋σ一2灘τ躍）一1　（ξ→0）

となる．βに関するdiffuse　priorではτ→∞

となるが，このとき観測値と一致する蜘に対

応するβでは，事後分布の平均，分散ともに通

常の回帰分析による結果と一致することは容易

に確かめられる．これ，が0’Haganの主張であ

る．

　一方，観測値と一致しない必。に対応するβ

については，若干の計算を実行することにより

次のように事後分布の平均，分散が導かれる．

E［β（灘0）1〃］＝＝τ2ρ’D－（σ21π＋τ21）エRD∂一1〃

var［β（必。）1〃］

　＝τ2［1一τ2ρ’Z）ぼ（σ2ム十τ2」D；」紐）エ）一1Z）πρ］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

ただしRは｛β（∬1），…，β＠。）｝の相関係数行

列，　ρはβ（灘0）と｛β（∬、），・

数ベクトル，1）τ；diag（銑

れから

・・ Cβ（ユ2π）｝の相関係

，… C為）である．こ

var［β（即0）1〃］

　→τ2［1一τ2〆（σ2ム＋τ2鑓7）一1∬］　　（ξ→0）

となり，ここでτ→O。とすればやはり通常の最

小2乗法による結論と一致することを示すのは

それほど難しくない．しかし，事後分布の平均

については

E［β（」じ。）1〃］→τ2灘丁（σ2ム＋τ2凝じ「）一1〃　（ξ→0）

となるから，

〆（τ　2σ21。＋嬢ア）一1シ→”T（αT）一〃（τ→。。）

と一般化逆行列を含む形でしか表現できない．

このことは，実際例の評価においては数値的に
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不安定となること，すなわち観測値に近い灘に

ついてさえβ＠）や〃＝β＠）％が推定できな

いということを意味する．

　さらに極限をとる順序を変えて先にτ→。・

とすることを考えると，（3）式の分散において

τ2の係数であるかっこの中は1一ρ’R－1ρとな

り，これは一般に正であるから分散は無限に大

きくなってしまう．なお平均については，先と

同じ一般化逆行列の形が導かれる．

　以上の結果は，0’Haganの手法の限界を示

したものといえる．すなわち類似の∬に対応

するβは大きく違わないという情報以外には

個々のβに関する情報がほとんどない場合に

不適切な結果を導くため，通常の線形回帰モデ

ルを含んだ一般的なモデルを表現できていない

ことになる．

3．新しい手法の導入

　この節では美添（1987）で紹介した手法を適用

し，滑らかな応答関数を表現する事前分布を導

く．その内容は前節で紹介した0’Haganの手

法を拡張して難点を取り除いたものと位置づけ

ることができる．死亡指標への応用を念頭にお

き，人口吻人の特定地域・年齢階級集団の死

亡数〃が2項分布〃～β（〃z，π）となるモデル

において母数πが

P7｛IIβ（謬）一β（〆）ll〈κll∬一」r’1［｝

　＝1一ε　（∀∬，の
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（5）

ただし，1陵一灘’ll＝げ（鵡必’）はρ次元空間にお

いて適当に定義された距離である．（5）式のた

めに，以下の条件を導入する．

（A）　var［β（の一β（∬’）］は4（鵡必’）2に比

　　回する
（B）　var［β＠）］＝ξ『19（のちにξ→0とす

　　　る）

（C）　β（のは正規分布に従う

　条件（A）は（5）式のための十分条件であり，

var［β（の一β（エ’）］は有限であることを要求す

る．一方，（B）は単独のβ（のに関しては情報

がなくdiffuse　priorを適用することを表して

いる．（C）は簡単化のための条件である．以上

からβ（のはGauss過程に従い，ρをρ⑰，の

＝1となるような適当な関数として，次の形の

母数をもつものと想定できる．なお，E［β（」じ）］

＝0としているのはξ→0とするため，平均は

任意とできることによる．

E［β（即）］＝0，

cov［β（灘），β（謬’）］一ξ一1ρ（∬，灘’）ρ　　　（6）

π（∬）＝F（β（記）丁認） （4）

で与えられるものとする．ここでβ（のと躍

はρ次元ベクトルであり，Fはロジスティック

分布の分布関数F＠）＝1／（1＋θ一つを表す．

Fとしてロジスティック分布を選ぶのは，この

Fはある意味で最も簡単なモデルを与えるこ

とによる．

3．1　手法の概要

　滑らかな応答関数πωを導くために，

β（のは局所的に変動が小さいことを要求する．

そのために次のような確率的Lipschitz条件を

想定する．

ここで9はρ×ρの正二二符号行列である．β

の成分間の関係について十分な知識がなければ，

52をヵ次元単位行列とおくのが簡単である．

以下，Yoshizoe（1986）から，主要な定理をまと

めておく．

定理1任意のηと（灘1，’●’，認η）に対してβ

（必：），…，β＠。）の共分散行列（勿×吻）が正値

定符号となるための必要十分条件は

　　　　　ρ（謬，認’）＝ρ（コr－」ピ）

と表され，それがあるρ変数確率分布の特性関

数となることである．

　この定理を多変量正規分布の特性関数に対し

て用いると
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　　　ρ（認，認つ＝exp［一ξα（必，灘’）］

と書き換えられる．ここで
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α（∬，ゴ）＝（λ／2）（必一の7護2－1（卯一即’）（8）

である．λとξが正であれば，ρは定理の条件

を満たす．もうひとつの母数λはLipschitz条

件の強さを与えるものである．

　（6），（7）式が実際に（5）式の条件を満たして

いることは，簡単に確かめられる．すなわち4

⑰，卯’）＝［＠一ゴ）T21（∬一∬’）］1〆2をMahala－

nobis距離とすれば，任意のκ＞0に対して

limP7｛llβ（即）一β（：ガ）Il＜κ4（灘，灘’）｝

ξ→0

　－Pγ（κ多くλ一’κ2）＝00ηS’．

となる．

　したがってλ→0のときにはβ（即）＝β（∬’）

となって，（4）式のモデルは通常のロジットモ

デルと一致する．またλ→∞のときは左辺の

確率は0に近づく．つまり応答関数に何の制約

もないモデルも含まれることになる．このよう

にλはモデルの可変性を表す母数である．

　ここでη個の観測値（灘1，’。’，∬π）における

β（のに関心がある場合について，（6），（7）式

のGauss過程で表される事前分布の性質を確

認しておこう．簡単のためにβFβ傷）と書

くと，β1，…，β。の事前分布は次のようになる．

ρ（β）＝Iimc　Iξ一IRI一ρ12

　　　ξ→O

　　　exp｛一（ξ／2）ΣΣρガβ19－1β｝

　　　　　　　　　ピ　」

　　＝Iimc　Iξ一IRrρ12
　　　ξ噂O
　　　exp｛一（ξ／2）βτ（R－1⑭Ω一1）β｝

ここでβはβ1，…，β。を一列に並べた砂次元

ベクトル，R＝（ρのは偽＝ρ（銑茜）を成分と

する％×η行列，R－1＝（ρごつであり，⑭は

Kronecker積を表す．いま，．4を砺＝α（銑，

謬，）＝（λ／2）＠一躍ゴ）7ざ2－1（銑一灘ゴ）を要素とする

定理2．4が非特異のとき1imξ1～一1＝一．4－1
　　　　　　　　　　　　ぐのむ
十（1㌃4｝11）一1／1－111『A－1であり，これをMと

書くと盟は次の性質をもつ：（1）ル17＝M，（2）

ノ匠1＝0，　（3）rankノ匠＝η一1

定理3ξ→0のとき，βの分布は｛β1＝β2＝…

＝β。｝で定義されるρ次元空間M上では一様

分布（improper　distribution）となり，ル1と直

交する＠一1）ρ次元の補空間上で真の密度
（proper　density）をもつ．

　以上の命題から，この事前分布は（η一1）ρ次

元の部分の空間上でのみ情報を持っていること

がわかる．さらにλ→0のときにはβの分布は

退化して

　　　　　　Pγ（β∈ル1）＝1

となり，空間M上では一様分布となる．した

がって，この場合の事後分布のモードは最尤推

定量，すなわち最小2乗法と一致する．この点

が0’Haganのモデルとの違いである．

なお．4が非特異であるためにはすべての灘が

異なることが必要であるが，このときには事前

分布は

　　ρ（β）㏄exp｛一（1／2）βγ（ル1⑭∫2－1）β｝

と表される，

3．2母数の推定

　以下では，任意の∬に対してβ（のの事後分

布のモードと分散を求めるための計算法の概略

を紹介する．まず，データ（銑，〃∂と人口簾（ゴ

＝1，…，η）が与えられたときの対数尤度関数は

次のようになる．ただしηは地域・年齢階級

を表す．

　　　　　　　　　　　　れ　109ρ（〃1β（∬））＝const．＋Σ［〃ゴlogF｝

　　　　　　　　　　　　ご胃1
　　　　　　　　　十（〃zご一〃ご）lo9（1－F｝）］

　　　　　　　　＝const．＋Σβ隔齢
　　　　　　　　　　　　f

　　　　　　　　　＋Σ窺flog（1－Fご）　（9）
　　　　　　　　　　ご
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ある特定の値蜘におけるβ。＝β（∬。）を考える

とき，（β。，β1，…，β。）の事前分布と尤度とを組

合わせると，次の対数事後密度関数を得る．た

だしベクトルおよび行列の上の波（～）は，それ

が（βo，β1，…，β。）に対する（η＋1）次元のベクト

ルないし行列であることを表している．この場

合，要素の番号は0，…1，…，ηとつけることに

する．なお，事後分布を評価するまでξ＞0と

しておく．

φ（β）＝const．＋Σβ鋤f〃f

　　　　　　　ゴ

十Σ肱lo9（1－Fご）
　ゴ

ー（1／2）βτ（ξ1～　1⑭Ω　1）β （10）

今の問題では銑≠妨であるが，一般には∬の

値に重複がある場合には注意が必要である．た

とえば銑＝∬2のときにはすべての々に対して

ρ（コ『1，灘た）＝ρ（娩，認々）だからAは特異となり，

定理3は適用できない．実際必1＝コじ2とすれば，

母数はβ1，β2の2つではなくβ1だけとなる．

この点に関しては，上記の事前分布は，たとえ

ば∫、と∬2が一致したときには確率1でβ1＝β2

となり，この部分集合の上で事後分布が最大値

をとるような性質を持っているため，以下の計

算法は観測値の重複の有無にかかわらず利用可

能である．

　事後モードを求めるにはNewton－Raphson

法と類似の手法を用いてφ’（β）＝0を解けばい

いが，ここでは近似式
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ない限りφ”およびφ’が存在しない点に注意

が必要である．

　ここで以下の記法を導入する．Dτをρ次元

の列べクトル∬、，…，灘．を対角に並べた（ηρ）×

ηの行列とする．また瓦＝F（β鋤の，五＝

∫（β∫銑）＝Ff（1－Ff），gガ＝勉一初f、RとしてE

＝diag（〃Zl／1，…，〃z。ノゐ）をπ×η行列，2＝（z∂

をη次元列ベクトルとする．さらに蜘に対応

する行または列に0を付加した行列とベクトル

に波（～）をつけて表す．たとえばE＝diag（0，

E），R＝diag（0，　R）はいずれも（η＋1）次元正

方行列，D必；diag（0，1）のは（η＋1）ρ×＠＋1）

次元の行列，2T＝（0，gτ）は（η＋1）次元ベクト

ルである．例外として五だけはゴ，ノー0，…，η

となる（η十1）次元行列（αの，1は＠＋1）次元

の1だけからなる列べクトルとする．

　比較的簡単な変形により

（一φ”）一1＝［（ξ1～一1⑭9－1）＋D』，E1）刃　1

　　　　＝（ξ一正R⑭9）一（ξ一IR⑭9）

　　　　DエL1）∫（ξ一11ぞ⑳9）

と表されることを利用すると，若干の計算の後

に（11）式を次のように書き替えることができる．

β（1）＝β（0）＋（一φ”）一1φ’

　＝β（o）＋（一φ”）一1［Dπ2

　　一（ξR－1⑭』2－1）β（o）］

　＝β（o）＋（一φ”）一11）エz一｛（1⑭1ρ）

　　一（一φ”）一iDエEZ）∫｝β（o）

　＝　（一φ”）一1（D必2＋DエEZ）∫β（o））

φ’（β（1））＝ニ0＝＝φ’（β（o））＋φ”（β（o））（β（1）一β（o））

　　　　＋0（【β（1）一β（0）1）

から導かれる次の繰返し法を利用する．

β（1）＝β（0）＋（一φ”）一1φ■ （11）

ただしφ”およびφ’はβ。で評価される微分係

数で，それぞれ（η十1）ρ次元の正方行列および

ベクトルである．ξ→0とするとAが非特異で

　最後にξ→0のときの（一φ”）一1を評価する．

いまXはρ次元行ベクトル∬ノを並べたη×ρ

の説明変数行列，Xは第0行をゼロベクトル

とするXの＠＋1）×ρ次元への拡張行列，」
；E112［1－El！2D∫（．4⑭52）1）躍E112］一IE1〆2，　S＝

X勿X，∠＝diag（0，∠）とする．次の定理はこ

の手法の核となる命題である．

定理4ξ→0のときΦ一lim（一φ”）一1は次の
　　　　　　　　　　　ξ一・0
式で与えられる．
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Φ＝1im（一φ”）一1

　　孝噂0

　＝［（1⑭ん）＋（、4⑧52）1）苫∠X］

　　S－1［（1⑭ム）＋（ノ1⑭52）D詔X］T

　　一（ノ1⑭』2）一（ノ1⑭52）D辺1）∫（、4⑭9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（12）

　最終的な繰返し計算の手順は，ここで与えら

れたΦを用いて

結果については，出力が膨大となるためここに

は記さないが，この例のような大きなデータを

扱う場合にはアルゴリズムを工夫しないと相当

の計算時間がかかることが明らかである．この

点に関しては，上記のアルゴリズムにおいて行

列の処理方法を工夫することによって，大幅に

計算時間を短縮できることも示されている．

　　　　　　　　　　　　（青山学院大学経済学部）

βα）＝ΦZ）エ2＋1）エ五D∫β（o）｝ （13）

と表されるが，この形であればコンピュータ用

のプログラムは比較的容易に作成できる．

3．3死亡指標への適用方法

　説明変数謬として，小地域の中心点の緯度，

経度，年齢階級の3変数を想定することができ

る．平成9年の北海道の例では，市区町村の数

は220，年齢階級は5歳階級で（0－4，5－9，…，

95－99，100一）と21階級となるから，対応するサ

ンプルサイズはπ＝220×21＝4620である．こ

れに対する応答変数は，対応する小地域，年齢

階級の死亡数であり，その分布を2項分布〃

～B（η，πω）とする．先に示した（9）式の対

数尤度関数において0≦；鮎≦肱である．計算

　注

　1）　その意味については美添（1986）にやや詳しい説

明がある．
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