
経済研究
VoL　47，　No．1，　Jan，199母

離散時間マルチンゲール無裁定オプション価格理論
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1離散時間マルチンゲール・アプローチ

　本稿では，マルチンゲール・アプローチに基

づいて離散時間の場合におけるオプション価格

理論を展開する．この論文の主たる貢献は，連

続時間の場合について高度な数学的理論を展開

しているオプション理論の基本構造を明らかに

し，離散時間の場合の理論の整理と基礎を与え

ることにある．これまでは，状態空間が離散の

場合について離散時間価格理論を展開している

文献はあるが，状態空間が連続な場合での離散

時間価格理論は少ない．なお，オプション価格

理論の：文献としては，Du伍e（1992），木島

（1994）が詳しい．マルチンゲール・アプローチ

によるやさしい解説としては刈屋（1995）をみよ．

　オプション・プライシング・アプローチとし

ては

　1）　局所的無裁定アプローチ（偏微分方程式

　　アプローチ）

　2）大域的無裁定アプローチ（マルチンゲー

　　ル・アプローチ）

に分類できよう．前者では，与えられた資産に

対して微小区間について無裁定性を要求し，そ

こから偏微分方程式を導出する．その偏微分方

程式をオプションペイオフによる境界条件のも

とで解くことでオプション価格を与える．この

アプローチでは，確率微分方程式に基づく伊藤

解析が数学的基礎として必須となる．他方，後

者のアプローチでは，以下でみるようにオプシ

ョン・プライシングの基礎としては，微小時間

による議論は必要ではなく，無裁定性の概念と

自己金融取引ルールのみを基礎とする．もちろ

ん連続時間の価格理論を展開するためには，確

率積分の概念を必要とし，数学的には伊藤解析

による確率微分方程式の利用を要求される．こ

の要求は，実はモデルの範囲を限定し，応用上

の制約を与えることになる．この点は後に再述

する．しかし，離散時間の場合，この数学的要

求から解放され，モデルの範囲が拡大し，応用

上幅広い適用可能性が確保される．

定義（マルチンゲール）ある確率変数列（プロセ

ス）｛Zη｝がマルチンゲールであるとは

E解［Z。］一Zπ　（確率1）　＠〉吻）

　が成立する場合をいう．

等である．

この定義は次式と同

E。．1（Z。）＝Z。一1（確率1）　（すべてのη）

2　無裁定性理論の基礎

　いま簡単化のために3つの金融資産濁，X、，

X2があるとし，その’時点価格を

（2．1）X（’）一（鵡（’），XI（’），脇ω）’

　　　　　　　　　　　　　　　　0≦’≦T

で表現する．Tは派生証券プライシングの場

合，派生証券の満期期間に対応する．（2．1）は確

率空間（ざ2，ン，Q）で定義された確率プロセス

｛X（’）：0≦’≦7’｝である．｛X（3）：s≦’｝が生

成するシグマ加法族を3㌧とすると，X（’）は

％適合的となる．離散時間アプローチでは，

［0，T］区間を時間幅ぬでN等分し，

（2．2）　Xlη＝凡（励） π＝0，1，…，1V

　　　　　（ハ碗＝T）

と表現する．従って（2．1）は離散時間確率プロ
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セス

（2．3）　Xπ＝（．Xbη，　X1π，　X2η）’
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＠瓢0，1，…，2＞）

を与える．（2．1）と（2．3）の違いは，（2．1）では非

可算個の確率変数を対象とするため（52，ン）上

の確率測度Qによってその確率法則を表現せ

ざるをえないが，（2．3）では3（N＋1）個の確率

変数

銑＝｛品，…，邸｝

を対象とするため，直接的に∬Nの確率分布を

考えることができる．本節では，この確率分布

について特定化しない．

　無裁定価格理論を展開するため各π時点で

構築するポートフォリオ

（214）　　dlπ＝　（αoη，ごz1π，α2π）〆

で表す．α。。，α1．，α2．は資産Xむ，Xl，．濁のη時

点での組入枚数を示す．従ってπ時点ポート

フォリオα。の価値は

（2．5）　　佑（αη）＝αoπXむπ十ごz1ηX1π十どz2ηX2η

　　　　　　＝αη〆．xη

となる．各時点で構築するポートフォリオの列

｛α。｝≡｛α．：η＝0，1，…，N｝（ただし最終時点で

はポートフォリオを構築する必要がないので

偽≡伽一1）を取引ルール（リバランス。ルール）

という．η時点で再構築するポートフォリオ

α。はη時点までに観測できる価格

（2．6）　　∬π＝｛X｝，Xl，。・・，Xπ｝

のみに依存し，将来のXに依存しない．次の

自己金融的ルールの概念は無裁定価格理論の基

本である．

定義（自己金融取引ルール）

　取引ルーノレ｛α。｝が自己金融取引ルール（self・

㎞ancing　trading　rule）であるとは

（2．7）　偽（α。一1）＝％（α。）　すなわち

　　　　απ＿1／X：π＝αηノ2【η

　π・一1時点で構築され・たポートフォリオの価

値レ冠（α。．、）は，π時点で価格変化Q【胴→

X。）のために佑（α。．1）に変化する．η時点で

η一1時点のポートフォリオα胴をα。に変更

（再構築）すると，再構築後のπ時点ポートフォ

リオの価値は偽（α。）となるが，η時点で再構

築前のポートフォリオの価値と再構築後のポー

トの価値が等しいことを要求するのが自己金融

取引ルールである．

脇．、（α。．1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

＝Σα魏．、Xf。一1→肱（α。一、）＝Σ伽．lXf。　i
　ゴ謹O　　　　　　　　　　　l　　　　　　　　　　ご＝0　　　　　　　　：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
　　　　　　　　i％（α。）二Σ伽Xl．　　i→
　　　　　　　　・　　　　　　　　　ご＝O　　　　　　　　　I

定義　（蘭引定性）

　資産Xむ，X、，濁が時点吻で裁定機会を許す

とは，適当な自己金融取引ルール｛α。｝をとる

と

（2．8）

　協（αη霧）≦0，　協（αN）＞0　（確率1）　または

　協（α彿）＜0，　協（砺）≧0　（確率1）

が成立する場合いう．どのような自己金融取引

ルールをとっても（2．8）が成立しないとき3資

産は勉時点で互いに無裁定関係にあるという．

各時点で互いに無裁定であるとき，単に3資産

は無裁定であるという．

　（2．8）は，上式は臨（αゆ≦0と協（砺）＞0

が同時に起る確率が1であることを意味する．

すなわち

　　　Q（協（α拠）≦0，協（伽）＞0）＝1

　与えられた複数個の資産が無裁定関係である

とは，どのような自己金融取引ルールをとって

も0，1，…，N時点のどの時点に対しても確率1

で非負（または正）の所得を生み，最終時点1＞

で正（または非負）の所得を生むポートフォリオ

を作ることができ存いことである．（2．8）でポ

ートフォリオの価値が負であることは，いくつ

かの資産の組入枚数が負であること，すなわち
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空売り（ショート）があることを意味し，その結

果正の収入があることを意味する．従って適当

な自己金融取引ルールをとると（2．8）が成立す

るということは，最初に空売りによって非負

（または正）の収入があり，自己金融であるため

途中の金銭の出し入れなく毎期ポートフォリオ

を再構築することで（いわばそのルールによっ

て放っておけば），最終時点までに空売り（ショ

ート）を解消して正の（ロング）ポジションにし，

正（または非負）の収入を与えるζとになる．な

お，期間｛0，1，…，1＞｝上で与えられ，た資産が無

裁定関係にφる場合，その部分期間｛〃z，彿＋1，

…，2＞｝上でも無裁定関係にある．実際，期間

｛吻，吻十1，…，1＞｝上の自己金融取引ルールに基

づくポートフォリオは，αo＝…＝α循1＝0をも

つ期間｛0，1，…，2V｝上の自己金融取引ルールに

基づくポートフォリオとみなせる．

3．無裁定性の条件

　資産瓦，X1，瓦がη＝0，1，…，Nの時点で互

いに無裁定であるための条件を求める．この条

件は，（2．8）を否定する条件である．自己金融取

引ルールの定義から％（α。一1）＝脇（伽）を用

いて最終時点のポートフォリオの価値を任意の

勉くNに対して

（3．1）殊（αの＝協（α彿）＋Σ［脇（α。一1）
　　　　　　　　　　　　π；η凄十1
　　　　　　　　　　　　　　一二．、（α。．、）］

　　　　　　　一協（αη2）

　　　　　　　＋説、［禽・一（凡，一画］

と表現する．特に勉＝0の場合

（3．2）　偽（α押）＝％（αo）＋Σ［佑（α。一、）

　　　　　　　　　　　　η＝1
　　　　　　　　　　　　　　一三一、（α。．1）］

　　　　　　　一％（α。）

　　　　　　　　＋禽［禽伽（脇一癖］

　［］の中は，π一1時点からη時点までの価格

変化による価値の変化を示しゲインとよぶ．

（2．8）を排除する条件（＝無裁定条件）を考えよ

う．いま，実際の満，Xl，…，　XNを生成する確

　　　　　　　　　　　　　　　　　　41

率分布Qでなくてもそれと同等な適当な確率

分布（2＊をとると∬。＝｛茄｝を与えたときの

Q＊のもとでの怖（α1ゾ）の条件付期待値が

（3．3）E。＊［協（αの】ニ％（α。）

を満たしたとする．このとき協（α1v）＞0（また

は協（α1v）≧0）ならば％（αo）＞0（またはレb

（αo）≧0）となり，（2．8）の窺＝0の場合が否定さ

れる．同様に劣π＝｛泓，瓦，…，X加｝を与えた

ときのQ＊のもとでの殊（α1ゾ）の条件付期待

値が

（3，4）　E加＊［レ1v（α1v）］；協（α海）

を満たしたとすると，（2B）が否定される．（3．

4）が〃z＝0，1，…，2＞一1に対して成立する場合

（3．5）　E彫＊［τ㌦（απ）］＝協（α祝）　（π〉窺）

を満たし，脇（απ）はQ＊のもとでマルチンゲ

ールとなる．なお，2つの確率測度QとQ＊が

同等であるとは，（2（A）＞0なる集合A∈ンに

対して（2＊（A）＞0が成立し，逆も成立する場

合をいう．

　（3．5）で郷＝η一1をとると

（3．6）　Eπ＿1＊［脇（απ）］＝脇＿1（απ＿1）

となる．ここで

脇（α。）＝y匠．、（α。．、）＋［砺（α鬼．、）

　　　　　　　　　　　　　　一レ晃一1（α。一、）］

　　　　　　　　　　　　　　＝y冠．、（απ一、）＋Σのπ．1（Xぽπ一X‘η．、）

　　　　　　　　　　ゴ＝0

であり，伽一1は∬。一1＝｛X心，…，Xπ．1｝のみに依

存するから，（3．6）は

　　　　（3．7）　Σ伽一1［Eη一1＊（瓦η）一X漉一1］＝0

　　　ゴ＝1

と同等である．各ηについて（3．6）が成立する

場合（3．4）は各勉について成立する．あきらか

にもし各かについて　’

（3・8）E・一・＊（Xl・）＝Xl・一4

　　　（各Xごπは（1＊に関してマルチンゲール）

が成立する場合，．（3．7）は成立する．
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命題　各資産価格凡。（η＝0，1，…，N）が確率

測度Qと同等な適当な確率測度Q＊のもとで

マルチンゲーノレとなる場合，当該資産は互いに

無裁定となる．すなわちX。のQ＊のもとでの

マルチンゲール性が無裁定性の十分条件である．

研　　究

命題　基準化価格X1。，X2。（η＝0，1，…，2＞）が

Qと同等な適当な確率測度Q＊のもとでマル

チンゲールならば，3資産X6，　Xl，　X2は互いに

無裁定である．　　　　　　　L

　この命題は，与えられた価格プロセスをマル

チンゲールにする確率測度Q＊の存在問題と関

係する．我々は，これ，までのところX。のプロ

セスについて何も特定化していないので，それ

を仮定すれば十分である．

　後に無裁定の必要条件についてふれる．

4基準化

　一般に価格そのものは必ずしもマルチンゲー

ルとはならない．例えば，連続複利率7一定の

預金の価値プロセスはL（の一exp（γので与え

られる．その離散時間表現

　　　　五．＝exp（γ励）　　（7一定）

は非確率的であるから，どのような確率測度を

とってもE胴（五η）＝五ηである．この預金の

価値プロ隅瓦五（のの逆数L（の一1は，ブラッ

ク＝ショーノレズの公式で割引債の価格として利

用されている．このような場合上の命題を直接

的に適用できない．そこで上の無裁定性の定義

はX翫＞0である限り

（4．1）
　
｛
1
　協（α蹴）ρ転≦0，殊（α“）／1Xb押＞0（確率1）

　または
　レ鼠αのρもη＜0，協（伽）ρ転≧0　（確率1）

が吻＝0，1，…，Nに対して成立しないことと同

等であることに注意する．すなわち，基準化ポ

ートの価値

脇（α。）一三（α。）ρ転

　　　＝αoπX6π十α1πX：1η十α2πX⊇π

　　　　　X∫π＝♪（魏／X）η　　（ゴ＝1，2），X）π≡1

を考える．この場合X6η≡1はマルチンゲール

であるから，3節と同じ議論によって次の命題

をえる．

　この命題を用いると，ブラック＝ショールズ

株式オプション価格式等多くの派生証券無裁定

理論価格を与えることができる．このことを次

の2つの形に要約しておく．

1ヨーロピアン・オプション理論価格

　最終時点でそのペイオフが定義されるヨーロ

ピアン・オプションの場合

　　｛X6。｝：基準化価格プロセス

　　｛X【。｝：オプションの対象となる基礎証券

　　　　　価格プロセス

　　｛X2。｝：プライシング対象のヨーロピアン

　　　　　派生証券価格プロセス

とおく．ここで確率プロセス｛x6。｝，｛X1π｝は確

率空間（52，31，Q）で定義されているとし，η時

点での求める派生証券価格濁。は

　　∬η＝｛品，…，xη｝，

　　　　　　　　ただし，　Xん＝（X帳，X1々）’

にのみに依存する．最終時点でのヨーロピア

ン・オプションのペイオフの構造は，劣Nの既

知関数として

　　　　　　　Xlκ＝9（∬の

で与えられているものとする．このとき上の命

題から，3資産漏，X、，）逼が無裁定となるため

の条件は，Qと同等な適当な確率測度Q＊のも

とで相対価格プロセス｛Xi。｝，｛渇。｝がマルチン

ゲールとなることである．

（1）｛Xlπ｝がマルチンゲール：

（4．2）　　瓦η／X6π＝Eη＊［瓦η＋1／Xbη＋1］

（2）｛X2。｝がマルチンゲール：

　X2。／×6π＝E。＊［X盛妬κ］すなわち

（4．3）　　♪（』π＝XbπEπ＊［g（夏≧1v）／Xb2v］．

（4．2）は確率プロセス｛X6苑｝，｛X湯に課せられ

る条件であり，（4．3）はその条件のもとで決まる



離散時間マルチンゲール無裁定オプション価格理論

η時点オプション理論価格を与える式である．

（43）で漏．を定義する限り，X2。＝筋。ρ6．は

常にマルチンゲールとなるので，X6，　Xl，）6は

互いに無裁定となる．

II　3資産の相互無二定性

　割引債等複数個の資産の相互の無裁定性を議

論する場合，｛Xも。｝，｛Xi。｝，｛＆。｝の確率プロセ

スを最初に与えて，その与えたプロセスに対し

てモデル内部のマルチンゲール性の条件を導出

する．このような例がHeath，　Jarrow　and

Morton（1992）の例である．この場合，3つの確

率プロセスを全く任意に与えると，相対価格を

マルチシゲーノレにするQと同等な確率測度

Q＊は一般に存在しない．従ってモデルの定式

化が重要となる．七節では，その代表的なモデ

ルとして積プロセスを考える．

5積プロセスのマルチンゲール性

　本節では，3資産の価格プロセスが次の積プ

ロセスで与えられる場合に相対価格をマノレチン

ゲールにするQと同等な適当な確率測度（2＊

の存在条件を求める．きファクタ積プロセスモ

デルは，露0，1，2に対して

（・1）為一殖r・・［卿

　　　　　　　　　　　　＋臨縣一1羅・司

　　　　　　一・動・xp［漁一・

　　　　　　　　　　　＋舶隔蕩轍］

で与えられる．ここで，

　（1）ε々。は各々に対してiid（互いに独立に

　　　同じ正規分布）N（0，1）（π一1，…，N）に

　　　従う（ん＝0，1，2），

　（2）　｛εo。｝，｛ε1。｝，｛ε2。｝のプロセスは互いに独

　　　立である，

　（3）　α珈一、，β一一、は∬桐に依存してよい，

　（4）　Xゴ。は所与である．

このモデルは伊藤プロセスとよばれる連続モデ

ノレ
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（・・）凡（’）一X（・）…［∫悔（・）伽

　　　　　　　　　　＋嵐躯（・）薦ω］

の離散表現に対応する．ここで｛肱（の｝（々一〇，

1，2）は互いに独立な標準ブラウン運動（ウィナ．

一プロセス）である．αf（π）はドリフト関数，

β鼠π）はディフュージョン関数である．茄が

所与であるとき，∬。一、－（X【，…，X滴）と｛ε、，

…，ε。一1｝は1対1対応をするので∬。一、を与え

ることと，ε。一1を与えることは同等である．

（5ユ）の確率法則は，確率変数が有限個であるの

で，確率密度関数

（5．3）　　4ζ2＝φ（ε（0））φ（ε（1））φ（ε（2））（尭（0）

　　　　　　　　　　　　　　　ob（1）鹿（2）

ただし，

φ（・）一（・が・ex・（一壱〆・）（・∈R・）．

　ε（々）一（ε々、，…，ε々N）’　　　（々＝0，1，2）

で与えることができる．（5．1）のプロセスのも

とでは，相対価格Xご。＝Xf。茜．のプロセスは，

ゴ＝1，2に対して

（・の三一）軸・x・［鄭顧

　　　　　　　　　　　＋紬輪偏・］

　　　　　一島脚［伽1・

　　　　　　　　　　　　磯蒔・隔］

　　　　　　　　　　　　　　　　（ゴ＝1，2）

ただし，

η伽一1＝α珈一1－Ob，π一1，

δゴ勧，＿、＝β燃＿1τβ。纏＿、，

で与えられる．この相対価格プロセスをマルチ

ンゲールにするQと同等な確率測度（2＊の導

出法を与えよう．この導出法は，連続時間の確

率プロセス（5．2）の場合のいわゆるギノレサノフ

定理に対応するものであるが，有限個の確率変

数を対象とする離散時間のプロセスでは，きわ

めて直接的である．Q＊として

（・・）・Q・一・x・［舶軸偏
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と定義する．ここでξ一一、は一般に偲胴に依・

存し，（2＊のもとで｛Xl。｝，｛渇。｝がマルチンゲ

ールになるように後に選択する．Q＊は特定な

ηに依存していない．（5，5）の（2＊は（2＊のもと

でε航の条件付分布が

　（a）各んに対して∬詞を与えたときε醜

　　　はN（ξんη＿1》77，1）に従う，従って（2＊

　　　は確率分布である

　（b）ε。。，ε、。，ε2。は，窯。一1を与えたとき互い

　　　に独立である

を満たすように選択されている．従ってπ時

点のノイズ

　　　　　　επ＝（εo。，ε1。，ε2。）’

の条件付密度関数を

　　　∫（ε。1．箱船）　　π＝1，…，1V

で表現すると，（｝＊の同時密度関数は

　　　　凋＊＝n［∫（ε。1飾一、）4ε。］

　　　　　　　η＝1
で与えられる．ε1，…，軸の同時分布は一般に

正規分布でないことに注意せよ．このQ＊のも

とでは，∬。一1を与えたときのXf。の条件付期

待値は，（514）より

（5。6）　　Eπ＿1＊（Xゴπ）　＝

　　島臨・＊｛・x・［　　　　　　　2ηf。一、乃＋Σδ潮一1～／万ε々η　　　　　　々＝0］｝

　　　　　　　　　　　　　　（ゴ＝1，2）

となる．この式から明らかなように｛X紛がマ

ルチンゲールとなる条件は，右辺の期待値の部

分が1であることである．この条件は上の（a）

（b）から

（・・）・xp［卿＋臨臨・鋤

　　　　　　　　　　　＋櫨蒔ル・

となる．従って
（5．8）　　ηπ＿1＝　（η1π＿1，η2η＿1）’，

　　　ξπ＿、＝　（ξ、π＿、，ξ2π＿1）’

　　　∠1π＿1＝（δ伽＿1）：2×2　 （ガ，ん＝1，2）

　　　掴一（臨・ξ一＋÷臨A

　　　　　　　　　　齢・婦÷臨り

究
く

　
お

研
と

定理　（5．5）の（2＊のもとで｛X紛¢一1，2）がマ

ルチンゲールとなる条件は，ξ。一1が

（5．9）　　ηπ＿1＋γη＿、＋∠1η＿、ξη＿、＝0

　　　　　　　　　　　　　（ηニ1，…，1VF）

を満たすことである．

　すなわち，与えられた各変数のドリフト
αゴ。．1とディフユージ白ンβ四一、（ゴ，ん＝1，2；η

＝1，…，エV）に対して，（5，9）の｛ξ々。一1｝の解の存

在がマルチンゲール条件となる．△。．、が正則

ならば，任意に与えたξb。一1（η＝1，…，N）に対

して

（5．10）　ξπ＿、＝一∠π＿「1（ηη＿、＋γη＿、）

が与えられるから，その解は存在する．」。一、

が正則でなくても各η一1に対して方程式数は

2個であるのに対して，未知数β為。一、（た＝0，1，

2）は3個であるから，解は存在する．

　以上の議論からわかるように，積プロセスめ

もとで相対価格のマルチンゲール性を求めるた

めには，ρ変数に対してヵ一1個のファクタ数

で十分である．すなわち，上の枠組では，積プ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　
ロセス（5．1）の確率項の和ΣをΣでおきかえ
　　　　　　　　　　　ぬヨ　　　　ゐヨ　
て出発できる．その場合，ξb。一1＝0に対応する．

しかしその場合，∬。一、を与えたときのη時点

の3資産価格漏，X1。，漏。は関数関係をもつこ

とになる，すなわち3つの確率変数logX6。，

10gX1。，10g濁。は，ε1。，ε2。を媒介にして線形』

従属となる．従って3資産価格の関数的独立性

を確保するためには，ξん。一、の解が一意的に決

まらなくても3つ以上のファクタεご。を必要と

する．特にXf。が直接データで観察され’る場

合，確率1でこれらの変数は関数関係にないの

で，変数と同等以上のファクタ数を必要とする．

この点は，1ファクタモデルに基づく割引債の

評価モデルの問題点に関係する．

　なお上の議論は，3つの変数ε々。に関して対

象であるので，どのε航を消去してもよい．



離散時間マルチンゲール無裁定オプシ目ン価格理論

　6　オプション・プライシング（マルチン

　　ゲール無裁定アプローチ）’

　　Xbη＝．乙π＝exp（7励）

　　Xi。＝s。

　　逓。＝C。　　（オプション価格：未知）

　　ただし，X2N＝C〃＝max（SN一κ，0）

をおく．このとき4節の命題よりもしX1π＝

X1。ρ6。，X2。一X2。ρ転が適当な測度（2＊のも

とでマルチンゲールならば，X6，X｝，ゐは互い

に無裁定である．

（1）X1η＝Sη！L．のマルチンゲール性

（6．1）　　E解＊［Sπん乙π］＝S窺1（乙加　　　　（”z〈％）

（2）　X2．＝C。伍．のマルチンゲール性

（6．2）　。臨＊［CN／乙N］＝Cπ／乙π，すなわち

　　　c・一L轟・［C押五N］

　　　　　ニexp（一勉（2＞一〃z））E加＊［C2v1

適当な確率測度Q＊のもとで（1）を保証するS。

の確率プロセスを与えれば，〃z時点のコールの

価格は（6．2）によってQ＊のもとでCN＝max

（SN一κ，0）の条件付期待値Eπ＊［C司にexp

（一娩（2＞一〃z））をかけたものとして決まる．

従ってそのようなS。の確率プロセスを与えれ

ばよい．

幾何的ブラウン運動（対数正規プロセス）

　離散時間の場合のS。のモデルとして

（6．3）＆一・・ex・［働＋・急・・濡1

を与える．ここでε、，ε2，…，翻は互いに独立に

標準正規分布N（0，1）に従う確率変数である．

連続時間では（6．3）は

（6．3a）・（’）〒S（・）…［・’＋・∫凋，

となる．S。は一般に与えられた確率分布（測

度）のもとでマルチンゲールとならない．（6．3）

は

　　　　　　　　　　　　れ10gS．＝10gSo＋μ肋＋σ4万Σε々
　　　　　　　　　　　　海＝1
　　　　～　　2＞（10gSo十μ7¢ぬ，σ2η乃）

　　　　　　　　　　　（対数正規）（So　given）
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すなわち

（6．4）　logSπ一10gSπ一1＝μ乃十σ》7iεπ

　　　　　　～iid　2＞（μぬ，σ2乃）

　　　　　　　　　　　　　　（72＝＝1，…，1ゾ）

と同等である．また∫。の相対価格は

（6．5）　Sπ／乙η＝（Sη＿1／乙π＿1）exp［（μ一γ）乃

　　　　　　　　　　　　　　　　＋σ》万ε。］

となる．従って，相対価格が適当な測度Q＊の

もとでマルチンゲールとなる条件は

（6．6）　　Eη＿1＊［Sπノ：乙κ］＝Sπ＿1／Lπ＿1

　　　　⇔Eπ＿1＊［exp（μ一7）乃十σ》πεπ］＝・1

である．従って（S。！L。）がマルチンゲールと

なるためには（5．5）の右側を保証する（ηに依存

しない）確率測度（1＊の存在とその具体的な形

が必要である．ここで前節の離散時間ギルサノ

ブの定理を用いる．まずモデルはワンファク

タ。モデノレであるからεoη篇0，ε2η＝0とおく．

その結果（5．3）のQ測度は

　　　　　4Q＝φ（ε（1））漉（1）

となる．（5．4）は（6．5）で与えられるから（5．4）の

η腕＿1，δご々π＿1群ま

（6．7）　　ηゴπ＿1＝μ一γ，

　　　δゴ1π＿1、＝＝σ，δfOη一1＝0，δガ2η一玉＝0

である．このもとで（5．5）のQ＊は

（6。8）・ρ㌔…［滋ξ…侮

　　　　　　　　　　　　一穂ξ・坤Q

を作る．このQ＊のもとで相対価格S。／L．が

マルチンゲールとなる必要十分条件は，（5．10）

より

㈹＆一・一一静一・＋壱・・）（…無関係）

である．一ξ鬼一、をモデノレ（63）のリスクの市場

価値という．従ってこのξ。．、を選択すると，

Q＊のもとで相対価格のマノレチンゲール性が確

保されるので（6．1）が成立する．このξ胴のも

とでは，（1＊のもとでのlog翻の条件付分布は

　　1・9＆一N（1・9＆一・＋か惑…）
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となる．すなわち

（…）＆一＆・x・［（・一誓）肋＋・濡剖

　　　　　　　　　　　　　　　ε‘～N（0，1）

に従うとして期待値をとってよい．

　このとき％時点コールの価格は（6．10）のもと

で，裁定機会を排除するマルチンゲール条件（6．

2）より

（6．11）　Cη＝exp（一2物（2＞一％））

　　　　　　　　　　　E。＊［max（S一κ，0）］

で与えられる。これを直接的に評価すると

．Black＝Scholes公式

（6．12）　．C（’）　＝5（’）の（4の

　　　　一exp［一γ（7L’）］1（の（ol亡一σπ一’）

　　　　屠一［109（S（の依）

　　　　　　　　＋（・＋チ）（T一’）］／・π一’

S。の分布が比較的簡単な（6，10）のような場合，

直接評価可能であるが，一般に直接評価できな

いことが多い．その場合，Feynman＝Kacの

定理による微分方程式を解く，2項近似等の近

似法を用いる，モンテカルロ計算をする，数値

積分をする，等が行われている．

1）なお，Black＝Scholesの導出法として，複

　　製法等により偏微分方程式を導出し，それ

　　を解く，というアプローチの方が有名．し

　　かし上記のマンチンゲールアプローチは，

　　偏微分方程式を回避するアプローチ．

2）．上の議論は，最終時点でのペイオフが任意

　　の条件付請求権についてもそのまま成立．

　　恥＝g（8ののη時点価値は

　　鴎＝L。E彦［肱！乙κ］

　　　＝exp（一7（7’一’））左談［πろv］

で与えられる．

3）適当な確率測度のもとでX諭＝X諦ρ島。が

マルチンゲールとなることは無裁定性の十

．分条件である．その必要性についてX（の

ぶ伊藤プロセスに従い，一定の条件を満た

すと，ほぼ必要であることが示されている．

7応用可能性

　BS公式の基本は，株価プロセスが（6．3）に従

うこと．実際のデータが（6．3）に従うかどうか

をみるためには（6．4）によって与えられる株価

収益率

謬π＝1098π一logSπ＿1；μ乃十σV7iεπ

が互いに独立に同じ正規分布N（助，σ2のに従

うかどうかをみる．そのため

　1）躍．の歪度，尖度等（分布の形状）による

　　正規性の検証

　2）蜘の時系列的独立性の検証

　　等がなされる（［6］）．

　　　　　　　　　　（一橋大学経済研究所）
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