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1．本稿の狙い

　本稿の狙いは，市場割引関数もしくは市場ス

ポット・レート関数を定式化し，新しい統計的

債券価格変動モデルとその推定法を与えること

である．またそのモデルによる予測法，モデル

による債券デュアレーションを議論する．ここ

で，市場割引関数とは，異なるキャッシュ・フ

ローと異なる属性をもつ多くの債券を整合的に

価格付けをする市場の割引関数であり，それは，

従来の定式化と異なり時間と属性の確率的な関

数である．市場割引関数もしくは市場スポッ

ト・レート関数を市場での債券価格から推定す

る方法は，一般に債券価格の変動構造の定式化

に依存する．その価格変動構造定式化のアプロ

ーチとして

　（1）統計的（実証的）モデル・アプローチ

　（2）規範的モデル・アプローチ

に分類される．（1）のアプローチでは，市場に

共通なキャッシュ・フロー割引関数に対して近

似モデルとしての実証可能性をもつ統計的モデ

ルを想定し，その推定法，金利の期間構造，意

思決定二等を考察する．McCulloch（1975）によ

るスプライ≧関数モデル・アプローチがその例

である．他方，（2）のアプローチでは，一定の仮

説的（理論的）世界を想定して，その世界の中で

成立する条件・関係と無矛盾的な確率モデルか

ら価格変動を説明しようとする．例えば，

Heath，　Jarrow　and　Morton（1987，1990）（以下

HJMと略）では，不確実性のない世界を想定

し，そこで成立するスポット・レートとフォワ

ード・レートの裁定関係からフォワード・レー
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トの変動モデルを無裁定（アビトレ・フリー）条

件の視点から定式化する．HJMのモデルは，

ぜロ・クーポン債の変動モデルである．

　実際の世界では，不確実性を強く伴い，、債券

価格は銘柄属性（償還条件，ディフォルト・リ

スク等），投資プレファランス，外的制度（税，

手数料），’景気やファンダメンタルズ等の外的

環境の変化の中での人々の予想の変化等，に依

存する．従って，（1）（2）のアプローチの相対的

優位性は事前に評価することが困難であろう．

実際，スポット・レートに興味をもつ理由は，

異なるキャッシュ・フローをもつ多くの債券価

格を一合的に理解することにある．現実の世界

は，将来のフォワード・レートを予測できる程

確実的な世界でない．問題は，現象記述モデル

としてのパフォーマンスであり，実在している

ものは種々のキャッシュ・フローと種々の銘柄

属性をもつ債券価格の変動であり，その変動を

説明するモデルは複数存在するのである．特に

ぜロ・クー・ボン債は銘柄としては少なく，ゼ

ロ・クーポン債価格に対するモデルをクーポン

債に対するモデルに拡張する方法も多様性をも

ち，市場全体としての債券価格変動を理解でき

る近似的構造モデルが必要となろう．なお実際

の債券利回りの確率変動は，必ずしもHJMモ

デルが想定する世界になく，時系列的構造を有

していることも実証的に示される．スプライン

関数を利用した実際の分析としては，山田
（1990）を挙げておく．

　本論文の構成としては，2節で基礎概念を確

認し，モデル論的視点に基づく債券価格変動構

造を一般的に記述する．3節では主観的スポッ

ト・レート関数と市場スポット・レート関数を

議論する．市場スポット・レート関数は，現在
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時点で市場で評価している将来発生するキャッ

シュ・フローの価格を表現するものであり，そ

れは確率的な期間構造を表現した確率プロセス

である．その背後に人々の予想がある．4節，5

節ではその確率プロセスの平均値としての平均

（期待）市場スポット・レート関数もしくは平均

市場割引関数の定式化と推定法を与える．ここ

までの議論はクロス・セクション分析である．

6節では平均スポット・レート関数の予測法に

ついてふれる．また7節では，統計的モデルの

もとでのデュアレーシ囚ン，債券プシーを議論

する．

2．債券分析の基礎概念構造

　クーポン債を含めた一般的議論をするため，

債券を将来の特定時点で一定の所得（fb【ed－

incom）系列（キャッシュ・フロー）をもたらす

証券と定義する．市場には1V銘柄存在すると

し，’時点を現在時点とする．このとき第ゴ債

券は，第’時点で観測可能な要素

（2．1）　　　（G置（・），21甜，R‘（0））

から成るものと記述され，る．ここでGご（・）は

キャッシュ・フロー関数，2駈は銘柄属性等の

変数の集合，Pl‘（0）は第’時点の第ゴ債券価格

である．2堀には，’に関する時系列変動を想

定して過去の債券価格や，外生的変数を含める

定式化も実際では重要であろう．以下ではクロ

ス・セクション分析を想定して明示的には含め

ていない．以下これらの要素を説明する．

1　キャッシュ・フロー関数

　　　C㍑（s）；0≦s≦s〃㈹

　キャッシュ・フローの発生する時点を

（2．2）　　（’＜）　　’1＜あく…＜’舵く…〈’〃（の

とし，それを現在時点’からみた期間で次のよ

うに表現する．

（2．3）sゴ＝ち一’　（ノ＝0，…，〃（ゴ）），s。＝0

ここで’Mω＝’＋3〃ωは第ゴ債券の満期時点で

あり，ε〃ωは現時点からみた満期期間となる．

従って，’＋ε，時点で発生するキャッシュ・フ

ローは

（2．4）　　　　（）泥（s5）　　　　（ノ＝1，…　，1レ歪1（f｝）
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で表現されるが，’＋ε，時点（ノ＝1，…，1レZ（の）以外

ではα‘（ε）≡0とおくと，連続区間［0，SMω］で

定義されるキャッシュ・フロー関数
（2．5）　　C泥：［0，SMσ）］→［0，∞），　　（）躍（s）

が与えられる．関数形G‘（・）は各時点’で既

知・確定である．

II　銘柄属性　2隔＝｛9f配：ん＝1，・・㍉（1｝

　各個別銘柄属性に対して，第’時点でその属

性として4個の観測可能な非確率的外的変数
（関数）

　　　z魏‘≡9配（s）　　（0≦s≦εMω）

　　　ん＝1，…，σ

が与えられる．例えば，観は債券の種類，勧（∫）

は’＋ε．時点以降償還可能性を表す変数，g溜

はディフォルト・リスクを表す変数，等である．

HI　’時点価格Pl‘（0）

　R‘（3）で’＋s時点の価格を表す．s＝0での

現時点価格のみが観察可能であり，’時点での

市場価格＆（0）は確率変数としての実現値と

みる．従って将来の価格ハ診（s）も’時点でみ

た実現不能な確率変数となり

（2、6）　　　メ）κ＝｛、R‘（s）：0≦∫≦s〃（の｝

は，各時点’で［0，∫〃ω］上の確率プロセスを定

義する．しかし実際に観測されるものはR‘（0）

だけであり，プロセスは’とともに変化する．

この確率プロセスの変化は債券価格プロセスの

期間構造の変化に対応する．なお，満期時点’

十s〃ωでは確率1でn‘（SM（の）＝100である．

，Pf診を設定する理由は，債券の途中売却を考え

る場合，投資家は将来時点での価格R凄（ε）を’

時点で予測しなければならないからである．

　以上のフレーム・ワークからみると，第∫債

券の’時点での観測可能3要素（2．1）は確定的

な要素α‘（・），Zκと確率変数の実現値Pl‘（0）

から成る．これをモデル論的視点からみると，

Rご（0）を（2．6）で定義された’時点での価格プ

ロセスでおきかえた
（2．7）　　　　（C㍑（・），27財，メ）㍑）

と表現される．この表現形式では，メ）甜が事前

的概念としての価格プロセス・モデルであるこ
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　　　　　　　　としては1節で述べたように統計的モデル

3．市場スポット・レート関数

　多くの場合，スポット・レートをぜロ・クー

ポン債の現在価格への割引率

（3．1）　　　4甜（εMω）＝一［lo9。R♂（0）

　　　　　　　　　　一10gP髭（s胚㈹）］β〃（f）

と定義する．R診（εMω）＝100であるから，　n‘（0）

の確率変動構造と磁（ε〃ω）の変動構造は1対

1に対応する．実際（3．2）は

（3．2） R，（0）＝100exp（一S昭の4諺（3〃ω））

　　　三100Df‘（∫〃㈹）

ただし

（3．3）　　　Dκ（s）＝exp（一s4雌（s）），

　　　　1）ピf（S雌））＝Rε（0）／100

と同値である．従って（3．2）の磁（s〃（f））は，そ

れ自体価格君オ（0）の1対1変換にすぎない．

しかしぬを［0，ε〃］上で定義されたスポッ

ト・レート関数

（3．4）　　4f‘：［0，εM］→［0，1］　ただし

　　　　ルf＝max｛ル1（1），…，ルf（N）｝

とみて，’時点価格を（3．2）の表現のように（3．

3）の割引関数Df‘（s）のs＝SMωでの値で割り

引いた値と理解しようとする．この視点の場合，

次の点を注意することが必要である．

i）　割引関数1）κ（s）（もしくはスポット・レー

　　ト関数鵡‘（ε））は各sに対して確率変数で

　　ある．従って

（3．5）　　　£）覚＝｛1）泥（s）：0≦s　≦s〃｝

　　を確率プロセスとみる．の尭を定式化する

　　ことと且診（0）の確率分布を定式化するこ

　　とと同値である．しかしのκを島（0）の

　　変動原因とみる場合が多い．

ii）1九（もしくは磁）は一般に銘柄属性（例え

　　ばディフォルト・リスク，償還条件など）

　　に依存する．他方，第ゴ銘柄の割引関数

　　D鼠s）の値は（3．3）を通して∫＝∫韻f）に対

　　してのみ観察可能である．従って1＞銘柄

　　のデータD甜（3Mω）（もしくは鐡（3雌））（ゴ

　　＝1，…，N）からDゴ‘（もしくは4のの関数

　　形の統計的推定可能性をもつためには，何・

　　らかの事前的モデルが必要となる．モデル

　　もしくは規範的モデルに区別されよう．

　以上のぜロ・クーポン債のスポット・レート

関数の考え方をさらに吟味し，一般の債券の場

合に拡張するため，

　（1）　主観的スポット・レート関数

　（2）市場スポット。レート関数

に分けて議論する．

（1）　主観的スポット・レート関数

　ある投資家が投資期間（0，εL］をもち，第ゴ債

券を購入すると想定しよう．第ゴ債券のキャッ

シュ・フローは，（1．3）のように各∫，期間後に

発生し，sムは満期前で3π≦3五く∫鮒（＜s〃（f））で

あるとする．このとき

i）　現在’時点で確実なもの：（1．1）の（G彦

　　（・），鶏‘，R‘（0））

ii）現在’時点で不確実なもの：’＋翫時点の

　　価格R診（SL）

である．投資期間が（0，SL］であるので，　s1，…，

s屑期間後に得られるキャッシュ・フロー｛Gオ

（35）｝を’＋εL時点まで再投資するとし，その

予想再投資レート関数を伽（s）とする．伽（s）

は’時点で予想した’＋s時点での再投資レー

トである．その予想には不確実性を伴う．∂κ（s）

に基づく複利関数を

（3．6）　　Bκ（s，SL）≡exp（（SL・一s）∂甜（s））

とおく（または（1十δ‘（s））5L－5としてもよい）．

このとき≠＋3ゴ時点後得られるキャッシュ・フ

ローCf‘（∫，）の’＋SL時点での予想キャッシ

ュ・フローはG‘（SL）Bげ診（s，翫）となる：

（3．7）　　　Cπ’（sゴ）→Cκ（S」）Bご（ε，，SL）．

従って売却時での予想収入は

　　　　ぬ（3．8）　ΣG‘（3ノ）8記（s，，SL）＋・R，（s五）

　　　’＝1

となる．これを現在価値に直すために，主観的

スポット・レート関数を

（3．9）　　　δ泥：［0，SL］一→［0，1］

とし，’＋εL時点での予想収入ム（SL）を現在

価値に直す主観的割引関数を

（3．10）　∠1泥（s，ε乙）＝exp（一s乙δκ（ε））

とする．このとき各≠＋ε，時点で発生し，それ
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を予想再投資レートδ¢（s，）で再投資した結果

得られる予想所得（3．8）の現在価値はC鼠3ゴ）

1）甜（s，），ただし

（3．11） Dκ（s）≡D㍑（s，SL）

　　　＝B認（ε，s乙）4ご（ε，εL）

　　　一exp（（εL一ε）∂甜（ε）

　　　　一∫ゴ。δ覚（s））

となる．その結果予想収入全体の現在価値は

　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　リ
（3．12）、Qゴ亡（SL）ニΣC甜（s，）Dゴ‘（35）

　　　　　　　　　」冨1
　　　　　　　　　＋＆（SL）Dゴ診（εL）

となる．ここで’＋s乙時点で共通に発生する予

想キャッシュ・フロー（所得）に対して割引関数

ム（s，ε乙）の値が異なる理由は

1）再投資レートは予測に基づくものであり，

　　遠くに発生する再投資レートの信頼性が低

　　くなること

2）　再投資レートは，将来の外的環境に大きく

　　依存し，一般金利水準に影響を与える外的

　　環境の変動を予想することが必要であるこ

　　と

のためである．このことは，主観的スポット・

レート関数δご，（s）が，将来の外部環境に依存し

た主観的確率分布に依存することを意味してい

る．Dゴ‘（S）の指数部分

（3．13）一εL【δ甜（s）一δピ‘（ε）］一sδ甜（ε）

に対して次の2つの場合を区別する

　　（i）　翻（∫）＝隔（s）　通常おかれる仮定．

　　　このとき

（3．14）　　　D尭（s）＝exp（一sδ甜（s））

　　（ii）　δf診（s）≠∂μ（ε）

以下では（i）の場合を考察する．（ii）の場合は別

な機会に議論する．

　（i）の揚合の予想収入の現在価値（為（SL）の

評価について

　a）　予想再投資レート＝主観的スポット・レ

　　　ート磁（s）は予測に基づく

　b）　P‘ε（SL）は予測価格である

に注意する．すなわち，（3．12）の（）鼠SL）は，

主観的スポット・レート関数戯（ε）もしくは

それと1対1の関係にある割引関数Dff（s）と

、P遼（SL）の予測値の関数
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（3．15）　　　　（～躍（∫L）　≡　（⊇甜（1）∫’（SL），Bf（εL））

とみることができる．従って，δご‘（s）と＆

（∫L）を与えることによって債券の主観的価値

Qf‘（SL）を評価し，それを現在時点の市場価値

B‘（0）と比較して，第ゴ債券の購入についての

意思決定が可能となる．しかし実際の意思決定

では，上のa），b）に関する不確実性（リスク）を

考慮する必要があり，その取り扱いとしては

δf¢（5），P鼠SL）を主観的確率分布をもつ確率変

数とみることが妥当であろう．これが次の市場

スポット・レート関数のテーマである．

（2）　市場スポット・レート関数

　上の議論を市場全体としての価格変動モデル

に発展させることを考える．各個人の投資スタ

ンス，投資期間，予測法はきわめて多様的であ’

り，多くの債券と多くの投資家が存在し，また

外的環境の変化は不確実性を伴うことにより，

主観的スポット・レート関数を確率変数とし，

市場全体としての市場スポット・レート関数

ゐ（ε）とみる．その場合，市場全体としての割

引関数1㌔（s）は，市場での現在価格＆（0）を

決めるものとなるから，恒等的に』

（3．16）　　　　君f（0）　≡≡Q泥（1）認（s）；∫ゐご（s〃（の）），

ただし　、P虻（ε〃㈹）躍100

　　　　D泥（S）＝exp（一s4甜（S））

が成立することになる（下記の注意も見よ）．こ

の関係は，恒等式であって，D鼠ε）の実現と

ハ直（0）の実現は同等である．この視点では，第

∫債券の第’時点の（事前的）価格変動モデル

　　　　　（G，（・），21甜，＆（0））

のPf診（0）を（3．5）の誕）財でおきかえた

　　　　　　（α‘（・），2：琵，のの

と同一視する．

　しかしここでの問題は，のぎ‘の識別可能性の

問題である．すなわち（3．16）を満たす割引関数

1㌔は無数に存在し，従って市場スポット・レ

ート関数も無数に存在する．それゆえ1％もし

くは磁に対して特定な構造を前提しない限り，

与えられたデータ

　　（C甜（・），2ごゴ‘，Pf‘（0））　　（ゴ＝1，…，　N）

からそれらを識別できない．ぜロ・クーポン債
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の場合，（3．1）でみたようにハ‘（0）と4鼠SMω）

が1対1で対応するから，銑（s）の銘柄属性へ

の依存の定式化が必要となった．いずれにして

も，市場スポット・レート関数磁（s）もしく

は割引関数1九（s）を’時点価格1㌔（0）の確率

変動構造を与えるものとみる場合，統計的モデ

ルにせよ，規範的モデルにせよ，事前に与えて

識別可能性と統計的推定可能性を確保する必要

がある．その意味で，スポット・レート関数は

モデル論的概念である．

4．ゼロ・クーポ7債の市場スポット・

　　　　レート関数統計的モデル

　債券ゴの第’時点価格変動構造を（C鼠・），

コζ泥，ののとみる場合，割引関数D鼠s）の確率

プロセスのモデルが必要であることを述べた．

従って統計的モデルのクラスとしては，

　　　　　　　　　くの（4．1）　P配（0）＝ΣGオ（sゴ）Dゴ‘（55）

　　　　　　　　ゴ冨1

を想定する．ここで記号の簡単化のためにC泥

（s〃（の）はC㍑（∫Mω）＋100を意味するものとす

る．また（4．1）でD鉱（s5）が確率変数である．

その確率変動は，銘柄属性銑，に依存するであ

ろうし，他の債券の確率変動と相関をもつ．

1）甜（ε）の確率構造の定式化で注意する点は

　1）満期期間SMωが幽くなると＆（0）の変

　　　動が小さくなるということ，

　2）　銘柄属性に依存する変動と市場に共通な

　　　変動を分離する仕方

である．

　以下では

　　A）ぜロ・クーポン債の統計的モデル

　　B）　クーポン債の統計的モデル

に分けて議論する．本節ではA）を議論し，次

節でB）を扱う．

　（4．1）でル1＝max〃「（のとし，　Df訟（3）を［0，εM］

上の確率プロセスとみて，D鼠s）『が銘柄に依存

する変動と市場共通な変動を分離するモデル化

を考える．ゼロ・クーポン債の場合，

　　1r酵（0）　＝10q、Z）琵（s〃（f））

’　　　　　　　＝100exp（一s〃㈹olだ（SM（の））

であるから，轟（s）を定式化すればよい．
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（1）市場スポット・レート関数の不等分散・

分散分析モデル
（4．2）　　　4」f（s）＝μf（s）一←γ鉱（s）十ε甜（s）

　　　i）　　μ，（S）＝δOf十δ1‘S十δ2‘S2十…

　　　　　　　　　十δρ診sρ

　　　ii）　　γf‘（S）　＝α乳∫（S）2rf1亡十・‘・

　　　　　　　　　＋傷qf（s）Zf％

　　　iii）鋭（s）は確率的誤差項で平均

　　　　　E［慨（s）］＝0，分散共分散

　　　　　伽一Cov（εゴ、（s），ε。‘（s’））

　　　　　　＝λ駕min（cゴ（s），c盈（ε’））

　　　　　cげ（ε）はsの既知関数，

　9　　　　　Cf（0）＝0，　cご（s）＞0，

　　　　　ム＝（λ抜診）は正二三符号行列

このモデルでは，4鼠ε）の平均値が，銘柄に依

存せず共通な平均スポット・レート関数μ‘（ε）

と，銘柄属性御に依存するγゴ‘（s）の和に分解

されることを仮定している．さらに角（3）はs

の多項式で近似可能とする．γκ（ε）は銘柄属性

変数の一次近似可能とし，その係数伽（ε）はs

の簡単な式で表現できるものとする．r以下では

（4．3）　　　　oン‘（ε）　≡oレ‘

と仮定する．

　誤差項翻（ε）の確率構造の定式化は，N次

元確率プロセス
（4．4）　　　　ε‘（s）　＝　（ε1診（∫），…　，ε」w（s）），

　　　　0≦s≦〃「

に関するものであるが」実際の利用可能な観察

値は

（4．5）　　　　s〃（1）≦3用「（2》≦　・・。≦sM（バリ

に対応するものだけであるので，iii）のように

（4．6）　　　　（εlf（SM（1》），・。・，ε1w（3M（2v）））

の確率分布の構造を定式化すれ，ばよい．iii）で

不等分散を仮定するのは，すでに述べたように

債券価格の分散が満期に近づくと小さくなるこ

とによる．従ってiii）の6f（ε）はεの単調増加

関数であると想定し，以下では
（4．7）　　　　Cf（ε）　＝s用r（の　　　　（ゴ＝1，・。・，2＞）

と仮定する．またλ謝をすべて未知とすると

推定不能となるので，例えば銘柄属性の関数と
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して適当な

（4．8）

をとり

（4．9）

α灘＝α弼（z∫‘，2々ご）

　　　6xp（刊∫“（ザ∫“㈲1），

zκ＝（9f1オ，…，9幻の■

　　　σ2σ漉
λ槻＝
　　　σ2ρα晒‘　　　（ゴ≠々）

のような定式化をとる．

経　　済

　なお，4κ（s）に対して（4，2）のような定式化

ができるのは，＆（0）の変動とゐ（S醐）が1

対1対応することによる．これ，はゼロ・クーポ

ン債の場合であって，クーポン債の場合はその

ままでは妥当でない．

推定法

　（4．2）のモデルは，回帰式モデルとして

（4．10）　　　〃‘＝X‘βご＋η‘

と表現される．ここで

（4．11） ’〃摂（ゐ（S〃ω）冷〃（、）1／2，…∫

　　ゐ亡（ε〃（κ》）β〃（κ》112）’＝1V×1

X‘＝（為診）：N×（ρ十σ十1）

　（ゴ＝1，…，1＞：ノ冨0，1，…，ρ十の

銑。、一εM（、）一1／2 C恥，ニSM（、）5β〃（f）1／2

　　　（ノ＝1，・・。，」ウ）

砺¢一9が．ρお〃（の1’2

　　　σr）十1，…，ρ十の

β¢＝（δo重，δ1，，…，δμ，α1‘，…，α¢）’：

　　　（ρ十σ十1）x1

η、一（ε、、（5〃（、｝）価（、）1／2，…，

　　ε醒（s〃（1v））価（N》112）’

である．このときη‘の分散行列は，

（4．12）　　Cov（ηの＝ノ1‘＝σ2［（1一ρ）」≧

　　　　　　　　　　　　　　　＋ρム］

　　　　　　　　　≡σ2／10‘（ρ）

となる．ここで

（4．13）　　　」』＝diag｛α11，，…　，α胡v診｝，

　　　　ム＝（砺，）

である．従って一般化最小2乗法により

（4．14）　　φ（ρ，β‘）＝（肋一X，β∂’ノ10‘（ρ）一1

　　　　　　　　　　（〃診一x｝β∂

をニュートン・ラプソン下等で最小化（もしく

は繰返し計算ρ（0）＝0→minφf（0，βf）→βf（1）

研　　究

→minφ‘（ρ，β，（1））→ρ（1）→…）とすると，一

般化最小2乗推定量（βオ，ρ）

（4．15）．

　　　βf＝（L〆．4。‘（ρ）一1X∂一1L’五。‘（ρ）一1〃，

を得る．これからδ，，，∂πを得る．この推定量

が十分有効であるためには

　i）　Nが大きいこと

　ii）　3酬のがぱらついていること

が望ましい．しかしぜロ・クーポン債はi）ii）

を同時に満たさないであろう．

（2）割引関数D‘，（8）のモデル化

　ぜロ・クーポン債のもう1つの価格モデル化

として，

（4．16）　　　1）琵（ε）ニexp（一so1鉱（s））

を直接モデル化することを考える．その理由と

して（1）のモデルを（4．16）に代入すると，ε∫‘（3）

が正規分布をすると仮定できる場合でも

（4．17）　　　　E［ハψ（0）］＝100E［1）髭（s潮r（の）］

　　　　　　　　　＝100exp［一sμ診（ε）

　　　　　　　　　　一・γ・’（・）4÷・・σ配］

となり，割引関数にε覚（s）の分散σ配の効果が

でる．その効果は望ましい場合もあるであろう

が，γ鼠ε）の役割と2重になるとも考えられる．

そこで

（4，18）　　　　」Rご（0）　＝100E［1）κ（ε〃（の）］十η泥

　　　　　　η琵＝100｛1）π（s〃（の）

　　　　　　　　　一E［Dご¢（SM（f》）］｝

と書き替えて，Df‘（8Mω）の平均値と伽の分

散を定式化することを考える．このアプローチ

は，クーポン債の場合にも適用可能であるので，

次節で議論する．

5．クーポン債の市場スポット・レート関数の

　　　　　　　　統計的モデル

　利用可能な2＞銘柄のクーポン債（含ぜロ・ク

ーポン債）に対する市場スポット・レート関数

モデルを定式化しようとする場合，銘柄毎にキ

ャッシュ・フローが発生する時点が異なる．そ

れを明示的に示す場合

（5．1）　　　　s，竃∫（ゴ）ゴ



／

統計的債券価格変動モデル

　　　　σ＝1，…，〃（z）：ゴ＝1，…，N）

と書く．；れ’らの時点のすべてを小さい順に並

べたものを

（5．2）sα1＜sα2＜…＜s耐，ルトmax1匠（ゴ）

と書く．そしてC鼠ε）を0≦s≦Mで定義され

た関数とみる．満期時点の額面100円もC鼠s）

の中に組み込まれているとする．以下で考察す

るモデノレは

　　　　　　　ゲ（5．3）Pfオ（0）篇ΣC甜（εω）D㍑（3の）＝α〆1）泥

　　　　　　　5＝1
　　　α‘＝（c甜（s刎），…．，G‘（sαM））’：〃×1

　　　D泥＝（Df‘（s。、），…，　D鉱（εα〃））’：ル1　x　1

である．Dゴ直は確率変数である．　s伽＝s（の5で

ない限りGご（ε。の＝0に注意せよ．

（1）割引関数のモデル化

　割引関数D甜（s）を直接モデル化する場合，

（5．3）を

（5．4）　」Rご（0）　＝　0躍ノ1）記十ηκ，1）甜＝E（1）κ）

　　　η髭＝　C㍑，レκ　　　　レ泥＝1）髭一1）κ

と変形し，D訳s）＝E（D鼠s））と娩の確率構

造を定式化する．D鼠s）の定式化として
McCulloch（1971）のようにスプライン．関数や4

節のように多項式を仮定できる．その場合の議

論は以下の議論と同じである．いずれの場合も

問題は，銘柄属性変数の取り扱いであり，ここ

では次の多項式の係数がそれらの変数に依存す

る場合を考える．

（5．5）　1）甜（3）　＝1十δ1‘（2甜）∫十…　十δψ（2此）sρ

　　　み（2の＝（㍉o‘十δ1島1‘十…十δq轟q‘

　　　Cov（η‘珍，η。、）ニλf配α、’のごた診α診，

　　　φ槻一Cov（レ」‘，レ履）

ここで¢謝＝（φ晒‘り。）とおくと，φ侃りrは1ル

（εω’）とD海‘（S。．）の共分散で，それを例えば

（5．6）　φガ配．，γ＝∫（sω，sα7）＝exp（一13の一3α71）

と定式化する．このもと．に以下では

（5．7）　ノ｝配＝　0㍑’ψ漉‘0配　　　　14＝　（ノ論診）

の記号を用いる．また，λ謝として（4。9）の形

のものを用いる．そのときモデルは，回帰モデ

ルとして

（5．8）〃¢＝X‘β‘＋η8

　　　　　　　　　　　　　　　　　　367

　　　　　　　　　　　　　　　レ　　　〃¢＝（〃の，〃泥＝Pピ♂（0）一ΣCf，（s、の

　　　　　　　　　　　　　　　ゴ≡1
　　　β‘＝（δ、，’，…，δ¢’）’，

　　　δ配＝（δ鹿。置，…，δ脚∂’

　　　　　　　　　　　　ク　　　X‘＝（X醒），κ醒＝Σ2ゴ丸‘s島G亡（∫の），

　　　　　　　　　　　　髭＝O
　　　ZfO‘篇1

　　　η、一（η1‘，．．㍉ηハぼ）’，Cov（η∂＝σ2Σ、

　　　　＝σ2（σ醜）

　　　砺ご＝αゴ醜声，σ醒＝ρ砺ゐ‘

とおく．このとき
（5．9）　（〃蓄一Xごβ∂’Σ‘（ρ）一1（〃‘一Xβの

をβ‘とρに関して最小にすることで，β‘の一

般化最小2乗推定量
（5．10）β‘一（Xf’Σ‘（ρ）一1X，）一1濫’．Σ‘（ρ）一1〃凄

を得る．

（2）市場スポット・レート関数のモデル化

　Dゴ‘（3）匹exp（一s4虻（s））において。玩（3）を

モデル化する．磁（ε）のプロセスとして（4．2）

i）ii）iii）を仮定し，誤差項εf‘（s）

（5．11） ε鉱（3）～2＞（0，σ漉（s，∫’））

Cov（εf、（s），ε配（s’））

　　＝σ弼（s，sり

　　＝σ謝（ノs，3）

を仮定する．ここでσ槻（s，εりとして例えば

（5．12）　　　σ漁‘（3，s’）＝λ繭＃exp（一1∫一s’1）

をとる．この場合

（5，13）　　　E［D甜（s）］＝exp（一s4琵（s）

　　　　　　　　　＋去・・σ漉（・，・））

　　　　　　＝妬（∫，θご）

で．あるから

　hκ（θ∂三（ん診（ε刎，θご），…，毎‘（sαM，θ∂）’

とおくと

（5．14）　　　E（〃の　＝Cκ〆ゐ髭（θ‘）

となる．ここでθfはモデルに含まれ’る未知パ

ラメータのベクトルである．また

（5．15） φ政、．，。＝Cov（1）ゴ‘（s⑳・），1）、、（s。，））

　　　ニ8㌃髭（sの，sαγ，θ∂衙（s砺θ，）

　　　　乃配（sαγ，θ‘）

9読（3の，Sα7，θ∂＝exp（3ωSαr

　　　　　　　　σ謝（sの，s4r））一1
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であるから，¢駕＝（φ配ヴr）とおくと

（5．16）Cov（〃f‘，蘇‘）＝C甜’φ鈎ごC配≡ωf配（θご）

となる．そこで

（5．17）　　　篇（θ∂＝（乃1f（θ‘），…，んw（θの）ノ，

　　　　　9‘（ω＝（ω弼（θ∂）

とおき，

　　（〃♂一τ‘（θ‘））’9¢（の一1（〃一τ‘（θ∂）

をθごに関して最小にし，市場割引関数の平均

値（5．13）を求め，理論価格（5．14）を推定する．

6．市場スポット・レート関数の予測

　3節から5節の何れの場合でも，市場割引関

数もしくは市場スポット・レート関数は，構造

パラメータθ診をク仁ス・セクションデータで

推定される．その推定量θ，は，Zf‘と価格P詮

（0）（ゴ＝1，…，N）の関数であり，推定量は互い

に相関をもった時系列プロセスを作る．そこで

その予測法としては，θ診，’＝1，…，Tに対して

MTVモデル，もしくはVARモデルを適用し，

将来のパラメータθ婦を予測できる．従って

将来の市場ズポット・レート関数を予測でき，

投資戦略を考察できる．実際には，鶏‘の中に

過去の種々の変数を含めておいて時系列構造を・

表現したモデルの定式化をしておくことも重要

であろう．

　他方，すでに議論したように，’時点で観測

される価格R‘（0）に対してその変動構造とし

て市場割引関数のプロセスの趾を想定する場

合，その定式化には多くの多様性があり，デー

タはそのプロセスを識別する能力をもたない．

そこで多く。クーポン債，ぜロ・クーポン債に

対して，内部収益率を求め，その内部収益率の

時系列変動構造を分析することで，異なるキャ

ッシュ・フロー系列と銘柄属性をもつ債券の市

場評価モデルと予測可能性が得られる．そこで

もMTVモデル等が役にたつであろう．．そこ

での期間構造はインプリシットであるが，モデ

ルの係数等を通じて一定の解釈が可能となろう．

Litterman　and　Scheinkman（1988），刈屋

く1991）がその例である．

　さらにHJM（1989）でも，初期フォワード・

レート関数を主成分分析で推定し，それを3項

研　　究

確率プロセスで撹乱させ，’時点でのフォワー

ド・レート関数を与えている．

7．統計的モデルでのデュアレーション

　クーポン債に対するモデル（5．4）（5．5）につい

て，時間’の経過に対する価格変動，市場スポ

ット・レート関数の変化を考察しよう．時点’

　ゴが’＋乃に移行した場合，第ゴ債券の’＋乃時点

価格は，

　　　　　　　　　ハれの
（7．1）　．R8＋ん（0）一ΣC甜械（sゴーゐ）

　　　　　　　　　ど’
　　　　　　　　×1）髭＋ぬ（s，一目）十η虻＋み

となる．キャッシュ・フローが発生する時点は，

’＋乃時点からみるとsゴー乃期間後（ノ＝1，…，ル1

（の）であるが，時点で表現すると，’十乃十εゴーぬ

＝’十sゴ（ノ＝＝1，…，2レ1（ゴ））であるので，

（7．2）　　　　（）κ＋ゐ（s，一；Z）　＝　Cf‘（ε5）

　　　　　　　　　ノ＝1，…，M（の

が成立する．時間経過の中で，n‘続（0）の変動

構造の変化は

　（1）　市場割引関数の平均値としての関数

　　　D爵ゐ（s）の変化と，時間の経過による

　　　評価時点の変化（s冨sゴからs＝S」一乃へ

　　　の変化）

　（2）　誤差項伽納の確率的変動構造の変化

に分解される．以下この2つについて述べる．

（1）　債券プシー凱

　これまでDκ（s）のように’と3を区別して

議論してきた理由は，その割引関数が各時点’

に対してsの関数として金利の期間構造を内

蔵するからであり，時点’の変化による関数形

Dκ（・）の変化を表現させるためであった．従

って以下では，これを．’とsの関数として

（7．3）　　　　G（’，s）　＝1）鉱（s）

　　　　（ちs）∈［0，。。）×［0，。。）

と表現し，G（ちs）はテイラー展開可能，すな

わち

（7．4）　　　　G（’一ト」吃，ε十海）　皿　（｝（’，s）十

　　　　　α（ちs）ぬ＋G。（’，3）ん

　　　　　　＋壱［G‘（ち5）が＋2（聡（ち・）肋



　　　　　　＋G88（ちs）ん2］＋…

と表現されるものとする．ここでα，α．はそ

れぞれの変数に関する偏微分である．従って’

→’＋乃による平均割引関数1ル（s）の変化は，

んニー乃とおいて

（7．5）　　　1）泥＋ぬ（s一；z）　＝1）甜（s）十ψ鉱（s）ぬ

　　　　　　　　　　　＋払（1）ガ＋…

ただし，

　　　姦（・）「鉢（・）一音瓦（・）

（7．6）伽（・）「羨瓦（・）一・毒瓦（・）

　　　　　　　　＋壽瓦（・）

となる．通常債券のデュアレーションを考える

ときは，’の変化に対する割引関数の変化は小

さいとし，固定利回り（内部収益率）4f‘（s）≡γ

のパラレル・シフトに関する変化として種々の

デュアレーション，あるいはコンペキシティを

考える．しかし割引関数あるいは金利の期間構

造カーブ（市場スポット・レート関数）は一定で

ないので，その関数形の変化と，そのもとでの

割引値の値の変化を考慮に入れた（7．5）の表現

がより一般的であり，実際的でもある．実際，

（7．5）の表現のもとでは，いわゆるコンペキシ

ティは一般に云えないので通常の分析がそのま

までは成立しない．また多くの通常の分析では

確率的変動を考慮していない．

　（7．5）から価格に対する平均割引関数の変化

の割合を表現するために互‘（の＝E［ハ∫（0）］と

おくと，　（7．2）（7．5）より

（7．7）　　　　1）泥＋ゐ（0）　＝1）躍（0）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋Σα、（s∫）ψゴ‘（s，）乃＋o（乃）

　　　　　　　　　’＝1
　　　　　　　　1i臨一。oω擁＝0，

と表現される．従って時間経過’→∫＋ぬの中

での市場平均割引関数の変化による平均価格の

変化は

　　　　　　　　　　　　　　れくの
（7．8）　4Pゴε（0）／漉＝ΣG‘（5，）ψ甜（sゴご）

　　　　　　　　　　’＝1

となる．これ，が金利期間構造を内蔵する割引関

数の変化による平均価格の変化であり，通常の
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　　　　　　4Pf‘（0）／4γに対応するもので，期間構造（市場

スポット・レート関数）の変化とそのもとでの

割引率の変化を表現したものである．将来の修

正デュアレーションに対応するものとして
（7．9）　　　　ψをfエ　（認＝「π（0）／ヒ∫’）／」＝「κ（0）

を定義すると，時間経過の中での期間構造の変

化による価格変化の割合を表現できる．これは

時間変化の中での価格変化率をみる測度である

し，債券投資の1つの測度となろう．（7．9）の

戦を債券プシーとよぶことにする．（7．9）を

実際に評価するためには，平均割引関数D鼠s）

の定式化が必要である．以下では例示的な目的

から

（7．10）　　　D尭（s）＝exp（一ε41（s）），

　　　　　読（S）＝δ。、＋δ、、S＋δ2、82

の場合を考察しよう．このとぎψ鼠s）は

（7．11）晦（・）一瓦（・）卜・畜必（・）＋磁

　　　　　　　　　＋2＆・＋3愚♂］

となる．もしδ」‘が前節までの方法で’時点で

推定され，かつ’＋乃時点のδ5診柄が予測されて

いれば，

（7．12）　　　　δπ／4’霜（（襲‘＋ん一δ旗）／乃コ　η6

が得られる．従って
（7．13）　　　　ψf‘（s）　＝1）泥（s）［δo‘十（δ1君一γ1‘）s

　　　　　　　　　＋（2δ、rγのs2一γ、、∫3｝

となり，債券プシーが評価される．

（2）　ηf‘の変化

　時間経過の中での誤差項伽＝α遵D甜
一D司の変化，伽→ηκ杭は，伽，が確率変数で

あるので，直接それ’を評価できない．しかしそ

の変化の把握の方法の1つとして，価格変化

R焔（0）一二（0）の標準偏差を考えることがで

きよう．すなわちその分散

（7．14）　　θf（ぬ）＝Var（P｝診＋ゐ（0）一R‘（0））

　　　　　　　＝Var（ηゴ♂＋ゐ一ηの・

を評価することである．（7．14）の評価は伽の

’についての時系列プロセスの定式化が必要と

なる．前節までは，’を固定して1㌔（s）のεに

関する確率プロセスを考察した．その構造を保
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存しながら’についてのプロセスの定式化は，

多様性をもつ．この問題は別な機会にゆずりた

い．

　　　　　　　　　　　　　　（一橋大新経済研究所）
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