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　Haavelmo（1943）は単一回帰式ではなく互い

に関連のある複数の回帰式の統計的分析を提案

したが，当初の論文は非常に理解しにくいもの

であった．いわゆる同時方程式あるいは同時連

立方程式の統計的あるいは推定上の定式化が実

証分野での研究者にもはっきりしたのはおそら

くGirshik＆Haavelmo（1947）ではなかろうか．

もちろん当時シカゴ大学にあったCowles

Comissionから出版されたモノグラフシリーズ

の内第10番目第14番は同時方程式モデルに関

するものであり，特にそこでは最尤推定法が導

出され，またこの推定法の漸近的な性質もほと

んど解明された。当時は理論的な解析力よりも

数値計算能力がおとっていたため最尤推定法は

実際の計算にはあまり利用されることがなかっ

た．しかしながらCowlesに集まった研究者達

の心意気は非常に高いものでAndersonの言葉

をかりれば「経済現象の様々な面を同時方程式

分析の手法により統計的に解析すれば分析の精

度は飛躍的に向上するだろう」（1986，p．256）と

考えられたのであった．

　その後の操作変数推定心あるいは二段階およ

び三段階最小2乗法の開発と普及により応用面

での利用度も高まってきた．計算能力に関して

は最近のコンピュータの発達によって，昔はそ

の計算が不可能に近いと考えられた完全情報最

尤法がまさに卓上でさえ楽々と計算できる時代

になった．ところが分析の正確さについては当

初の期待とは大きく違ってあまり大きな成果が

えられ，たとはいえないのではなかろうか．いわ

ゆるマクロモデルにしても，精度の点から評価

’すれば大した進歩は得られておらず，逆に分析

対象を広める事によってその意義が確立されて

いるようである．

　ところで同時方程式モデルはその理論的な枠

組みが厳密でありかつ複雑であるために，統計

的な解析はCowles以来徐々に進歩してきてい

る．計量経済学の他の分野と比べればおそらく

理論的にはもっとも進歩した分野であるといえ

るかもしれない．特に推定法および検定法の性

質が小標本の状況でさえ理解されている分野は

計量経済学では同時方程式モデルの分野以外に

見あたらないといってよいだろう．

　本稿では同時方程式システムおよびこのシス

テムに固有な識別性の問題をまず解説する．つ

ぎにこのシステムに含まれ’る未知係数を一括し

て推定する方法である完全情報最尤法を導出し，

最後に完全情報最尤法と他の推定量の関係をあ

きらかにしていく．

1．同時方程式モデル

　経済的な変数がル1個あり，この有限個の変

数に関する観測値が第1期（’＝1）から丁期

（’＝T）まで得られるとしよう．変数間の相互

依存関係がG本の式で表現されるとすると∫

期における関係は次式によって表現できる．

（1）φご‘（｝㌔，…，y廠，　yi診一、，…，】臨一、，…，

　　　　　　　K1，…，】臨1）躍π甜　ゴ＝1，…，　G

この様な表現はKoopmans，　Rubin　and　Leip－

nik（1950）による定式化であるが，明らかなよ

うに’期における0本の関係式は，M個の変

数に関する’期以前の変数値によって定まって

いる．未知係数は記されていないが，最大では

G本の式に含まれる変数の数だけ存在する．
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未知係数については時間的な変化を考慮せず時

間的にその値は固定されているとする．等号の

右辺は誤差項で，観＝（z61‘，’●’¢6GT）とするとそ

の数学的期待値は0，共分散行列は

（2）　Co〃（観）＝Σ

と仮定される．さらに観測時点の異なる誤差項

間の共分数は0と仮定される．より強い仮定と

して疏が平均0共分散行列Σの正規分布に従

うと仮定されることもあるがこの場合は観測時

点の異なる誤差項ベクトルは独立に分布する．

　ある’時点において観測できる変量は〃個，

しかしながら式の数はルfより小さいG本であ

る．実際ル1個の変数はG個の内生変数とκ

＝ルf－G個の外生変数に二分され，κ個の外

生変数はG本の式システムの外でその値が定

まると考えられる．あるいはK個の外生変数

の値はすべての観測時点について既知である非

確率変数と扱っても分析上は支障が生じない．

内生変数と外生変数を表現上区別するために，

’期における外生変数の値をZ五‘，Z2‘，…，Zκ診，

と記そう．

　外生変数の値がシステム外で定まるのに対し

て内生変数はシステム内で値が定まると考えら

れる．実際，誤差項ベクトル暁の値が与えら

れれ，ぱ関数形と外生変数の値および内生変数と

外生変数の過去の値の影響を通して’期の内生

変数の値が定まる．この際，値が一意に定まる

には変換のヤコビアン行列が正則であることが

必要である．

　ある時点における回帰式のシステムにはその

時点以前の内生変数および外生変数が含まれて

いるが，このような過去の変数（あるいはラグ

付き変数）と外生変数を総じて先決変数とよぶ．

また第1時点より前の先決変数の値は既知であ

ると仮定される．これはいわゆる初期値の問題

であるが分析をもっとも簡単に行うための仮定

でもある．

　未知係数の存在および関数内での作用の仕方

は明示されていないが，非線型回帰式が並んだ

システムでは最尤推定法の応用はかなりむずか
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しい．理論的にも誤差項の分布が正規分布でな

い時に誤って正規分布をあてはめて得た疑似最

尤推定法は，不一致推定量になることが示され

ている．他方ある種の操作変数推定量は誤差項

の分布にかかわらず一致推定量になる．これら

の非線型同時方程式モデルにおける結果は

Amemiya（1985）の第8章でわかりやすく紹介

されている．

　非線型モデルの意味合いは直感的に理解しに

くい．実際の計量モデルとしても非線型モデル

は複雑で直感的理解を重視する統計的な数量分

析の目的にもそぐわないわけで，実証的に意味

合いの明白な線型モデノレをここで導入する．

　誤差項ベクトル勧と同様に内生変数ベクト

ルをZ〒（｝㌔；玲，…，y6∂，外生変数ベクト

ルを．乙＝（Z1ちZ2ち…，ZK‘）’と定義しよう．シ

ステム（1）のG本の式がいずれも線形ならばシ

ステム全体は

（3）y；B。＋y；一、B、＋…＋yl一τBτ

　　　　　　＋乙1－b＋Z‘一1二十…＋Z－2几＝暁

とかける．ラグは内生変数についても外生変数

についても有界であるとする．かつ内生変数に

関する未知係数行列B。からβτはG×0で，

特にB。は非特異とする．外生変数に関する未

知係数行列几から几はいずれもσ×κとす

る．このようなシステムを特に構造式と呼ぶが，

それは各式が経済的な意味づけによって想定さ

れ，るからである．つまり消費関数，投資関数，

生産関数などを線形に表現したものが（3）に含

まれる必読にあたる．係数行列はBにしろr

にしろすべて未知係数からなっているというわ

けではなく，特定の構造式から排除される変数

については係数値は0とする．また通常，各線

形式に含まれる変数の内一個の係数は1とおい

て係数の標準化を行なう．（係数の標準化は誤

差項躍の分数のスケールを定めるために必要

であるが標準化の方法は自由である．）さらに

時系列回帰式特に多変量時系列回帰式は（3）式

の特殊形になっていることも理解できよう．つ

まりB。行列が恒等行列になっていれば外生変
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数を説明変数として含む自己回帰モデルである．

もっとも形式的な類似性はともかくも，同時方

程式モデルの考え方としてはシステム中の各式

は構造式であり，その想定は経済的な意味によ

って支えられている．ところが時系列モデルは

単にベクトル確率変数耳とそのラグ付きベク

トルがシステムに含まれているだけであり，構

造という意味合いは考えられていない．また構

造方程式では多くの零要素が係数行列に先験的

にはめこまれているが，時系列分析においては

係数行列中に零要素は含まれないのが普通であ

る．誤差項ベクトル観に関する仮定は共通で

ある．

　線型なシステムは，時系列モデルの色彩が表

現上失われるが，より簡単には

（4）　　｝B十27「＝σ

とかかれる．ここでyは｝㌔からy6‘を行と

して並べたTxO行列，　Zはすべての先決変

数を行として並べたT×K＊行列，Bは先の

B。行列，rはB、，…，Bτ，乃，…，几をZの構成

に応じて行ブロックとして並べたK＊×Gの

係数行列である。一期目ら丁期までの誤差項

ベクトルを行として並べれば誤差項行列σが

定義できる．

．（4）式をyについて解けば，17一一乃3司，y

＝OB－1として

（5）　　y＝．2コ7一トy

となる．この（5）式は誘導型回帰式とよばれる．

2．識別可能性

　一般に確率変数ベクトルを靴と記し，靴の

分布は構造S（structure）に依存しているとし

よう．Sは条件の集合で特定のSに対して擁

の分布が定まるとする．あきらかなようにS

は単に未知パラメータの値を定めるのみでなく，

線型同時方程式モデルでは変数の取捨，誤差項

の分布などが構造に含まれる．しかし本稿では

そのもっとも簡単な場合のみを扱い，構造とは
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未知パラメータの集合に一組の値を与えたもの

と理解しよう．また構造が定まれば〃‘の分布

は定義により一意に決ってくる．そして識別性

の問題ではその逆，つまり佛の分布が所与と

される際に逆に構造が一意に定まるかどうかを

分析する．計量モデルの例では，Z，’一1，…，

Tの観測値が所与であるとして所与の観測値

から構造が一意に定まるかどうか，あるいはよ

り実際的に未知係数の推定値が一意に決められ

るかどうかの問題であると理解すればよい．

　構造Sが〃z次元空間の部分空間みに属す

る実ベクトルαであると単純化して考えると，

齢の同時密度関数は∫（翫，α）と記すことがで

きよう．この密度関数に関して，もし二つの異

なる構造衡と砲が同じ密度関数∫（〃¢，偽）＝ノ’

（〃‘，の）をもたらすならば，二つの構造α1との

は観測上同等（observationally　equivalent）で

あるといわれる．逆に構造αに対して，同じ密

度関数∫（脇α）をもたらす構造が他にないと

すれば，αは識別可能である（identi且able）とい

われる．識別可能な場合は二種類考えられる．

αの近傍のみを考慮する場合は局所で識別可能

とされ，パラメータ空間あるいは構造空間内全

域で識別可能であれば大域で識別可能であると

される．識別性に関して以上の議論はKoop・

mans，　Rubin，　and　Leipnik（1950）によるが，

1950年代では計量経済学の大問題であり数多

くの論文が書かれている．本稿では以下Roth・

enberg（1971）に依拠して説明を進めよう．証

明は除くが，Rothenbergの方法によれば識別

性の問題を個別的にではなくかなり一元的に解

くことができる．

　密度関数∫（〃ちα）は連続かつα＝（幽，…，αの

に関して微分可能であるとしておく．ここで大

きさ祝×吻の情報行列を

（・）R（・）一E（4器∫4舞∫〉

ゴ，j＝1，●・●，物

と定め，R（α）はαに関して連続であるとする．

ここでRothenbergは次の定理を導く．
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定理1：αoが識別可能であるための必要十分条　　識別可能である．

件はR（α）がゲにおいて正則であり，またそ

の階数が変わらないαoの近傍が存在すること

である．

　構造に関しては制約が課せられる場合が多い．

制約は既知の関数ψfによって

（7）　　ψf（α）＝0，　　　ゴ＝1，…　，た

と表現できるが，このような制約が存在する場

合は構造空間が（7）によって縮小されていると

考えればよい．したがってん×卿のヤコビア

ン行列を

（8）ψ（・）一（農〉ゴー勾…，尾ノー勾…，卿

とすれば局所での識別性の条件は行列

（・）y（・）一（獅

の階級がαo近傍で彿であることに等しい．1

　大域での識別条件は（9）式の階級に関する条

件が特定の構造α0に依存していなければよい．

彿次元空間の部分空間になっている構造空間

4の全域においてRあるいはγの階数が呪

であれば，構造は大域で識別可能となる．その

ための十分条件は次の定理で与えられる．

定理2：密度関数ノ（〃‘，α）が指数族であるとす

る．もしR（α）がノ1において正則であればA

に含まれるすべての構造は大域で識別可能であ

る．
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　大域の識別性に関する十分条件は上述の二定

理しか知られていないが，同時方程式モデルの

識別性にとってはいずれの定理も有用である．

　ここで識別性の一般論を終わり構造方程式シ

ステム（4）の識別性条件を考えてみよう．また

簡単化のためにシステムには先決内生変数が含・

まれないとしよう．（4）式の識別問題では構造

αは（、Br）の要素を縦に積み重ねたベクトルと

考えればよい．誘導形係数行列∬は一刀8－1

と定義されるが，∬行列の識別性を分析する

と，誘導形誤差項の期待値が0であれば，E

（γ）＝Z17あるいはE｛（Z’Z）一IZ’y｝＝17であ

るから定理3により∬行列は大域で識別可能

である．とすると識別可能性の定義により，構

造αあるいは（Br）と誘導形係数行列17が一

対一で対応しておれば（Br）は識別可能である．

したがって同時方程式システムの識別性は大域

での識別性であり，かつ（Br）と17の間の変換

の一画面の問題に帰着することがわかる．また

変換の一意性はヤコビアン行列の階数の問題で

ある．

　先決内生変数が含まれる場合は誤差項に正規

性の仮定を加えて定理2が利用できる．システ

ムは｝㌃＝乙17＋玩，17＝一田　1かつ砺の分

布はN（0，ざ2）また異なる時点に関して独立と

する．簡単化のためρには制約が含まれない

とすれば，対数尤度関数は17＝一五B－1として

　　　　　　ア（10）10g」L（xΣ（｝覧一Z／7）52－1（K－Z／7）’

　　　　　　‘罵1

となる．πをVec（π）ただしVec（π）はπの

列を積み重ねた列べクトルとすれば情報行列は

　また分布に関する制約とは全く異なる十分条

件として，次の定理がある．
（1・）R（・）一一 i嘉）E（げ瀞）（雅）

定理3：既知の関数φ∫（〃‘），ゴ＝1，…，〃zが存在

し，ノ1に属するすべてのαについての＝E｛φゴ

（〃∂｝，ゴ＝1，…，〃zが満たされれば，αは大域で

となる．ここでE（・）は（G×κ）×（G×κ）の

正方行列で，ラグ付き内生変数も含めた先決変

数行列をZと記せば｛ざ2－1⑭E（Z’Z）｝と計算
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できる．また，1＝（4〆／ぬ）とすれば／の二品

はαの要素，列数はπの要素の数できまって

いる．ところでこのE（・）の前と後からかかる

1行列はπから（B1「）への変換のヤコビアン行

列であるから，先決内生変数が含まれない場合

と同様1の階数によって識別可能性が定まる．

　以上の分析では（Br）に関する制約を一切明

示的に述べていないが，（B∬■）の要素に関して

（12）　ψゴ（B，r）＝0， ゴ＝1，…，R

という制約を置くことにする．ここでαを

（13）

（14）

・一
i1）一（鷺：タ）・G・（G・K）

ψ一（塑＿塑ぬ”ぬ）・［G・（G・K）］・R

と記せば制約付きのヤコビアン行列は

（・5）・一（審・1：〉［（G・（G＋K）】×（GK＋R）

となる．ただしヤコビアンはβ係数に関する

微分を行列ψbで，またγ係数に関する微分を

行列ψ．で表現する．したがってこの行列ノが

行に関して階数がおちていなければ情報行列は

正則となり識別可能となる．

　以下，1のうちとくに（4π’伽）を計算してい

って識別性条件を導いていくのであるが，ここ

では簡略化のため結論のみを記そう．まず1

が行に関して階数落ちしないためには制約の数

RがG2以上でないといけない．このことは
（15）式の行列の大きさによりわかる．さらに

（16）　　確＝（ZG⑭、B’）ψb十（1G⑭1［’）ψγ

　　　　　　　　　　　　　　G2×R

の階数がG2であればαは小乱で識別可能とな

る．ただし制約が線形の場合は制約に関するヤ

コビアンがαの値に依存しないので大域の識

別可能性が導かれる．

研　　究

　制約が複数の構造式にかかわらず単一式の係

数のみに限られる場合は，（16）式中の行列の積

がさらに計算することができ表現そのものを簡

略化できることが知られている．例として二本

の構造式からなるシステムを考えてみられたい．

　β、、〃、＋β、2〃2＋γ・・X・＋γ・2×2＋γ・3Xコ＝π・

　β2、〃、＋β22μ2＋γ2、X・＋γ22．濁＋γ認鴻一π3

ただし制約として1）β、1＝1，2）β22＝1，3）γ11

＋γ12＝1，4）γ21竃γ13，とする．制約は4，Gは

2である．

　制約が係数に関して非線型である場合には局

所的な識別しか問題にならないが，識別性の条

件は（15）式の階数ゐ問題に帰着する．ただし係

数に関して非線型制約がある場合には，識別性

の条件が満たされていなくともシステムが識別

されることは可能である．その場合，推定量の

漸近分布は正規分布にはならないことがわかっ

ている（Sargan（1983））．

　システムに含まれる変数が非線型である場合

は（11）式の情報行列の計算が困難になり，（16）

式の階数を容易に検討することができない．

（統計学辞典10・5節）

3．完全情報最尤（FIMLI）推定量

　この節ではDurbin（1963，1988），　H　ausman

（1975）そしてHendry（1976）に沿って最尤推定

量を導く．次に最尤推定量の変形としての三段

階最小2乗法，修正3段階2乗法，および制限

情報最尤法を導き高密定量間の関係を明らかに

する．

　システム全体を一括して推定する方法として

Koopmans，　Rubin，　and　Leipnik（1950）によっ

てまず最尤法が与えられた．（6）式における誤

差項が異時点間で独立にN（0，Σ）にしたがっ

て分布しているとすると対数尤度関数は

（・7）五（B，君Σ）㏄Tl・91β1一去Tl・91Σ1

一吉’・｛Σ｝1（田＋zr）佃＋π）｝

となる．まず（17）式のΣに関する一次微分を
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求め，最大化の一次の条件を求めると

（18）Σ一÷（田＋π）’（田午zr）

を得る．以下（B，∬亨）の最尤推定量を求めるが，

便宜的に次のような操作子を利用する．

　行列五について．4”は五の列を縦に積みあ

げていった列べクトルである．δ＝ノPとする

とφ＝δ〃はδの要素の内制約されていない

（unconstrained）要素のみを縦に並べたベクト

ルとする．したがってφ＝（．4”）πでもある．ま

た4の内制約のない要素を列につみあげる操

作子を∬（retained　element）とするとφr4「

である．7はびとπの結合操作子である．こ

の操作子に関しては次のような便利な性質が知

られている．つまりD，R，Fを整合な行列と

すると

（19）　　（1）1～F）ε2＝（1）⑭F’）1～拶

となる．びを7に変えても（19）式は成立する．

　このような準備のもとでφ＝（B，r）’γとし，

（17）式の最大化条件をφに関して求めると

（20）　［T（B－1，0）一｛Σ『1（yB十27「）’

　　　　　　　　　　　　　　（r，Z）｝r「＝0

となる．ここで（18）と誘導形回帰式より

（21）　7B－1富Σ一1（yB十2r）’（y－Z17）

となるから，（21）を（20）に代入すると
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含まれている．（22）式をより明示的にするため

に各構造式を正規化して8行列の対角要素を

1としておこう．つまりBを（Bd＋のと分解

し，βdの対角要素は0であるとしておく．そ

うすると（22）は

（23）　Σ一1（yBd＋Z：r）’Z（π，の7

　　　　　　　　　　十［Σ｝1｝”Z（17，1）］7＝0

となる．ここで（19）を利用すれば

（24）一［Σ一⑳（ワ）・（靴z）】分

　　　一［囎（17’1）刎・

を得る．

　最尤推定量をえるためには（18）式および（24）

式の両式を満たすべくB，rおよびΣが求め

られなければならない．第一段でのB，rの推

定値あるいは初期値Bωと几）が与えられれ

ば（18）より盈、）の値が定まり，つぎに瓦1》＝

一η！）B（1）一1と17の初期値も定まる．この丑、）

と鐵、）を用いて（24）式よりδが計算され，この

δがB（2｝，η2）を与える．このような反復的な手

続きを経て最尤推定値を計算することができる．

以上の結果はDurbin（1963）により示されたが

本稿での導出はHendry（1976）に拠る．同じく

Hausman（1975）あるいはAmemiya（1985）が

異なった方法で導出している．なお行列に関す

る様々な計算法はかなり発達してきており，

Magnus（1988）に主な結果が集約されている．

　（24）式の理解を進めるために構造式の表現を

（22）　　Σ一1［（｝つ≡｝十2コ「7）ノZ（17，1）］ノ7＝0 （25）　舘＋】4βゴ＋Zfγゴ＝z6f　ゴ＝1，…，0

となる．ここで注意すべきは操作子γにより

（π，1）行列のうち各構造式に含まれる変数に

対応した列が残されていることである．つまり

第ゴ構造式にα＋κごの変数が含まれているの

ならば（17，ののうち（Gf＋K∂列が残されてい

て，（22）の括弧の内にはそのような行がG行

と書き改めよう．この表現では〃、はTx1，　y｝

はT×G，XゴはT×瓦の行列で，丁期にわ
たる観測値がすべて忠言に含まれている．ま

たB行列の要素中1と標準化されている対角

要素は齢の係数として明示化されている．ま

たBの第ゴ山中0と制約されている係数をも
’
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つ内生変数は第ゴ式から排除されている．さら

に総数でK個の先決変数の内，係数が0と制

約されている変数も第ゴ式からはすでに排除さ

れている．ここでKの誘導式を箔＝Z猛＋砿
としさらにXl・＝（Z刀rご，、Zの，Xl・＝（Z（Z’・Z）一1

Z’｝を，乙）とすれば，構造式の数が二式の場合に

ついて（24）式は

㈱《鉛《細細

　　　　　　　　　・遍蹴）

と記すことができる．ただしσがはΣ一1の第ゴ，

第ノ要素とする．（24）式を一般の場合に拡張す

ることは容易である．

　FIML推定量とともにシステム全体に含ま

れる未知係数を一括して推定する方法として三

段階最小2乗（3SLS）推定量が知られている．

3SLS推定量はFIML推定量とともに一致推

定量でありかつ漸近的に有効でもある．この

3SLS推定量は，（26）式を用いれば右辺のX、

とX2をX、とX2に置き換え，かつΣを二段

階最小2乗（2SLS）推定の結果求められた残差

を使って推定することによりえられる．つまり

βゴとγfを2SLS推定量として

（27）　甑＝跳一】4βf－Zゴァゴ　　ゴ＝1，2

をもとめ，衡＝観露ノTと推定するのである．

　3SLS推定量の分布上の性質は大標本漸近分

布以外その詳細が知られていない．特にその厳

密モーメントの存在はSargan（1978）によって

証明されたが，分布の漸近展開はあまりに複雑

になるために導出しても意味がないであろうこ

とがわかった．筆者はMorimune（1987）にお

いて分布の漸近展開がかなう限り簡単になるよ

うな3SLS推定量の修正型を考察していき，そ

の結果として修正3SLS（M3SLS）推定量を提

案した．M3SLS推定量ではまず構造係数を

研　　究

3SLS法で推定する．その推定結果をもちいて

（27）式の方法で残差を求め誤差共分散行列を推

定する．他方，．3SLS法の結果により誘導形係

数の定義を通して17＝一1『B－1と誘導形係数を

推定する．そしてこの17行列の内，右辺に含

まれる内生変数Kに対応する列を選んでXご

＝（zπら乙）と記そう．最後に（26）下中のΣを

新たにえられた構造形誤差共分散行列に置き換

え，またX1とX⊇をX1と澄に置き換えれば

M3SLS推定量が定義される．

　以上によってFIML，3SLS，およびM3SLS
推定量の形式的な類似性は（26）を通して明らか

であろう．FIML法では反復計算を収束に至

るまで繰り返し，3SLS法では2SLS法の結果

をもちいて（26）式を一回使う．そしてM3SLS

法では簡潔に表現すれば（26）式を二回繰り返せ

ばよいといえよう．

4．分布の漸近展開

4．1全体系法

　M3SLS推定量の特長は分布の展開が三次ま

でFIML推定量の分布の展開と一致すること

にある．ここでその展開を示すならば，ノア

（δFI皿一δ）とπ（δM瓢一δ）の密度関数は正

規密度関数の周辺で次のように近似できる．

（紙面の節約のため導出は示さないが，必要な

場合は筆者にお知らせ下さい．）

（28）の（ξ）一 ﾂ乳一睡’・｛（F”一鰯）

σノ丸X｝’Xr｝・ぬ！（B－1，0）Sパξ丸＋乃ゴ’（B『1，0）S鳶’F細

（ゲ轟XアXf）ξ‘｝φF（ξ）＋・（｝）

ここでφF（ξ）はρ（漏G＋瓦＋α＋凡）次元の

多変量正規密度関数で平均は0共分散行列は

F－1，Fは情報行列でそのゴ，ノ小ブロックは凡

＝♂li血丁（XIx｝／T）となる．ξ、とξ2はρ×1

のベクトルξの上半分と下半分で，第1式の構

造係数と第2式の構造係数に対応している．

S融は（y，X）S鳶’＝（h，　Xゐ）を満たす行列で，

（0＋κ）列から第ん構造式に含まれる変数（h，
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X勘）に対応する列を選びだしてくる行列である．

（28）畑中では（B－1，①5勘’により列の選択が行

なわれている．飢は々番目の要素が1で他の

要素がすべて0である列べクトルである．

　（28）式を密度関数とみなすと，推定量δFI皿

の期待値などが計算できる．厳密な期待値では

なく展開（28）を基にして計算された期待値であ

るのでAE（・）と表現すると，第1式の係数δ、

に対する期待値は

（29）みE｛π（品）｝「￥臥・夙・

　　　　P留照臨（B－1，0）％＋・（÷）

ともとまる．この式も複雑でその意味合は明白

でない．ただ先で説明する単一方程式法と異っ

て他の構造式の強い影響をまぬがれえないとい

うことだけは理解できる．

　漸近展開の一般的な説明を加えるならば，

（28）式の第一項はいわゆる漸近分布に対応して

いる．つまり標本面謝が無限大になるとすれ

ば，第二項は消えてしまう．第二項は二次の項

とよばれるが，大括弧内はTに依在しない量

で項の頭にある》「アにより相対的な大きさが

定まる．二次の項と同様により高次の項も導出

することは可能であるが，たとえば三次の項は

非常に複雑になる．さらに残念なことに（28）式

もかなり複雑であるためにFIMLあるいは

M3SLS推定量の定性的な性質を導き出すこと

ができない．もちろん（28）式を数値評価するこ

とは可能であるが，数値評価にはB行列，．Σ行

列，X行列そして17行列の値を定めることが
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘
必要である．

　（28）式は第一構造式に含まれる係数の推定量

と第二構造式に含まれる係数の推定量の同時密

度関数の展開であるが，数値評価や推定量の比

較を目的にする場合は同時密度よりも周辺密度

の展開を求めた方が便利がよい．ここでξ、の

周辺密度の展開を求あるが，そのためには（28）

式をξ2に関して積分してやればよい．計算結

果は次のようになる．

213

（・・）娠㈲一 g｛（瓦＋G＋・一能ξ）

　　　　　　　　　1・［乃f（B－1，0）S、’ξ、＋　　　　　　　　　　　乃2’（β一1，0）S、’ξ、

　　　　　　　　σ11σ12

一ゐで（B－1，0）52’（最’．鴎）一1逓’．渇ξ、1

＋か［（F＊一1一ξ、ξ、’）（去脳）］［豊だ（8～

・）陥＋酬（B－1，0）翻（脳）槻塒］

＋農雇（B－1，0）鑓一く選一）ξ．

＋証（B－1，0）鉗F・脳6｝伽（ξ1・

ただしF＊＝瓦1一瓦2施一1凡1である．この式

も複雑でその意味合いはよくわからない．しか

しながら第一項は当然ながら（β、’γ、’）の大標本

漸近分布である．また第二構造式が様々な形で

影響していることもわかる．特に澱’澄行列，

X2’Xi行列，そしてξ2の漸近共分散行列F羽な

どが含まれていることに特徴がある．

　システムに構造式が二二しか含まれ’ない場合

は（30）式をより簡潔に表現できる．というのは

二構造式は通常〃、＝〃2β、＋乙γ、＋π1，ン2＝ン、β2

＋Z2γ2＋π2と書かれ，したがってB－1がβ、と

β2を用いて計算できるからである．また（30）

式中の履（B－1，0）Sゴは（∂が，0）という行ベクト

ルになり，このベクトルとの内積はかなり単純

化できる．しかし本稿では二構造式システムで

ありながら多少一般的な雰囲気を残した（30）を

漸近展開の結論としておこう．繰り返すならば

（30）式はFIML並びにM3SLS推定量の分布

の展開である．さらに（30）には記されていない

が三次の項までこの二つの推定量は同じ展開を

もつのである．

4．2三次の有効性

　Takeuchi＆Morimune（1985）は先決内生変

数が含まれない同時方程式体系において，

FIML推定量が三次の有効性をもつことを証

明した．以下この結果を説明しよう．

　三次の有効性はBAN推定量つまり一次の

有効性をもつ推定量間での効率を比較した理論
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である．まず一次有効な推定量は漸近的に平均

0，共分散行列がF－1である多変量：正規分布に

従って分布しているがこのような推定量は複数

個存在する．その比較のため一次有効な推定量

の分布の漸近展開を，多変量正規分布を一次の

項として（28）式のように三次の項まで導出する．

その結果このような展開は第一項を除いて

BAN推定量間で異ってくることがわかる．

（ただし（28）式は二次（1／π）の項までしか導

出されていない．）そこで各推定量が同じ漸近

期待値をもつように推定量を修正する．この修

正の仕方は自由だが，直感的にもっとも容易な

方法は漸近期待値の一致推定量を作ることであ

ろう．このような漸近期待値の一致推定量によ

り各推定量の漸近期待値が0になるような修正

をすれば，三次有効性理論の条件を満たす修正

推定量をえる．三次有効性理論の結論は，この

ような修正推定量の間で三次までの漸近展開を

もとにして計算され，た平均平方誤差を比較すれ

ば，FIML推定量の平均平方誤差が行列の意味

で一番小さくなるというものである．あるいは

FIML推定量よりも小さな平均平方誤差を与

える推定量ば存在しないといってもよい．した

がってFI皿L推定量は三次有効であるが，

3SLS推定量は有効ではないことがわかる．

（先に述べるLIML推定量はFIML推定量の

特殊形である．同様に2SLS推定量は3SLS推

定量の特殊形である．Takeuchi　and　Mor・

imune（1985）はLIML推定量は三次有効だが

2SLS推定量は三次有効ではないことを証明し

た．したがって村偶の論理により，3SLS推定

量の非有効性が証明できる．）ところが

M3SLS推定量はFIML推定量と同じ分布の
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　◎
漸近展開を三次の項までもつので，三次有効で

ある．

4．3単一方程式法

　全システム推定法はρ次元ベクトルδを一

括して推定する方法であるが，より計算の簡単

な方法としてシステムに含まれる一構造式の係

数推定のみを考えるのが単一方程式法である．

あるいは全システム法では各構造式にどの変数
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が含まれ，したがってどの変数が排除されるか

といった係数制約がすべて推定に使われている

が，単一方程式法では当該構造式以外の式に関

する制約は推定にもちいられない．例えば第一

構造式の推定は

（31）　〃、＋yiβ、＋2」γ1ニ＝z6、

（32）　　｝二＝、2皿1十τノi

という簡単なシステムにおけるβ、とγ、の推定

問題に帰着する．ただし猛は一Z8『1のうち

Kに対応するGl列であり，砺もOB『1のう

ちKに対応するG1列である．システムの中

には（31）式から排除された内生変数が存在する

が，この排除された内生変数は以下に述べる推

定では考慮に入れる必要がない．

　単一方程式推定法でよく知られているのは制

限情報最尤（LIML）推定量と二段階最小2乗

（2SLS）推定量があるが，（26）式の表記を使え

ばLIML法はFIML法の特殊な場合で，シス
テムが（31）と（32）から成立しているとみなせば

よい．単一方程式法では漏はZ行列，X2も

Z行列，Z’Xl＝－（H，Z1）δ2＝vec（猛）などと

なっているから（26）式の逆行列をδの左から

掛けた形で考えると

（33）　　σ11）ぐi’（｝～，Z±）δ1十［♂2⑭（X’Z）］δ2置

　　　　　　　σ11Xl’ン、＋［σ12⑭Xl’］vec（K）

（34）　　［σ21⑭Z’（｝孟，Zh）］δ1十［σ22⑭（Z’Z）】δ2＝

　　　　　　［σ21⑭Z’］〃、＋【σ22⑭Z■］vec（K）

となる．ここでσ12／σ認＝一σ12／σ11だから（34）式

より

（35）　1五＝（Z’Z）一1Z’｝る

　　　一（2ワZ）一1Z〆（〃、一｝盃β、一21γ、）（σn）一1σ12

となる．これはいわゆる制約付きの誘導形係数

推定量になっている．（35）を（33）に代入して整

理すると

（36）　（悉’X）δ1＝X1’〃1
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を得る．3SLS推定量では（26）式のX、はX、

に置き換えられているから（36）式は（XIX）δ1

－X1’〃、となる．これがδ、の2SLS推定量であ

る．FIML推定量の特殊型としてのLIML推
定量は（33），（34）および（36）式より導出するこ

とができる．この導出はかなり複雑であるが

Anderson　and　Rubin（1949）よりも簡単で，そ

の結果はy＝（ッ1，｝つ，乃＝F（FT）一1F’とし

て

（37）臨一島）y一・嘲（1β）一・

を満たすβがLIML推定量となる．つまり固

有ベクトルとなっている．ただし（37）式中のλ

は（37）の括弧｛・｝を行列式とした固有方程式の

最小根である．最後にM3SLS推定量の場合

は（31）を2SLS法で，（32）式の私を最小2乗

法で推定し，その結果えられる残差系列より誤

差共分散行列を推定する．この推定された誤差

共分散行列を3SLS法の公式に代入して第二

次の推定値を得る．第三次のM3SLS推定値

はまず誤差共分散行列を3SLSの結果を使っ

て再推定する．次に3SLS推定の結果えた瓦

の推定値瓦を利用して笈をX1＝（Z171，Z1）に

置き換える．以上の結果を（33）式と（34）式に代

入してMSLS推定量となる．この最終結果の

うちδ1の推定量をM2SLS推定量とよぶ．

M3SLS推定量に関する性質の特殊形への応用

によって，・LIML推定量とM2SLS推定量の分

布の漸近展開は三次の項まで等しくなる．した

がってLIML推定量とM2SLS推定量は三次
有効でもある．

　周辺密度の展開式（30）は制限情報推定の場合

にも利用できるが，（β、’γ、’）のLIMLあるいは

M2SLS推定量の分布の漸近展開は（30）式より

（38）晦（ξ）一 ﾂ｛［やG＋・一甜ξ］

　　　　　　　・去（σ12，0）ξ｝娠㈲
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となる．F＊は単純化されて（1／σ11）lim　T（1／T）

X∫X1と計算できる．またF＊は単一方程式法

における情報行列にもなっている．（38）式は構

造式に二個の内生変数が含まれる場合，つまり

G、ニP）時はAnderson（1974）によって導出さ

れ，た．一般の場合はFujikoshi　et．　a1．（1982）に

よる．ただし本稿では（38）がM2SLS推定量

の分布の展開にもなっていることに注意された

い．（38）をあたかも密度関数とみなして数学的

期待値を計算すると

（39）AE㈲一
g（脳）熔）＋・（｝）

となる．制限情報ρ状況では（30）をつかって

πvec（払一17i）の分布の展開を計算すること

もできる．171は171のLIMLあるいは
M2SLS推定量だが，展開の結果は

　　　　　　　　1　　　　　　　　　11｛（＆一G1）（40）　　φF＊（ξ2）一

　　　　　　　σ11σ
　　　　一ξガσ22⑭Z！（1－1rτ、）Zξ2｝

　　・［σ12⑭（σ、20）（湘’X）一1湘’Z］ξガφF＊（ξ2）

となる．ただし猛は実用上あまり用いられる

ことはないようである．

4．4単一方程式推定量の性質

　通常の大標本漸近分布を導出するためには，

変数の数を固定しておいて標本数が増大するに

つれ外生変数のモーメント行列が行列の意味で

値を増やしていくと仮定される．さらにこの増

加の状況は1imT（Z’ZIT）が正則な定数行列に

収束することに縮約される．この仮定をかえて

（・・）1i峠ZZ一α＋渉G

　　　　　　　　　　　　＋÷α＋・（｝）

とすれば，漸近展開の結果は異ったものになる．

明らかなように（41）式では，左辺はC。の周辺

で変動していると考えられている，（41）式に対
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して通常の仮定ではC、とC2が0行列とされ

ている．

　大標本漸近理論における通常の仮定は理解し

やすいものだが，実際上は標本数を増加できる

わけではなく，所与の標本数丁をTが無限大

の状況で近似しているにすぎない．したがって

通常の漸近理論とは異なる仮定のもとで漸近分

布あるいは分布の展開を導出することも新たな

近似として可能である．Kunitomo（1980）や

Morimune（1983）ではTとともに外生変数の

総数κが増大する仮定が考えられ，この仮定

のもとでの分布の近似が導出された．つまり従

来の仮定に加えて，

（42）qim7（κ／T）＝τ2

（44）（ぞ《を1）プ

となる．ただしDは複雑であるので定義しな

いが，対称な非負定符号行列となっている．し

たがってLIML推定量は一致性を失わないも

のの漸近分散共分散行列が大きくなることがわ

かる．詳細は述べないが2SLS推定量に関して

は，漸近分散共分散行列は標準の場合よりも小

さくなることを証明することができる．つまり

（43）式をbiasとして》「ア（δ鈴Ls一δ一bias）の漸

近共分散行列は

（45）（餌（『1）プ

が定数になるとされるのである．仮定の意味は

標本数とともに外生変数の総数が増加するとい

う解釈もあるが，むしろκが比較的大なる際

は通常の近似展開が不正確であるから，κ大な

る時の新たな近似の条件として（42）が想定され

たと考えればよい．もっともκが大といって

も瓦つまりある構造式に含まれる外生変数の

数は一ケタにとどまるから，超が大であると

考えられている．このような条件のもとで

LIMLと2SLS推定量の漸近的性質をもとめ

てみるとつぎのようになる．（以下の漸近分布

の導出は紙面を節約するため割愛します．必要

な場合は筆者にお知らせ下さい．）

（43）　ρ1imT（δ臨s一δ）

　　　一P＋（τ2ω220－1　0　0）イ㍗）

つまり2SLS推定量は一致性をもたないこと

がわかる．（ただし島’ZF’Z島／Tなどの行列が

収束すると条件付けしておかないといけない．）

LIML推定量については，最小固有値λの働き

によって一致性は保たれるものの漸近分散共分

散行列が標準の場合よりも大になることを示す

ことができる．つまり漸近共分散行列は

の形となる．ただしD＊はDと同様対称な非

負定符号行列であるがその定義は同じく複雑で

ある．

　κが大なる場合の分布の漸近展開を導出する

こともできる．（Kunitomo（1980，1981），Mori・

mune（1983，1985））．この漸近展開はかなり複

雑な結果をもたらすが，分布の近似としての精

度は標準的な仮定のもとでの展開よりもはるか

に正確になることがわかっている．また前節で

紹介したM2SLS推定量は標準的な仮定のも

とではLIML推定量と非常に似通った性質を

もつが，Kが大なる場合はその漸近的な性質は

LIML推定量から離れていく．結論としては，

κが大なる状況のもとではLIML推定量がも

っとも優れ，ているといえよう．ただしこのよう

なKが粗なる場合の性質はシステム推定法に

関しては何も知られていない．ただLIMLは

FIMLの特殊な場合であり，かつ2SLSは
3SLSの特殊な場合であることを考慮すれば，

システム法において突然3SLSがFIMLをし
のぐ性質をもたらすとは考えにくい．

　先に述べた三次の有効性をも考え合わせると，

単一方程式法の内ではLIML法のよさが理解

できょうが，筆者はFuller（1978）による改良

LIML推定量を実用上もっとも適切な推定法

として提唱する．この推定量は正規化に関して
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