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マルコフ・スイッチングGARCHモデルによる

ボラティリティの予測

Realized　Volatilityを用いたモデノレ比較
＊

里　吉　清　隆

　本稿では，GARCHモデルを拡張したマルコフ・スイッチングGARCH（MSGARCH）モデルを用
いたボラティリティの予測を提案し，従来のGARCHモデルとの予測力の比較を行った。　MS・
GARCHモデルはこれまでに代表的なものとして3種類のモデルが考案されているが，それぞれのモ
デルの定式化の違いを述べ，パラメータの推定法とボラティリティの予測法を解説した．モデル比較
の際には，真のボラティリティの代理変数として，日中の収益率から計算されるRealized　Volatility

を使用している．TOPIXを用いた実証分析の結果，　GARCHモデルの代わりにMSGARCHモデル
を用いても，全体的にはボラティリティの予測力は高まらないことが明らかになった．しかしながら，

ボラティリティが極端に低い時期においてはGARCHモデルではボラティリティの変動を捉えるこ
とができず，MSGARCHモデルの方が優れていることが示された．

1．はじめに

　ボラティリティは金融資産の投資リスクを表

す指標であり，その時系列的変動の特性を明ら

かにすることはリスク管理を行う上で非常に重

要である．Engle（1982）はその変動を明示的に

捉えるために，各時点のボラティリティを過去

の予期しないショックの2乗の線型関数として

定式化するARCH（autoregressive　condi－

tional　heteroskedasticity）モデルを提案した．

また，Bollerslev（1986）はボラティリティの説

明変数に過去のボラティリティの値を加えて，

GARCH（Generalized　ARCH）モデルと呼ばれ

るより一般的なモデルに拡張している．

　ところで，ARCHモデルを始めとしたボラ

ティリティ変動モデノレの研究では，一般に，ボ

ラティリティに対するショックの持続性が非常

に高いことが知られている．しかし，Diebold

（1986）とLamoureux　and　Lastrapes（1990）が

指摘したように，ボラティリティには高い時期

と低い時期があり，そのようなスイッチングに

よってモデルの持続性を表すパラメータの値が

高くなっている可能性がある．そこで，

Hamilton　and　Susme1（1994）は，　ARCHモデ

ルの定式化にマルコフ過程に従う状態変数を含

めたマルコフ。スイッチングARCH（markov－

switching　ARCH；MSARCH）モデルを提案

した．ニューヨーク証券取引所の加重平均ポー

トフォリオ週次収益率で分析を行なったところ，

ショックの持続性の多くはマルコフ・スイッチ

ングの持続性で説明できることが明らかとなっ

た．また，Cai（1994）は同様のアイディアを財

務省短期証券（TB）のボラティリティに適用し

て，スイッチングを導入することにより

ARCHモデルの持続性は大幅に減少するとい
う結果を得ている．

　MSARCHモデルの拡張として，　GARCHモ

デルにマルコフ・スイッチングを導入したマル

コフ・スイ　ッチングGARCH（markov－

switching　GARCH；MSGARCH）モデルがあ

る．ところが，このモデルは単純に状態変数を

GARCHモデルに含めた形では，最尤法によっ

て推定できないことが知られている．なぜなら，

次節で述べるように，ある時点の尤度は過去の

全ての状態変数に依存しているので，尤度関数

を書くことが事実上不可能になってしまうから

である．そこで，Gray（1996）は最尤法で推定

を行うために，過去の状態変数に依存しないボ

ラティリティの定式化を提案した．MSGAR－

CHモデノレはその後，　Klaassen（2002），　Haas
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θ’α1．（2004）によって改良が加えられた．

　里吉（2004a）は，　Gray（1996）のMSGARCH

モデルを用いてTOPIXの実証分析を行い，

TOPIX変化率はスイッチングを起こしている

こと，また，ボラティリティの予測では，日次

収益率の2乗を真のボラティリティの代理変数

としてモデノレの比較をした結果，従来の

GARCHモデルよりも予測力が高いことを示

した．しかしながら，Andersen　and　Bollerslev

（1998）が指摘しているように，収益率の2乗は

ボラティリティ以外の変動を含んでいるため，

真のボラティリティの代理変数としては不適当

である．そのため最近では，真のボラティリテ

ィの精度の高い推定量として知られている

Realized　Volatility（RV）を代理変数とするこ

とが多くなった1）．そこで，本稿では日次収益

率の2乗ではなく，日中の収益率から計算され

るRVを用いてモデルの比較を行い，　MS－

GARCHモデルは従来のGARCHモデルより
もボラティリティの予測力において優れている

のか，また，MSGARCHモデルのなかではど

のモデルが最も良いのか等を検証することにし

た．

　本稿の実証分析にはTOPIXを使用した．

1996年から2006年の日次収益率について調べ

た結果，GARCHモデルの代わりにMS－
GARCHモデルを用いても，全体的にはボラテ

ィリティの予測力は高まらないことが明らかに

なった．しかしながら，ボラティリティが非常

に低い1996年と2005年においては，GARCH

モデルではボラティリティの変動を捉えること

ができず，MSGARCHモデルの方が優れてい

るという結果になった．

　本稿の構成は次の通りである．2節では，

GARCHモデルと3種類のMSGARCHモデ
ノレについて述べ，パラメータの推定法とボラテ

ィリティの予測法を解説する．3節は実証結果

であり，各モデルの推定結果とボラティリティ

の予測力の結果をまとめた．4節は結論と今後

の課題である．

2．モデル

2．1　GARCHモデル

　’時点の資産価格の収益率を昆とすると，

GARCHモデルは以下のように表される。

1ぞオ＝μ十　y［昆1ムー、］9ご，　　　　　　　　（2．1）

g亡～ゴ．ゴ．o「．，　E［gピ］　＝0，　γ［g‘］　＝1，　　　　　　（2．2）

U［1～、1ム＿1］＝ω＋αε…＿、＋βγ［R，＿IIム＿2］，（2．3）

ε亡＿1＝1ぞ1＿1一μ．　　　　　　　　　　　　　　（2．4）

γ［R‘匹．1］はボラティリティであり，’一1時

点までの情報集合ム．、＝｛品一1，品．2，…｝を条件

とした凡の条件付き分散となっている．（2．

2）式のガ．∫．4．は，過去と独立で同一な分布に従

う（independent　and　identically　distributed）こ

とを表す．

　ボラティリティ変動モデルを推定する場合，

誤差項の々の分布には標準正規分布を仮定す

ることが多い．資産価格の収益率の分布は正規

分布よりも裾の厚い分布に従っていることが以

前から知られているが，誤差論が正規分布に従

っていても，ボラティリティが変動するなら収

益率の尖鼠は3を上回る2）．しかし，収益率の

尖度の高さがボラティリティの変動だけで説明

できるとは限らず，実際，多くの先行研究では，

誤差項の分布に正規分布よりも尖度の高い分布

を用いた方が当てはまりが良いとの結果が得ら

れている．したがって，誤差項の分布には正規

分布と’分布の両方を考える．誤差項が標準正

規分布に従う場合，（2．2）式のg、は，

銑～ガ．∫．ゴ．！＞（0，1）「

となる。’分布に従う場合には，

銑～ガ．ガ．げ．’（0，1，レ）

（2．5）

（2．6）

となる．ただし，レは自由度であり，銑の分散

は1に基準化されている．以下では，誤差項が

正規分布に従うGARCHモデノレをGARCH－n

モデル，誤差項が’分布のモデルをGARCH・t

モデルと呼ぶことにする．
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2．2　MSGARCHモデル

　MSGARCHモデルとは，　GARCHモデルに
マルコフ過程に従う状態変数を含めたモデルの

ことであり，以下のように表される．

1eご＝μ∫診→一　y［品ls，，ムー1］9‘，　　　　　　（2．7）

g‘～ガ．ゴ．01．，E［g診］＝0，τ／［g‘］＝1，　　　　　　　（2．8）

μ5ピ＝μo（1－S∂十μ1S診，　　　　　　　　　　　　（2．9）

γ［R、1∫，，ム．、］一ω、、＋α、、ε睾．1

　　　　　　　＋β5、τ／［ム～ご＿IISご＿1，ム＿2］，（2．10）

ωs，＝ωo（1－Sご）十ω1S‘，　　　　　　　　　（2．11）

α5、＝α〕（1－Sの十αlS渉，　　　　　　　　　　　　　（2．12）

β5、＝β。（1一∫∂＋βlSオ．　　　　　　　　　　　　（2．13）

（2．10）式のε、一、は本稿で取り上げる3つの

MSGARCHモデルによって異なるので，後ほ

ど定義する，＆はマルコフ過程に従う状態変

数であり，その推移確率は

Pr［＆＝11S≠＿1＝1］＝カ，

Pr［＆＝ol∫診＿1＝0］＝σ
（2．14）

であるとする．ただし，Pr［＆＝ノ1＆一1＝月は，

状態ゴから状態ノに推移する確率である．（2．

7），（2．10）式の＆は，’時点までの全ての状態

変数の集合S‘＝｛＆，＆一1，…｝のことである．

このモデルでのボラティリティはγ［RごISオ，

∫‘一、］と定義される．つまり，1渉一、とS‘を条件

とした昆の条件付き分散となっている．（2．

8）式のg‘であるが，モデルの推定を行ったと

ころ銑が標準正規分布に従うモデルではパラ

メータの推定値が収束しなかった．したがって，

本稿では’分布のケースのみを考え，（2．6）式

のように平均0，分散1，自由度レの’分布に

従うと仮定する。

　ところで，このモデルはこのままの定式化で

は最尤法で推定できないことが知られている．

なぜなら，y［R‘IS診月一1］は≠時点までの全て

の状態変数S，に依存しているので，’時点に

おいて2診通りの状態変数の組み合わせを考え

なければならず，そのため，コンピューターで

計算する際のプログラミングが非常に複雑にな

ってしまうからである3）．この問題を回避して

最尤推定を行うために，これまでに代表的なも
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のとして3つのモデルが考案された．最尤推定

可能なMSGARCHモデルを最初に提案した
のはGray（1996）であり，その後，　Klaassen

（2002），Haas召’α1．（2004）によって改良が加え

られた．以下では，それぞれのモデルをMSG－

Gモデノレ，MSG－Kモデル，　MSG－Hモデルと

呼ぶことにする．

　まず，MSG－Gモデルでは，収益率とボラテ

ィリティの式は以下のように定式化される．

1～f＝μ5、十　　τ／［1ぞ‘lsご，1‘＿1］21亡，

y［R，「s，，1司一ω，、＋α，、ε睾一、

　　　　　　　　＋β5，y［1≡～‘＿111ご＿2］． （2．15）

ただし，（2．15）式の右辺のεf－1とy［RHI1診．2］

は，それぞれ次のように計算される．

εピー1＝昆一1－E［尾一llムー2］

　　＝1～‘＿1一（μoPr［S卜1＝ollf＿2］

　　　十μ1Pr［Sご＿1＝11ム＿2］），

γ［1～‘＿11ム＿2］＝Pr［5‘＿1＝OIム＿2］

　　　　　　　×（μぎ十1／［ム～診＿lISご＿1＝0，ム＿2］）

　　　　　　十Pr［S‘＿1＝1匿＿2］

　　　　　　　×（μ二十γ［1～f＿llS‘＿1＝1，ム＿2］）

　　　　　　一（μoPr［＆＿1＝OIム＿2］

　　　　　　　十μlPr［S，．1－111，．，］）2．

この定式化によって，γ［1ぞ診ISご，ム＿1］は’時点

のS，のみに依存することになり，最尤推定が

可能になる．Pr［＆．、II‘．2］はHamilton（1989）

のフィルタリング手法（ハミルトン・フィルタ）

で求める．

　次に，MSG－Kモデルにおいては，ボラティ

リティの式は

レ［R、IS、，1、一1］一ω，汁α，、ε睾一、

　　　　　　　　＋βs，γ［、藍～，＿lIS，，．1，＿1］　（2．16）

となる．MSG－Gモデルでの右辺のボラティリ

ティの条件は∫，．2であったが，このモデルでは

＆と1，．、を条件としている点が異なる．まず，

∫亡一2ではなく1ご一1にすることによって，ボラテ

ィリティを計算するときに使われる情報量が増

えることになる，また，’時点の状態変数S，

を追加しているので，＆の状態が0をとるか1
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をとるかによって，1期前のボラティリティの

値が違う値をとることが可能なモデノレになって

いる．もし，状態変数の持続性が高いのであれ

ば，1周前のボラティリティの値が’時点の状

態にかかわらず1つの値になるMSG－Gモデル

よりも，＆を条件に入れて1期前のボラティ

リティが異なる値になることを可能にした

MSG－Kモデルの方が，実際のボラティリティ

の変動を正確に捉えることができると考えられ

る．

　（2．16）式のεHとy［1～ご一11S4H］は，それ

ぞれ次のように計算される．

　ε6＿1＝瓦＿1－E［三一IIS参ノご＿1］

　　　＝1～，＿1一（μoPr［s卜1＝01s渉，1診＿1］

　　　十μlPr［∫診＿1＝1［Sf，」r診＿1］），　　（2．17）

y［1ぞ舌＿11∫診，ム＿1］＝Pr［s哲＿1＝01＆，1亡＿1］

　　　　　　　×（μ号十y［1ぞご＿11S診＿1＝0，ム＿2］）

　　　　　　　十Pr［S診＿1＝11S‘，ム＿1］

　　　　　　　x（μ釜十γ［1～オ＿11Sご＿1＝1，1‘＿2］）

　　　　　　　一（μoPr［S卜1；Ol＆，∫亡＿1］

　　　　　　　　十μlPr［S‘＿1＝1is亡，1‘＿1］）2．

　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．18）

ただし，（2．17），（2．18）式に含まれ，る

Pr［S‘＿11Sち1‘＿1］は次のようにして書き換える

ことができる．

　　　　　　　　Pr［S‘＿1，　S亡11卜1］
Pr［Sオ＿11Sあム＿1］＝
　　　　　　　　　Pr［S‘1ム＿1］

　　　　　　　Pr［s卜111ご＿1］Pr［s‘Is亡＿1，1卜1］

　　　　　　　　　　　Pr［s、11、一1］　　　　　’

ここで，Pr［561＆一1，　IH］＝Pr［S61＆一1］となる

ので，結局，

　　　　　　　　Pr［S‘＿111，＿1］Pr［S，IS亡＿1］
Pr［SトェlS置，ム＿1］＝
　　　　　　　　　　　Pr［＆1∫ご＿1］

（2．19）

となる．上式のPr［∫、1＆一1］は推移確率であり，

（2．14）式で与えられる．また，Pr［S‘．l11ご一、］と

Pr［s，II，．、］はハミルトン・フィルタで求める．

　最後に，MSG－Hモデルは次の通りである．

石～f＝μん十　　γ［1ぞごISご＝ん，Z‘＿1］9亡，

研　　究

y［1i～fls直＝々，1亡＿1］一ω、＋α、ε隻，、．1

　＋βたγ［R，＿11s卜、＝々，1ご＿2］，　々＝o，1．（2．20）

ただし，ε々，‘一、＝昆一一仰である．この定式化

によって，’時点の状態変数S，のとる値と，

’一1時点までの＆一、＝｛8H，S哲．2，…｝の値は

同じになる．上式を書き換えると，

γ［昆lsF々，ムー1］

　　　ピ　　　　　　　　　オ
　＝ωんΣβ差一1＋αんΣβ毘一1ε隻，オー∫＋β差γ［1～。］

　　　ど二1　　　　　　　ガ＝1

となる．この式から明らかなように，結局，

γ［1ぞ哲ls亡，ム＿1］は’時点の＆のみに依存する

ことになり，最尤推定が可能になる．

2．3推定法

　この節では，最尤法によるMSGARCHモデ

ルの推定法を解説する．モデルのパラメータを

まとめてθ＝（μ。，μ、，ω。，ω1，αb，α・，β・，β1，カ，σ，

レ）とする．このとき，尤度関数五（θ）は次の

ようになる．

L（θ）　＝ノ（∫～1，1ヒ2，…　，1～T【θ）

　　　　ア　　＝n∫（∫～日1診＿1；θ）

　　　　‘＝1

　　　　ア　　ユ
　　＝nΣ∫（昆，5亡1∫ピー1；θ）

　　　　¢＝15FO
　　　　ア　　　
　　＝HΣ∫（瓦IS亡，1ご一1；θ）∫（S‘II‘一1；θ）．

　　　　‘＝15FO

状態変数5‘は観測できないため，昆の周辺密

度！（昆陵一、；θ）は尾と＆の同時分布ノ（昆，

∫亡匿．、；θ）を＆について足し合わせて求める

ことになる．対数尤度関数は

ln五（θ）

一自1・｛凶。∫（R・1＆，ムー1・θ）ノ（・・1・・一1・θ）｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．21）

となる．（2．21）式の中括弧｛・｝の中は次のよう

になる．

　

Σ！（凡18‘，1彦一1；θ）〆（∫4∫卜1；θ）

SFO

一「総u）（1＋藩1焼畑

　　　　　エ　　　　　　　　　　　×（σ8∂一万（レ。－2）一互×Pr［∫ご＝OI1卜ll



＋「ﾝ謡lll）（1＋翫甥；）一2

　　　　　　　　　　　　　　　　×（σ髭）　盲（レ1－2）一万×Pr［∫亡＝11ム＿1］．（2．22）
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　　　　　　　　レ1＋1　　　　　　　　　　　　　〆（1～哲lS亡＝ノ，ム＿1）Pr［＆＝ノII卜1］

ただし，右辺のσぎ亡，σ乙はそれぞれσ8亡＝

y［品i＆＝0，1‘一1］，σ長＝γ［品1＆＝1，∫H］で

あり，Pr［＆＝Ol∫‘＿1］とPr［＆＝11ム＿11は，’一1

時点までの情報ム．1が与えられたもとで＆＝ノ

（ノニ0，1）となる確率である．

　（2．22）式のPr［＆＝ol∫舌．1］とPr［＆＝111f－1］

は，ハミルトン・フィルタによって求める．以

下では，ガ＝0，1，ノ＝0，1は，それぞれ’一1時

点，’時点の状態を表すことにする．’時点ま

での情報ムが与えられたときに＆＝ノとなる

確率，つまり，Pr［S亡＝ノ11日を求めるには，ま

ず，Pr［S‘．1一がII、一、］が与えられたとして，次式

よりPr［＆＝ノ仏．1］を計算する．

　　　　　　　　　ユPr［∫，＝ノII，一1］＝ΣPr［sご＝ブ，s診＿1＝刻ムー．1］

　　　　　　　　ピ＝0
　　　ユ
　＝ΣPr［s亡＝ノls同一1・＝ガ］Pr［s‘一1＝ガ1∫亡一11．

　　ゴ＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．23）

ただし，Pr［＆＝ノ1＆．1＝ゴ］は（2．14）式で与えら

れる推移確率である．

　次に，’時点のデータ瓦を追加すると，

Pr［s、一ブ1ム］＝Pr［Sご＝ノII卜1，1ぞf］

　　　　　　　　∫（Sご＝ノ，R舌匹＿1）

∫（R、1∫，．1）

Σ｝一。∫（1～診ls♂＝ノ，ム＿1）Pr［8FブIlf一、］

　　　　　　　　　　　　　　（2．24）

となり，この式からPr［＆＝ノ11」を求める．た

だし，ム＝（1舌＿1，＆）である．以上の2つの式，

（2．23）式と（2．24）式を繰り返すことによって，

’一1，2，＿，7’についてPr［S‘＝ノ陵一1］を計算

し，（2．22）式に代入する．’＝1時点の計算に必

要なPr［So＝ゴ1司には，一般に定常確率

緬一P・［S。一〇1あ］一、与与

須一・・［・・一・1司一占皇σ

を用いる．

2．4ボラティリティの予測

　本稿では，1期先のボラティリティの予測を

行い，各モデルの比較をする．MSGARCHモ

デルでは，現時点をTとしたとき，T＋1時点

のボラティリティは次のように表される．

レ［1～T＋111T］＝Pr［ST＋1＝OII7］

　　　　　　　×（μ8十y［1ぞT＋115τ＋1＝0，乃］）

　　　　　　十Pr［S，．、＝11∫。］

　　　　　　　×（μ釜十τ／［1ぞ7＋llST＋1＝1，1τ］）

　　　　　　一（μoPr［S7＋1＝OI∬τ］

　　　　　　　十μlPr［S7＋1＝1117］）2．

丁時点までのデータを使ってモデルのバラメ

図1。ボラティリティのみがスイッチングする場合
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図2．期待収益率とボラティリティがスイッチングする場合
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一タを推定し，この式から1期先のボラティリ

ティを計算することになる．

　ところで，MSGARCHモデルにおけるRT＋1

の分布は，乃を条件としたとき，期待収益率と

ボラティリティが異なる2つの分布から構成さ

れる混合分布となっている．つまり，ST＋1＝0

のとき，期待収益率とボラティリティはそれぞ

れ．μo，y［1～7＋11∫T＋1＝0，∫T］であり，∫T＋1＝1の

ときはμ1，γ［RT＋llSr＋1＝1，　IT］となる．図1

には，期待収益率は同じ値でボラティリティの

みがスイッチングを起こす混合正規分布，図2

にはボラティリティだけでなく，期待収益率も

値が異なる混合正規分布をそれぞれ図示した4）．

図1の太線は，2つの正規分布N（0，1），N（0，

9）からなる混合正規分布（加重値は同じで0．5）

のグラフである．この混合正規分布の平均は

E［X］漏0，分散はγ［X］冨5であり，そのような

平均と分散を持つ正規分布N（0，5）も同時に細

線で描いてある．この図から明らかなように，混合

正規分布は正規分布よりも裾の厚い分布になる．

図2は，2つの正規分布N（0，1），N（一1，9）か

らなる混合正規分布（加重値は同じで0．5）と，

混合正規分布と同じ平均と分散を持つ正規分布

2＞（一〇．5，5．25）のグラフである．図1のケース

とは違い，平均を異なる値にすることによって，

混合正規分布は分布の裾の厚さだけでなく，分

布の歪みも捉えることができる．したがって，

収益率の分布の裾が厚く，かつ左右対称でない

2 4 6 8

ときには，本稿のモデルのようにボラティリテ

ィだけでなく期待収益率もスイッチングさせた

方が良いと考えられる．

3．実証結果

3．1　データ

　本稿の実証分析には，東証株価指数
（TOPIX）の日次変化率（％）を用いた．変化率

はTOPIX終値の自然対数値の階差に100を掛

けて求めている．ボラティリティの予測期間は，

1996年3月11日から2006年9月29日までの

2601日間である．各時点のボラティリティの

推定には，求める時点から4000日前までのデ

ータを使用した．

　また，RVはTOPIXの5分毎の値を用いて

計算した．このような分刻みのデータは，

NEEDS－TICKデータから抽出した．東京証券

取引所の取引時間は，前場は9：00から11：00ま

で，後場は12：30から15：00までであるが，

NEEDS・TICKデータの記録は，前場は9：01か

ら11：00（もしくは11：00過ぎ）まで，後場は

12：31から15＝00（もしくは15：00過ぎ）までとな

っている．したがって本研究では，前場につい

ては9：01，9：05，9：10，…，10：55の値と前場の

終値を，後場については12：31，12：35，12：40，

……C14＝55の値と後場の終値を用いた．RV

は，これらのデータの自然対数値の階差に100

を掛けることによって変化率（％）を求め，それ
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表1．TOPIXの日次変化率（％）の基本統計量

標本数　　平均　　標準偏差　　歪度　　　尖度

2601　　　0．002　　　　1．251　　　　－0．132　　　4．896

それ2乗したものを足し合わせることによって

計算した5）．

　TOPIXの日次変化率の基本統計量は表1に

示した．これらの値は，ボラティリティの予測

期間のデータから計算した．用度は一〇．132で

あり，負の値になっている．このことは，

TOPIXの変化率は左に歪んだ分布に従ってい

ることを示している．尖度の値は4．896であり，

正規分布よりも裾が厚くなっている．このよう

な裾の厚さは，ボラティリティの変動によって

生じている可能性がある．また，図3の
TOPIXのグラフを見ると，1996年と2005年

あたりの変動はそれ以外の期間に比べて極端に

低くなっている．これらの結果から，もし期待

収益率とボラティリティの変動にスイッチング

が起きているならば，従来のGARCHモデル

よりもMSGARCHモデルの方が，現実のデー

タに対する当てはまりが良くなると考えられる．

3．2モデルの推定結果

　GARCH－nモデルのパラメータ推定で得られ

た2601個の推定値の平均値，最小値，最大値

は，表2に示した．α＋βの平均値は0．993で

表2．GARCH・nモデルの推定結果
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1

μ ω α β α＋β 対数尤度

平均値

ﾅ小値

ﾅ大値

0，053

O，018

O，079

0，039

O，028

O，056

0，192

O，112

O，246

0，801

O，754

O，868

0，993

O，975

kOOO

一5768．361

|6306，143

|4931485

表3．GARCH－tモデルの推定結果
1

μ ω　　α　　β　　レ　α＋β　対数尤度

平均値

ﾅ小値

ﾅ大値

　0．030

|0，002

@0．059

0，025　0．125　0．864　5．964　0．989　　－5621．303

O．019　0．089　0．830　5．371　0．982　　－6226．345

O．036　0．156　0．896　7．231　0．995　　－4748．929

表4。MSG・Gモデルの推定結果

ρ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
ﾐ　　　μ0　　　μ！　　ω0　　ω1　　α0　　α1

平均値

ﾅ小値

ﾅ大値

0，994

O，986

O，998

0．991　－0．070　0．059　0．334　0．085　0．120　0．096

O975　　－0．158　0．028　0ユ81　0．051　0．079　0．025

O．997　　－0．004　0．084　0．604　0．113　0．162　0．168

β・ βi　　レ　伽＋β。α汁β、　対数尤度

平均値

ﾅ小値

ﾅ大値

0，789

O，745

O，822

0．642　　6．488　　　0909　　　0．738　　　－5590．584

O．533　　5．805　　　0．865　　　0．679　　　－6201．443

O．803　　7．876　　　0．941　　　0．852　　　－4718．239

あり，ボラティリティに対するショックの持続

性が高いことが分かる．このことは，表3の誤

差項に’分布を仮定したGARCH－tモデルで
も同じ結果になっている（α＋β＝0．989）．

　MSGARCHモデルの推定結果は，表4－6に

示した．これらのモデルの推定の際には，標本

期間が変わっても常に状態0のときの方が期待

収益率が低くなるように，パラメータに対して

図3．TOPIXの日次変化率（％）
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表5．MSG－K：モデルの推定結果

経　　済　　研　　究

■

ρ σ　　　μ0　　　μ1　　ω0　　ω1　　α0　　α1

平均値

ﾅ小値

ﾅ大値

0，786

O，735

O，833

0．750　－0．265　0．229　0．000　0．001　0．192　0．036

O．524　　－0．410　0．103　0．000　0．000　0．125　0。000

O，790　　－0．179　0．300　0．000　0．008　0313　0．094

βo β、　　ン　α。＋β0α1＋β、　対数尤度

平均値

ﾅ小値

ﾅ大値

0，934

O，829

P，133

0．807　　5．820　　　1．126　　　0．843　　　－5574．678

O．757　　4．483　　　LO94　　　0．817　　　－6192．045

O．852　　8．636　　　1．280　　　0．871　　　－4693．360

表6．MSG－Hモデルの推定結果

ρ 9　　　μ0　　　μ1　　ω0　　ω1　　α0　　α1

平均値

ﾅ小値

ﾅ大値

0，828

O，801

O，870

0．648　－0，353　0．211　0．000　0．009　0．021　0．180

O．555　　－0．540　0．158　0．000　0．004　0．010　0．123

O．700　　－0．240　0．239　0．000　0．015　0．029　0．221

β。 β、　　レ　偽＋β。α1＋β1　対数尤度

平均値

ﾅ小値

ﾅ大値

0965

O，953

O，979

0．834　　5．629　　　0986　　　1．014　　　－5592．511

O．797　　4．994　　　0．982　　　1．000　　　－6211．904

O．878　　6．868　　　0．989　　　1．025　　　－4705．481

μo＜μ、という制約を置いた．また，ボラティリテ

ィが正の値を取るために，ω。＞0，ω1＞0，伽≧0，

α1≧0，β。Σ0，β1≧0としている．

　まず，表4のMSG－Gモデルの結果を見てみ

ると，推移確率の平均値はそれぞれヵ＝0．994，

σ＝0．991であり，非常に高くなっている．この

ことは，一度スイッチングを起こすとそのまま

の状態が長く継続することを表している．モデ

ルのGARCH部分のボラティリティの持続性
は偽＋βo＝0．909，α1＋β、＝0．738であり，どち

らの状態においてもGARCHモデルのときよ

りも低くなっている．これらの結果から，ボラ

ティリティの高い持続性のうち，ある程度の部

分は推移確率で説明できる可能性があると考え

られる．また，期待収益率はそれぞれμo＝

一〇．070，μ、＝0．059，ボラティリティの定数項は

ω。＝0．334，ω1＝0．085であることから，状態0

のときに期待収益率は低く，ボラティリティが

高いことが分かる．

　次に，MSG－Kモデルの推定結果は表5に示

した．2．2節で述べたように，このモデルと

MSG－Gモデルの違いは1期前のボラティリテ

ィの定式化にある．推移確率の値はρ＝0．786，

σ＝0．750となっていて，MSG－Gモデルのとき

～
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よりも低くなっている．期待収益率はそれぞれ　　　　　　　　表8・RMSPE

μo＝一〇．265，μ1＝0．229であり，MSG－Gモデルの

ときよりも期待収益率の差が大きい．1日前の

ボラティリティの計算方法を変えただけでこの

ように推定値に大きな差が出ることは非常に興

味深い．また，対数尤度の平均値は一5574．678

であり，MSG－Gモデルの一5590．584よりも若

干高くなっている．対数尤度の上昇は，1期前

のボラティリティを計算するときに使われる情

報量を増やしたことと，1期前のボラティリテ

ィが異なる値を取ることを可能にした結果であ

ると考えられる．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　表9．MAE
　最後に，表6のMSG－Hモデルを見てみる

と，推移確率や期待収益率などの推定値は，

MSG－Kモデノレの結果とあまり変わらないこと

が分かる．図4にはパラメータρ，σ，μ。，μ1，αb

＋β。，α、＋β1，レの推定値の推移を示した．標本

期間を変えても比較的同じ値になっていること

から，このモデルをTOPIXの収益率に当ては

めても特に問題はないと考えられる．他の

MSG－Gモデル，　MSG－Kモデルの図は載せて

いないが，ほとんど同じような結果となってい

る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　表10．MAPE

3．3ボラティリティの予測力の比較

　ボラティリティの予測における各モデルの優

劣を評価するために，本稿では次の4つの指標，

RMSE（root　mean　squared　error），　RMSPE

（root　mean　squared　percentage　error），　MAE

（mean　absolute　error），　MAPE（mean　abso一

表7．RMSE

GARCH－n GARCH－t MSG－G MSG・K MSG・H 標本数

1996年 0，526 0，398 0，470 0，437 0，375 202

1997年 0，851 1，961 1，730 2，349 L909 245

1998年 0，793 1，755 1，587 2，034 1，746 247

1999年 0，728 1，122 1，057 1，132 1，107 245

2000年 0，884 1，619 1，520 1，690 L653 248

2001年 0，814 1，703 1，467 1，738 1，738 246

2002年 0，633 1，133 1，231 1，167 1ユ43 246

2003年 0，677 1，058 1，006 0，996 1，037 245

2004年 0，597 0，992 0，853 0，995 1，015 246

2005年 0，560 0，536 0，539 0，480 0，496 245

2006年 0，757 1，070 1，104 1，012 1，069 186

全期間 0，722 1，319 1，220 1，420 1，316 2601
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GARCH－n GARCH－t MSG－G MSG－K MSG・H 標本数

1996年 2，760 1，932 2，293 2，019 1，770 202

1997年 2，059 2，973 2，883 3，214 2，763 245

1998年 2，117 3，053 3ユ04 3，248 3，079 247

1999年 2，224 2，967 2，896 2，978 2，871 245

2000年 1，674 2，935 2，881 3，069 2，936 248

2001年 1，125 1，881 1，927 1，934 1，892 246

2002年 0，905 1，456 1，647 1，499 L476 246

2003年 1，276 1，887 1，877 1，793 1，824 245

2004年 1，967 2，180 2，107 2，067 2，087 246

2005年 3，355 2，518 2，596 2，153 2，211 245

2006年 1，266 1，852 1，883 1，589 1，791 186

全期間 2，010 2，413 2，436 2，432 2，328 2601

GARCH－n GARCH・t MSG－G MSG－K MSG－H 標本数

1996年 0，489 0，340 0，411 0，363 0，310 202

1997年 0，684 1，220 1，209 1，422 1，173 245

1998年 0，696 1，320 1，280 1，456 1，327 247

1999年 0，636 0，888 0，884 0，876 0，866 245

2000年 0，692 1，231 1，242 1，274 1，236 248

2001年 0，594 1，270 1，191 1，314 L288 246

2002年 0，507 0，957 1，082 0，994 0，969 246

2003年 0，565 0，852 0，826 0，789 0，826 245

2004年 0，524 0，689 0，641 0，662 0，682 246

2005年 0，515 0，445 0，417 0，379 0，397 245

2006年 0，591 0，862 0，890 0，790 0，858 186

全期間 0，592 0，927 0，925 0，952 0，915 2601

GARCH－n GARCH－t MSG－G MSGK MSGH
　　　1
W本数

1996年 2，235 1，495 1，795 1，557 1，357 202

1997年 1，508 2，045 2，171 2，236 1，941 245

1998年 L542 2，325 2，421 2，486 2，383 247

1999年 1，613 2，070 2，108 2，041 2，013 245

2000年 1，186 1，973 2，074 2，028 1，968 248

2001年 0，776 1，401 1，459 1，462 1，425 246

2002年 0，642 1，119 1，282 1，150 1ユ39 246

2003年 0，916 1，344 1，308 1，211 1，290 245

2004年 1，410 1，565 1，525 1，479 1，513 246

2005年 2，492 1，871 1，762 1，548 1，623 245

2006年 0，890 1，315 1，331 1，127 1，281 186
1

全期間 1，379 1，696 1，758 1，681 1，643 2601

1ute　percentage　error）を使うことにする．

RMSE＝
⊥当（R1隅一γ［尺亡II‘＿1］）・，

多2ごニ1

R肱・昭一 @（照準川）2，

魍E一
?ｩ1照一レ［R・II副，
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12．0

　　　　　　経　　済　　研　　究

図5．GARCH・nモデルによるボラティリティの予測値とRV
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　図6．MSG・Hモデルによるボラティリティの予測値とRV
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γ［凡1ムー1］は各モデノレによって計算された’

時点のボラティリティの予測値であり，πレ1は

’時点のRVである．本稿のボラティリティの

予測期間は2601日間なので，ここではη＝

2601となる．これらの指標は，その値が小さけ

れば小さいほど，ボラティリティの予測力が優

れていることを示す．

　各モデルのRMSEの計算結果は表7にまと

めた．最後の行にある全期間のデータを使った

ときの値を見てみると，最も小さいのは

GARCH－nモデルの0．722であり，その次が
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MSG－Gの1．220となっている．各年では，

1996年にMSG－Hモデノレが0．375，2005年に

MSG－Kモデルが0．480と最小になっているが，

それ以外の年では全て，GARCH－nモデルの値

が最：も小さい．したがって，GARCHモデルに

マノレコフ・スイッチングを含めたモデルを用い

ても，従来のGARCHモデルよりもボラティ

リティの予測力を向上させることはできないと

考えられる．この結果は他の指標においても同

様であり，表8－10に示しているように，

MSGARCHモデルは1996年にMSG－Hモデ
ル，2005年にMSG－Kモデルが最小になってい

るだけで，基本的はGARCH－nモデルの予測力
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が最も優れている．また，3つのMSGARCH
モデルを比較すると，全ての指標でほぼ同じ値

となっており，MSGARCHモデルの中ではど

のモデルが特に優れているとは言えない．

　図5には，GARCH－nモデルによるボラティ

リティの予測値（実線）とRVの値（点線）をプ

ロットした．全体的には予測値の方が高くなつ．

ていることが分かる．図6にはMSGARCH
モデルのうちMSG－Hモデルの値を示したが，

GARCH－nモデルよりも予測値は更に高い．

このことがMSGARCHモデルの予測力の低
さの原因であると考えられる．しかし，1996年

と2005年辺りではRVの値が極端に低く，こ

の期間ではGARCH－nモデルよりもMSG－H

モデルの方がRVの値に近くなっている．こ

れは表7－10の結果と整合的である．

　以上の結果から，MSGARCHモデルのボラ

ティリティの予測力はGARCHモデルよりも

全体的には劣っていることが明らかになった．

しかしながら，ボラティリティが非常に低い期

間においては，ボラティリティの変動は

GARCHモデルでは捉えることができず，

MSGARCHモデルの有効性が示された．

4．結論と今後の課題

　本稿では，MSGARCHモデルによるボラテ

ィリティの予測を提案し，RVを真のボラティ

リティの代理変数としてモデルの比較を行った．

TOPIXを使った実証分析の結果，　GARCHモ

デルの代わりにMSGARCHモデルを用いて
も，ボラティリティの予測力は高まらないこと

が明らかになった．しかしながら，極端にボラ

ティリティが低い時期においては，MS－

GARCHモデルの方が優iれていることが示さ
れ’た．

　今後の課題としては，本稿ではボラティリテ

ィの予測において日次データしか使わなかった

が，ボラティリティの説明変数に1期前のRV

を追加することができる。このように定式化す

ることによって，ボラティリティの予測力を高

めることができるのかを調べる必要がある．ま

た，TOPIXのボラティリティが低い時期では
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MSGARCHモデルの方がGARCHモデルよ
りも優れていたことから，このモデルによるボ

ラティリティの予測は他の金融資産では有効で

あるかもしれない．このことも今後の課題とし

たい．

　　　　　　　　　　　　　　（東洋大学経営学部）

　注

　＊　本研究は，文部科学省特別研究促進剤「高頻度

データを用いた日本の証券市場の計量分析」より助成

を受けている．また，一橋大学経済研究所で行われた

「経済研究所定例研究会」の参加者ならびに渡部敏明

教授（一橋大学経済研究所）からは，多くの貴重なコメ

ントを頂いた．ここに記して感謝の意を表したい．

1）　RVについて詳しくは，渡部・佐々木（2006），

柴田（2007）を参照してほしい．

）
）
）
2
3
4

証明は，渡部（2000）1．4節を参照のこと．

詳しくは里吉（2004b）を参照のこと．

本稿では誤差項に’分布を仮定しているので，

そのときの分布は混合’分布になる．

5）夜間と昼休みの変化率は5分間のデータではな
いが，本研究では何ら調整はせずにそのまま2乗和に

加えた．このことを考慮したRVの計算方法ついて
は，Hansen　and　Lunde（2005）を参照のこと．
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