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多変量正規性の検定法＊
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1序
　多変量解析の多くの方法，特に仮説検定法では，

データの確率分布として多変量正規分布と仮定して

いる．また一変量時系列分析でも，最初は定常性の

仮定から始めても，統計の話や漸近理論になると正

規分布を仮定することが多い．加えて不確実性のも

とでの経済理論でも，しばしば効用関数との関係か

ら多変量正規分布を仮定する．例えば，マーコ・ヴ

ィツ型ポートフォリオ理論を効用関数との関係で議

論する場合が，その例である（桐谷（1986））．他方，

確率積分を用いるオプション理論の中では，多くの

場合資産価格のプロセスとして（多次元）幾何的ブラ

ウン運動に従うことを仮定する．このことは，収益

率（対数価格差）が互いに独立に同じ（iid）（多変量）

正規分布に従うことを仮定することを意味している．

　このように，統計理論や経済理論，金融理論等で『

は，その解析的容易性や自ら設定した枠組との無矛

盾性から正規分布を仮定することがきわめて多いが，

問題は対象となる変数がその仮定を満たしているか

である．従って，観測値を用いて実際の確率的現象

が正規分布に従っているかどうかを検定することが

重要となろう．本稿は，多変量正規性の検定問題を

主として著者のこれまでの研究結果を中心にサーベ

イ的に解説する．なお，多変量正規性の検定問題は，

一変量正心性の検定問題を含むことはもちろん，後

にみるように問題の扱い方によっては，一変量時系

列のガウス性の検定問題を含ませることができる．

　最初のフレーム・ワークとして，ρ次元の丁個

の観測値は互いに独立に同じ分布に従う，すなわち

（1．1）　　　∫1，・1・，∬T　　　iid

とする．そして，その共通な分布がρ次元正規分布

に従うという仮説

（1．2）　∬：Z（」1）＝1協（μ，Σ）

　　　　　　　　μ，Σは未知
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の検定問題を考察する．ここでZ（3、）は，朗の分

布観測を示し，（1．2）は，それが平均μ，分散共分散

行列Σのρ次元正規分布に等しい，という仮説を

示す．この帰無仮説をたてることはきわめて容易で

あるが，問題は対立仮説である，以下では対立仮説

のたて方に関わるアプローチとして次の3つを区別

する．

（1）

（2）

（3）

包括的対立仮説（オムニバス仮説）アプロー

チ（ノンパラメトリック・アプローチ）

曲分布族対立仮説アプローチ（パラメトリッ

ク・アプローチ）

インプライド対立仮説アプローチ（正規分布

の特性を対立仮説とするアプローチ）

　第一のアプローチを述べる．

　対立仮説として最も包括的な場合は

（1。3）　K：必（」、）∈メ）一∬

である．この対立仮説は

（1．4）　　メ）；メ）ρ＝ρ次元確率分布全体

から一二仮説である正規分布

（1．5）　　∬＝｛N（μ，Σ）：μ∈RP，Σ∈通（ρ）｝

を除いた集合であるから，きわめて大きく（実数よ

り大きい濃度をもち）（ノンパラメトリック的），非

正規性の検証ができても（島が棄却されても），そ

の乖離の方向性についての情報が提供されないため，

正規性のもとで導出された方法や理論がいかなる意

味で，非有効的であるかわからない．実際，これら

の方法や理論は一定方向の分布の乖離に対してはロ

バスト性を保有していることもあろう．

　そこで第2のタイプの対立仮説として，Kと対極

にある対立仮説

（1．6）　　　　1ζb：1（苫1）∈　6θ

を考えよう．ここで6θは，正規分布からの乖離が

1次元パラメータθで表現される，パラメトリック

由分布の1つのクラスである．以下では，正規分布

に対応したロケーション・パラメータμ，スケー

ル・パラメータΣをもつ曲分布のクラスで，密度

関数として
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（1．7）　　　　ρθ（¢1μ，Σ）　＝1Σrl／2ん（（必一μ）’

　　　　　　　　　　Σ　1（∬一μ））

の形をもつものを考える．ここで関数ん（・）は［0，

。。）で定義され，θ＝0のとき

（1．8）　　　乃（g）＝（2π〉一1／2exp（一g／2）

を満たす既知関数とする．すなわち（1．7）のρθ

（必1μ，Σ）はθ＝0のときρ次元正規分布N（μ，Σ）

の密度関数になる密度関数のクラスである．関数形

んは，知りたい乖離の方向に対応して選択する．実

際，μ，Σ7は正規分布と共通なロケーション・スケ

ール・づラメ一匹であるから，もう1つの1次元未

知パラメータθが0から乖離すると分布族6θは

正規分布から乖離し，確率分布全体Pの中で1つ

の曲線を描くことになる．従って，6θを曲分布族

（curved　family　of　distributions）とよぶ．んの選択

が1つの曲分布族の選択に対応し，正規性の検定は，

選択された1つの曲分布族毎に行う．すなわち，選

択された曲分布族に対して仮説検定問題

（1．9）　　　1オ〕：θ＝O　vs　κ〕：θ＞0

を検定する．ここで対立仮説として片側対立仮説を

とるのは，最も知りたい乖離の方法を検証するため

である．もちろん両側対立仮説とすることもできる．

以下では片側検定問題のみを扱う．この検定問題の

設定の仕方では，各曲分布族6θに対して局所最適

な検定方式が導出される（Kariya　and　George
（1993）等）．

　3番目のアプローチとして，正規分布から意味さ

れる仮説，すなわちインプライド対立仮説を検定し，

それを棄却することで非正規性を主張することであ

る．多変量正規分布の1つの特性に注目して，その

特性をデータで検定する．多くの配合，正規分布の

もとでのモーメントに関する仮説である．その代表

的なものは，Mardiaによる多変量歪度，多変量尖

度についての検定である．例として多変量十度につ

いての検定問題を述べておく．Mardia（1970）は，4

次のモーメントをもつ鋤の分布の多変量尖度を

（1．10）　　β2＝E｛（謬1一μ）ノΣ’一1（τ、一μ）｝2

で定義する．この値は，1（謬1）＝N（μ，Σ）のとき

β2＝ρ（ρ＋2）となるのでそれをインプライド対立仮

説として仮説検定問題

（1．11）　H：κ（躍1）＝1＞（μ，Σ）vs

　　　　　κ：β2≠血（ρ＋2）

を考察する．もちろん∬が棄却できなくても対立

仮説がんであるためHが棄却できないことを直

接的に意味しないが，∬が棄却された場合，非正規

性を主張する．Mardia（1970）は，

標本多変量尖度として，

（1。12）

ただし，

（1．13a）

（1．13b）
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（1．10）に対する

あ一÷海｛（銑一・）狸（銑一・）P

・一 g皇銑

s一｝蕩（銑一・）（銑一・）’

を提唱し，Mardia　and　Kanazawa（1973）では，　H

のもとでは

　　　　　　　ノアあ一（＋2）
　　　　　　　　　　　　　　　→MO，1）（1．14）　　　　ワ「＝

　　　　　　　　　⑱ρ（ρ＋2）

　　　　　　　（T→o◎）

を示し，Wが棄却域

　　1略＞c　ただし　P（IWI＞olE）置α

に落ちたとき茄を棄却する．この正規性の検定方

式は，インプライド帰無仮説のとり方に大きく依存

するが，曲分布族の中での正規性の検定方式の場合

と同様に，正規分布からの乖離の方法を多変量正規

分布の1つの特｛生と対応を付けることになる．例え

ば，正規分布の対称性に注目して，その1つのイン

プライド帰無仮説として歪度が0という仮説をたて

ることがそれである．1次元正規分布のもとで提案

されている多くの検定方式では，この3番目のアプ

ローチをとっている．詳細については例えば，竹内

（1974）等をみよ．

　なお，本稿では扱わないが，Mardia（1970）では多

変量歪度を

　　　　β、儒E［｛（灘1一μ）’Σ『1（謬2一μ）｝3］

と定義し，その標本統計量として

　　島一撃編｛（銑一5）笠・（鵡一・）ド

を提案している．正規分布すなわち帰無仮説のもと

では，漸近的に

　　　7乃1→6ニビ2！，　ノ＝ρ（ρ十1）（ρ十2）／6

であることを証明している．従って

2包括的対立仮説に対する正規性の検定

　1次元の正規性を検定する問題で，最も有名な検

定方式は適合度検定によるカイ2乗検定である．こ

のカイ2乗検定は，標本分布のデータの分布が直接

正規分布に近いかどうかをみるため，正規性の検定

方式として合理的である．また標本分布と標準正規

分布の距離に基づく検定方式も検定方式の考え方と

しては同じものである．もちろんこれらの検定方式
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のデータの使い方としては，平均μと分散σ2の影

響を除去するため基準化統計量

（2．1）　擁＝（∬一τ）β

に基づいて構築される．しかしこの1次元の検定方

式を多次元に拡張しようとすると，いろいろな問題

が起る．例えば，カイ2乗検定の場合，各軸の区：間

分割下をんとすると，ρ次元の場合桝目の数は々ρ

となり，（例えばん＝6，ρ＝10の場合でも非常に大

きな値となってしまい）データの数よりはるかに大

きくなってしまい，多くの桝目はデータを全く含ま

ないことになる．対応して距離に基づく場合でも，

その測定の仕方に関して問題が起る．従って，この

考え方に基づく多変量正規性を議論している文献は

ない．

　Henze　and　Zirkler（1990）では包括的対立仮説に

対応する有効な多変量正規性の検定：方式を提案して

いる．彼等の検定方式は，経験的特性関数に基づく

ものである．まず（2．1）に対応する多次元基準化統

計量：として

（2．2）　〃、＝8－1／2（認r証）　（’＝1，…，T）

とする．S－1’2としては，8　1／2’S－1／2＝S『1となる下

三角行列とする．そして〃‘の経験的特性関数を

（・．・）ψ（の一｝蕩・x・（晦）

で定義し，検定統計量

（2．4a） D・一
轤Pψ（の一・xp（一去・’）1・・（’）・’

ただし

（2．4b）　　　Sβ（’）＝（2πβ2）一ρノ2exp（一fノ〃2β2）

を作り，Dβが大きいとき仮説を棄却する．βは1

．つのウェイトであってβ＝1としてよい．この検定

方式はすべての対立仮説に対して一致性をもつこと

が示されている．その意味でこの検定は1つの重要

な検定方式である．しかし，（2．4）はすべてのモー

メント構造に関する情報を含んでいるため，きわめ

て高い次数のモーメントの違いに対して反応する可

能性もあり，与えられたデータでは十分識別できな

い部分を求めている可能性もある．また実際に必要

な知識として，低次のモーメント構造から順にチェ

ックしたい部分もあろう．

　Kariya，　Tsay，　Terui　and　H（1992）（以下KTTL

（1992）と略）では，この点を意識してQ次までの多

変量：正規性のモーメント構造を直接的に検定する方

法をエルミート多項式を用いて提案している．以下

この方法を詳しく述べる．まず，帰一仮説として

研　　究

（2．5）　π＊：館（τ、）の分布のモーメントは，

　　　正規分布錦（μ，Σ）のモーメントと同じであ

　　　る

を定義する．これはHのインプライド三無仮説で

あるが，ρ＝1のときはEと同等である．多次元の

場合，正規分布と同じモーメント構造をもつ分布が

正規分布であるが証明されていないが，データの識

別能力としては十分な仮説である．E＊に対する包

括的対立仮説は

（2．6）　　　1（ホ：not　11＊

である．この仮説検定問題を考察するため，次のエ

ルミート多項式に関する事実を用いる．まずρ次

元確率ベクトル

　　　　　　　　の＝（∬1，…，∬ρ）’

に対して基準化変数

（2．7）　9f＝（灘一μf）／σf～ノ2　（ゴ＝1，…，ρ）

を作る．その共分散を

（2．8）　　　φが＝Cov（崎，る）＝Corre1（コび‘，紛）

とおく．また
（2．9）　　　　ωご（π）＝＝乃（励）（Zf）

　　　　　　（勉次のエルミート多項式）

、で銑の吻次のエルミート多項式とする．例えば

　　　　　ωfω＝9f，

　　　　　ω、（2一（z、2－1）．／π；

　　　　　”、（3）一（z、3－3z、）／疵

　　　　　zσご（4）＝　（9f4－6Z～十3）／㌔／π

である．このときω，㈹とω，伽｝の共分散

（2．10）　φザ〔翻≡Covωf（〃），ω5侮））

は，もしE＊が正しいとき

②・・）暢一一｛ピ織

が成立する．また逆に（2．11）が成立するときH＊が

成立する．そこでg、，…，鋤のモーメント構造（2．

11）を検定する．まず

　　　　　　　　∬1，…　，謬T　　　iid

は2ノ〉次のモーメントをもつ，とする．（2．7）のZf

に対応する統計量として

（・・12・）循・一∬ゴ G銑
　　　　　　　　　（ゴ＝1，・。・，ρ：η＝1，・・。，1＞）

（2．12b）　　　zな診＝乃（π，（z6f∂

とおく．このとき帰無仮説および対立仮説κ＊のも

とで（2．10）の共分散φヴ（胴）は

（・．・3・）・・圃一吉自〃…伽…
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で強一致的に推定される．他方，帰無仮説∬＊のも

とで同じ共分散φ譜調は

（・13b）ゐ面一｛鰹；窺

で強一致的に推定される．ただしφが＝7が（1’1）であ

る．明らかにH＊のもとに限って
（2．14）　　limT7が（π’糀）＝1imTφが（η’郷）

　　　　　（ゴ，ノ＝1，。・・，ρ：η，〃z＝1，…，1＞）

が成立する．そこで（2．14）に対応する検定統計量を

作る．

　そのためまず次の記号を導出する．まず

（2．14a）　　．4＝（五伽））：勘×珍　対称行列

（2．14b）　　　4（π紛＝（αガ（π摺））：ハ1×1＞

とし，行列且のベクトル化Vec（謡）を次のように

定義する．η；〃3に対して

（2。14c）　　α伽｝；Vec（4伽））

　　　　　　　　＝（αll伽），…，α1ρ（πη）：α22（脚，…，

　　　　　　　　…㈲：…・・”㈲）’・ρ（ρ十1　2）・・

またη〈翅に対して

（2．14d）　　α伽》＝Vec（五（胴））

　　　　　　　　＝（α、1圃，…，α1ρ伽）：α22圃，…，

　　　　　　　　α、ρ（醐：…：αρρ（劇）’：ρ2×1

とおく．そしてさらに

（2．14e）

（2．14f）

（2．149）

（2．14h）

とおく．

（2．15）

（2．16）

である。

（2．17）

（2．18）

となる．

（2．19a）

ただし

（2．19b）

（2．19c）

伽、＝（α（11｝’，α（22）’，・・9，α側γ）’1五×1

伽、＝（α〔’2）’，α（’3γ，…，α（W：α（23γ，…，

　　　α僻：…：α（胴・押y）’：乃×1

孟＝1＞カ（ρ＋1）／2，乃＝N（N－1）ρ2／2

ノ＝弄十乃＝珍（ハ砂十1）／2

さて上の且に対応するのが

　R＝（1～伽）），β（醐；（7が（π毎））

　¢＝（の（劇），φ（劇＝（φが（脚）

これらの行列のベクトル化は
rκ；（　　■　　　　　　ノr1V1，r1》2）’，

φκ＝（φM’，φκ2’）’

このとき対立仮説κ＊のもとで

♂ア（rlv一φ2v）→1＞（0，ノ1）

五＝（五伽αδ｝）

ノ1（π魏⑳）；asy　cOV（π（r（π励）一φ《π窮）），

　　　　π（r（αδLφ（αδ）））

が成立する．他方，仮説H＊のもとでは

（2．20a）

（2．20b）

（2．20c）

φ〃＝（φ〃1’，0り’，

φ用＝（φ〔11γ，…，φ（醐’）ノ

φ伽｝＝（φ11（脚，…，φ1ρ（朋｝：φ盟伽），…，

（2．24a）

ただし

（2．24b）
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　　　　　　　　　φ2ρ伽）：…：φρρ伽））

（2．20d）　　　φが｛朋）＝φガπ

であり，その一致推定量は，

（2．21a）　　　φ1v＝（φ1v1’，0’）ノ，

（2．21b）　　　φ♂朋｝＝φガπ＝（γガ（11》）π

となる．そこで

（2。22）　c刑＝［0，∬］［r〃一φ司

　　　　　　＝（C｛盟ン，…，e岬γIC（12γ，…，e（1”γ：

　　　　　　…＝C（丹一W）’≡（CM’le“2’）’

とおく．、厚＊のもとでは

（2．23a）　　　》「7〒Co一→ハ「（0，」（φ」v）ノ1」（φ1v）’）

（2．23b）　　　」（φ～の＝∂c」vo／∂r2v17即＝φ丹

が成立するそれゆえKTTL（1992）では，漸近的カ

イ2乗検定として検定統計量

　　　　　既＝7rcκ。’［」五」’］一1c柵～κノ2

（2．24c）

を提案している．

（2．25）

である．またN（μ，Σ）の偶数次のモーメント構造

を検定する検定統計量

（2．26）　　　　レレ玉＝　7「clv1’［」11／111Jn’］一lqv1

と2＞（μ，Σ）の奇数次のモーメント構造を検定する

検定統計量

（2．27）　％＝7〕cκ2’。4盟eκ2

を提案している．これらの統計量のもつ意味は上の

作り方から明らかである．

五＝（五伽）），五〔剛＝（λ漁伽αδ））

冗・・一・一｝Σω・・ω伽㈲一・鋤

　　　　　　　X（〃短（の〃耐㈲一7妨（⑳））

　　　もちろん棄却域は

偏＞c

例1　1変量正規性の検定

　1変量の場合の正規性の検定は，ρ一1とおけばよ

い．4次までの正規分布のモーメント構造を検定す

るため1V＝2とおく．このときEのもとでエルミ

ート多項式によって変換された変数のモーメント構

造は，

（2．27a）

（2．27b）

（2．27c）

φ11＝Corre1（ρ、亡（1），Zノ、‘（1））

　＝Correl（∬、ら∬、‘）＝1

Covω、、（1｝，〃、、（2））＝O

Cov⑫1、②，ρ、、（2））一φ、、2－1

となる．（2．27b）は（2．7）の基準化変数に対してE

（Zl∂＝E（g1～）＝0と同等である．また（2．27c）はE

（91の一3と同等である．従って，仮説H＊は

（2。28）　　歪度＝0，尖度＝3
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の結合仮説に対応する．（2，17）の恥は

（2．29）　　　　r卍v＝　（γ11（1）γ11（22）711α2｝）’

　（221）の。κo，（2．23a）の」は

（2．30）　e柵＝（乃、｛22L（711（’））2，笥、（’2｝）’

（…）ノー（一2ゼll）

となる．従って検定統計量陥は

（2．32）　隅一7b刑’［」五」■］一1c押。～κ22

となる．尖度のみの検定は

　　凧＝T（711（22L（7、、（1））2）／」、ムIJ、’～κ12

　　　　」1＝（一27u（11｝，1）

となる．

　　隅＝T（　　　　（12）711）2／λ、mα212）～κ12

となる．

　　　　　　3　曲分布族対立仮説

経　　済　　研　　究

　　　　　ン・スケール・パラメータとしてもつ曲分布族を考

　　　　　察するのは，この分布族のクラスの中では，分布形

　　　　　の検定で不要なパラメータ（nuissance　parameter）

　　　　　（μ，Σ）を不変性原理を用いて自然に消去できるか

　　　　　らである．すなわち，検定問題（3．3）を検定する場

　　　　　合，群不変性原理によって統計量

また対称性としての歪度に関する検定は

　本節ではKariya　and　George（1993a，　b），Kuwana

and　Kariya（1991）に従って，第1節で述べた曲分布

．族とのクラスの中で正規性の検定問題を考察する．

多変量正規分布をとり得る曲分布族6θとして，密

度関数

（3．1）　ρ、（必1μ，Σ）＝1Σ1－112ん（＠一μ）’

　　　　　　　　　　　　　　Σ一1（躍一μ））

ただし

（3．2）　　　1）　あ（g）＝（2π）一ρ’2exp（一g／2）

　　　　2）　　6ゲ』（g）／∂θは　（z，θ）∈［0，QO）×［0，α］

　　　　　　上連続

をもつ分布族を考察する．従って，正規性の検定問

題は1次元パラメータθを用いて

（3。3）　H：θ＝．O　vs　1ζ：θ＞0

と表現される．（3．1）の曲分布族の特別な場合とし

て指数d一分血族を次の形の密度関数をもつ分布

族として定義する．

（3．4＞　　　ρθ（τ1μ，Σ）ニ。（θ）1Σ1－1！2

（3．6a）

ただし

（3．6b）

w＝1γ（x）

一｝（x一・ゴ）£1（x一・ガ）’

　＝yy’：TXT

y「景（x一・ガ）評

　　　　　　＝［〃、，…，〃7γ＝T×ρ・

に基づいて検定することができることになる．この

統計量の分布は未知パラメータ（μ，Σ）に依存しな

いから，一般性を失うことなく

（3．7）　　μ；0，Σ茸∬

と仮定できる．θのともでの躍の確率分布を鳥躍

とすると，擢に基づく検定関数は

（・・）・（φ・）論（躍）躍

となる．このときKariya　and　George（1993）は次の

結果を証明している．

定理3．1

（・，9・）晶・（偽・）1・一・と卿（π）K（剛

ただしE。（・）は，X～N（0，∬T⑭L）のもとでの期待

値，

（3．9b）

（3．9c）

…｛一14・（（・一μ）翌（・一・））｝簿：1＄

　　　　　　dθ（g）はzの多項式

この分布族の特別な場合として，Kuwana　and　Kari・

ya（1991）が扱った指数ベキ分布族がある．そこで

は

（3．5）　　　　o藍θ（z＞　＝＝zl一θ

である．θ＝0の場合もちろん正規分布であるが，θ

＞0のとき正規分布より裾の厚い分布となる．θ；

1／2の分布を多変量両側指数分布という．（3．1）の

定式化で，正規分布と同様に（μ，Σ）をロケーショ

κ（π）一一毒E幅［Ψ（ゐll肋II・

　　　　＋2》7「σlll〃、ll＋α’α）］

ψ（・）一’ ｻ1・9ん（・）1・一・

　　　＝ゐ’（z）茄（2）

う～Z。2，α～邸（0，1）

κ（F）＞cなる棄却域をもつ検定は局所

最良不変検定である．

系3．1

指数4一分布族の場合，κ（冊）は

（3．11）

となる．

K（F）一一，狛E轟（うll〃・ll・

　　　　十2》1万α1圓〃診ll十α’α）］十C

またK（羅）の分布を考えるため，Kuwana　and
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Kariya（1991）と同じ方法で次の漸近的結果を示し

ている．まずκ（W）を含む統計量として

（a・2）σ（躍）一孝加［H（∂ll功IF）］

を定義し，関数∬（・）に対して

（3．12a）

（3．12b）

（3．12c）

（3．12d）

（3．12e）

て

πは2回連続微分可能
E、【H（ll認、II2）2］〈∞，

E，［ll灘ll12H（1國2）］＜∞

ξ…≡Eθ［II謬、l121ノ’（ll謬、l12）］〈OO

　　　　ハドほ
G（π）＝Σ亀がなる関数が存在し
　　　　為＝副v且

　　　　　1∬’ω1≦G（％），

　　　　　E、［ll灘ll140（ll泌、l12）］＜。。

を仮定する．このとき次の定理が成立する．

定理3．2　（3．12a）～（3．12d）のもとで，　T→。。の

とき

（3．13a）　　》「ア［σ（研）一μ（θ）1→N（0，レ（θ））

が成立する．ただし→は分布収束を示し，

（3．13b）　　μ（θ）＝Eθ［H（II必li12）］

（・13・）・（・）一Vψ（ll鋤IF）

　　　　　　　　　一（去II・・l12一・）ξ｝
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and　George（1993a）はその極限値を局所的乖離の測

度として提案している．その極限値は次の通りであ

る．

定理3．3

（き．17）あ一1im…一瞬・（輻・）1…

　　　　　　＝レ（o）1’2（2π）一1／2exp（一〇2／2）

ただし，cは標準正規分布関数の（o）を用いて

　　　　1一φ（o）＝α

から決まる棄却点で，有意水準αが共通であるかぎ

り，同じである．

　従って，局所的乖離の測度δ。は局所最良不変検

定の統計量κ（羅）の漸近的標準偏差レ（0）1’2に比

例的である．すなわちK（F）の漸近的標準偏差は

正規分布からの局所的乖離を測る測度である．この

値について，密度関数（3．1）で示される分布族を順

序づけることができる．

例3．1（3．5）の4θ（z）をもつ指数ベキ分布族の場

合Kuwana　and　Kariya（1991）の結果から，局所最

良不変検定統計量は、かなり複雑で

（3．18a）

系3．2　T→。。のとき局所最良検定統計量κ（V）

の帰無分布は

（3．14）　　》71（（F）→N（0，レ（0））　　　　　　　　ただし

となる．レ（0）は関数形　　　　　　　　　　　　　　（3．18b）

（3．15a） 1∫（∂ll〃‘II2）　＝Eα［聖ア（うll〃∫l12十2》7「αIll〃‘ll

　　　　　　　　　　　　　＋α’α）］

一…｛一書1副蕩ん（鋤，らた

（3．15b）　　　λ々＝Eα［ψ’（α，α）α12々］

に依存する．

　φLB1で密度関数形（3．1）をもつ各曲分布族6θに

対する局所最良不変検定を表すと，（3．9a）より正規

分布（θ＝0）の近傍で検出力を最大にするのがφLB【

であるから

（・・6）古番・（甑・）1…

は，曲分布族6θが正規分布から乖離しよう（θ＞

0）とする局所的な大きさを表す．従って（3．16）の

値は正規分布からの局所的乖離の測度として利用で

きる．もちろんそれはTに依存するので，Kariya

即）判一ρ1剪噤{表熊

急難・耀箔～㌃辮1）
　（1－z♂’z∂（丁一1）ノ2（銑’2∂為

で与えられる．

た条件（3．12a，　b，c）をチェックすることが困難だけ

でなく，漸近的平均，分数も計算が難しく，未知の

ままである（例3．3）をみよ．

z、一π〃、（1＋クン〆〃∂　112

　このK（レ）の漸近分布は，設定し

μが既知の場合の局所最良不変検定

　μが既知の場合の局所最良不変検定は未知の揚合

のそれと大きく異なる．例3．1でみたようにμが

未知な場合の局所最良不変検定は，複雑なことが多

くその漸近分布の導出も困難なことが多い．注意す

べき点は，μが既知な場合の局所最良不変検定統計

量に，μの代わりに2を代入しても，μが未知の場

合の局所最良不変検定統計量にならないことである．

例外は次節でみるMardiaの二度検定である．μが

既知の場合を扱う積極的理由は，多変量線形回帰モ

デルの誤差項の多変量正規性の検定に応用可能であ
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るからである．具体的には

（3．19）　　　こ1＝Zγ十E

を多変量線形モデルとする．． ｽだしσ＝（砺…，

ω。）〆：T×ρ，Z；（2「1，’●’，ZT）’：T×々は確定行列，

γ：々×ρは未知係数行列，E＝（θ、，…，θT）’：T×ρ

は誤差行列である．ここでの問題はθ¢’はiidかρ

E（θの＝0を満たすθ診のρ次元正規性を検定する

ことである．しかし，このモデルでは，γ’急が各既

＝γ’銑十θ直においてロケーション・パラメータで

あるが，モデノレ（3．19）のもとで不要なパラメータγ

を消去できる群不変構造はな～・．また，（名E’E）

は，θ＝0の場合を除いてモデル（3．19）に対して十

分統計量でもない．ただ．し

　　　　テ＝（z■z）一1z’σ，　E＝σ一zテ

である．従って，局所最良不変検定を知ることがで

きない．この場合，ここで提案する方法は，下局∂‘

＝晩一ダ銑を平均。のHdデータとみなして，θ‘に

基づいた局所最良不変検定の中に代入することであ

る．

　以下では指数4分布族モデル（3．4）において一般

性を失うことなくμ＝0とし，4θ（g）は（3．5）で与え

られるものとする．このとき定理3．1に対応する結

果として次の結果をえる．

定理3．4μ＝0のとき，仮説検定問題（3。3）に対し

て

（…）κ（㌍）一｝蕩E・［ψ（∂II〃・・li・）］

は局所最良不変検定統計量である．ただし

（3．21）　rO＝［肋1，…，〃TO］’＝x（x’x）｝1／2〃ア，

　　　　　耳「0＝y’oyO’

　　　　　ψ（2）＝ゐ’（9）茄（9）

である．また1つの不変検定φについては

（3．22）

が成立する．

正規性

晶・（φ，θ）1卵・自刎φ（㌍）即0）］

　さらに（3．12）の条件のもとで漸近的に

》7［1（（1曜。）一μ（θ）］→1V（0，ン（θ））

が成立する．

例3．2指数ベキ級数モデル（3．5）の場合，局所最

良不変検定統計量は

（・23）κ（堺）一，猿IIがIF1・911駈・ll・＋・・

　　　　　　　一古塁滑1鋤1・9雌・ゴ・・

研　　究

ただし，

　　　　60；（ρ／2）［ψ（η2）一ψ（ρ／2）］一1＋（ρ／T），

　　　　ψ（・）一∬詐’（1・9・）微μ（・）

で与えられる．μが未知な場合と比べてきわめて単

純化されている．漸近的分散は

　　　　・（・）一ρ（ρ・2）グ（号＋・）一2ρ

　　　　　　　一・（…）［面一・Σ一一

　　　　　　　　　　　　（、。≒）・1一・・（・奇数）

　　　　　　　　・（…）［誓一Σ’表］一・・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ρ偶数）

で与えられる．したがって（3。17）よりン（0）は正規

分布からの乖離度に対応する．

例3．3μ＝0のときの正規混合分布

　（1．7）の密度関数が正規混合分布

（3．24）　　　　1Σr1’2．ん（a〆Σ’一1¢）

　　　　　　＝（1一θ）1Σ「1－1’2プ6（謬ノΣ’一IJ）

　　　　　　　十θ1Σ1－1／29（∫’Σ一1τ）

である場合の局所最良不変検定を導出しよう．ただ

しg（〆のは固定した密度関数である．定理3．3よ．

り

（・・25）五＿加醐鋤）1…4剛

　　　　　〈oo

が成立するとき，仮説検定問題Hlθ＝Ovsκ：θ

＞0の局所最良不変検定統計量は

（3．26） σ（躍）一｝測昊1翻］

で与えられる．

（3．27）

である．

よ．

　　　　一（・・）・・頴（・＋・）㎎

　　　　　Eb［9（δη，）］

　　　ここでδ～κT2および

η5＝ll防l12／（1－II〃，II2）

σ（躍）十1＝κ（V）であることに注意せ

　σ（曜）の最初の表現は，gとみの尤度比の加重

平均である．2番目の表現は，g（・）が［0，。。）上解

析的のとき次のように議論できる．まずgを

　　　　　　　　　ロ（3．28）　g（g）＝Σα属鳶／々！ただし
　　　　　　　　髭＝0
　　　　　偽＝∂ぬ9（9）／∂ど鳶1。一。

と展開する．このときσはさらに
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（・．29）ゴ 壕黶p自（・＋・・）η［急η（姻

ただし

　　　　　　　　r（号・K）．

　　　　η（η’）＝・・r（号）笏’

　　　　β丸＝（2π）ρ122んαた

と表現される．このLBI統計量の表現は次の興味

ある解釈ができる．

（1）g（g）は［0，∞）上解析的であるからg（9）はz

＝0でのその微係数α丸で決定される．正規密度の

場合α々〃＝（2π）一ρノ2（一2）　々であり，（3，29）のβF

（一1）勘α魔／α酬に対する固定した密度gとβん＝（一1ア

に対する正規密度の差を評価する。
（・）摩ll肋ll・一去・ノS一…（・・）は第槻察伽

の原点からの距離を示す．もし（3．24）でθが1に

近くg（g）の裾が正規分布に比べて厚い（薄い）なら

ば，ll副，従ってη，は全体として相対的に大きな

（小さな）値となる傾向をもつ．（3．24）のんのパラ

メータθとgは関数形を反映する．もしθが1に

近いとき，【1酬2，従って協gの関数形をより大きく

反映するし，もしθが0に近ければ正規密度みの

特徴を示すことになろう．

（3）　（3。29）のγ丸（η，）は，係数＆にウェイトを与

える．他方，魚はgの正規性からの乖離を評価す

る．従ってη，が大きいとき7勘（η，）は々が大きいと

きβぬにより大きなウェイトを与える．従って固定

した7に対していくつかの脇II2が大きいとき高次

の微係数の比率β丸＝αゐ／伽が正規性の乖離をより

検出することになる．逆に，すべてのIl副12が小さ

いとき，正規性の検出のため低次．の微係数により大

きなウェ．イトが与えられる．Tが大きくなると，（1

十励丁’2によって大きなll肋l12の効果がよりはつき

りし，高次の微係数の違いの情報が，正規性の乖離

をみる上で重要な役割を果たす，

　σ（躍）の漸近分布はH（z）；g（g）茄（g）とおく

と

（3．30）

ただし

痂［T（W）一1］→N（0，”（0））

　　　　forθ＝0

〃（・）一V鋤［象1【豊1｝途一二ll・ll12・（・）］

・（・）一飾［ll鋤IP響］

となる．例として

（3，31）　1Σ1－1／29（〆Σ一’劣）

一iΣ「耀
i　　αr（ρ／2）

Q1’απ）〃’2r（ρ／零α）
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　　　　　．・・x・｛一吉［（〆Σ捌弓

の場合をみてみよう．ここでα＞0は固定されてい

る．このときLBI検定統計量は（3．26）より

（・．32）σ（め一画E直（・ll肋IF），

ただしゐ～ZT2

　　　　　　　　2ρ（α一1）12αα」「（　2）
　　　　E（9）＝　　　　　　　　　　r（ρ／2α）

　　　　　　　　×exp｛（9－9α）／2｝

となる．（3．29）の表現は，

（a33）σ（w）「融
　　　　　　　　・櫓（・＋・’）・12

　　　　　　・［孝（一1）葦1‘α一’漉r（劣＋）ゲ］

σ（躍）の漸近的結果（3．29）が成立するが，α＜1の

ときは定理3，2の仮定が満たされないので漸近的正

規性は証明されていない，

4　Mardiaの尖度検定

　1節で述べたように，Mardia（1970）は正規分布の

特性値として多変量三度を定義し，その標本統計量

に基づいて正規性の検定法を提案した．Kariya

and　George（1993）では，このMardiaの尖度検定

が，実は

（・．・）か（・）1旗・一一・ジ（・〉・）

を満たす指数4分布野に対して局所最良不変検定

となることを示した．実際，（3．11）より（4．1）のも

とでは

（4．2）

となり，

（4．3）

κ（W）一・毒飾圏翫II・＋2π曽・・ll跳II

　　　　＋α’α】2＋C

　　　一号ΣT（T＋2）1〃・14

　　　　－T（T十2）ρ（ρ十2）十C

であるから，

ある．（4．1）を満たすゴθ（g）として，例えば

飾≡｝塩ll翫il・一｝蕩［（銑一5）・

　　　　　　　×、s－1（躍重一謬）】2

　これはMardiaの多変量尖度統計量で
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（4．4）　　　　o匿θ（g）　＝z（1一θg）2

をとることができる，3節で述べた漸近的結果を用

いるか，あるいはMardia　and　Kanazawa（1973）に

より

　　　　　ノア［飾一ρ（ρ＋2）］→N（0，8ρ（ρ＋2））

が成立する．従って正規分布との局所乖離度は

　　　　　伽一1im・晶・（φ鮪θ）1…

　　　　　　＝（8ρ（ρ＋2））1’2（2π）一1／2exp（一〇2／2）

となる．8ρ（ρ＋2）1’2は，指数ベキ分布幅の場合と比

べて小さいので，Mardiaの尖度統計量を局所最良

不変検定にする指数げ分布族は局所的に近い．

51変量時系列でのガウス性の検定

　2節で述べた包括的対立仮説に対する多変量正規

性の検定法は，1変量時系列のガウス性の検定に応

用できる．実際，KTTL（1992）では，次の議論を行

っている．まず｛〃ご｝を平均，自己共分散

（5．1）　　E（鱗）＝μ，　Cov（〃‘，〃‘＿ん）＝γ勘

をもつ定常時系列とする．後の漸近的正規性のため

に

　　　　　お（5，2）　Σ1々llγ髭1＜oo
　　　　ゐ＝一㎝

を仮定する．多変量正規分布の次元ρに対応する

変数として

（5，3）　　　　ユ2甜＝〃¢＿ご＋1　　　　（ゴ＝1，…　，ρ）

と定義し，その基準化変量を

（5．4）炉㌣
とおく．このとき御と細の共分散は
（5．5）　　Cov（g認，珈）＝γト5／殉≡ρH≡φが

となる．またエルミート多項式による変数変換
（5．6）　　　　ω∫ε＠）＝；乞（η｝（9κ）

とし，その共分散を

（5．7）　　φが（胴）＝Cov（z伽〔π1，ω」，侮｝）

とおく．このときもし｛〃δがガウス過程ならば

（5。8）　　φび（朋｝＝Cov（蹴¢ω，ω，f伽））

　　　　　　　　φ♂　η＝〃z

　　　　　　　　　O　ηキ勉

が成立する．そこで与えられたデータ価ゴ＝1，

…，T｝に対して

（5．9）

（5．10）

晦一」k，・暫一議Σ齢
・・一デ月一｝、．急、（〃‘一〃）

　　　　　　　　　　　×（〃置一ゴ＋’『〃）

研　　究

と鋭き，晦のエルミート多項式による変換を
（5．11）　　　　0踏（π）＝；診（π｝（z4㍑）

　　　　　　　　（ゴ＝1，…，ρ：η＝1ヂ・・，ハr）

とおく，このとき（5．7）のφ商（糊は，定常性と仮定

する．このとき（5．2）のもとで

（5．12）・・圃一寺譲譜ω砺侮・

によって一致的に推定される．他方，ガウス性が成

立すると

（5．13）6。伽・一6♂≡ρ♂・＝彿

　　　　　　　　　　　0　　　　　　　　　　　　　　　η≠〃3

によって一致的に推定される．そこで以下2節と同

様な議論をし，Keenan（1983）による漸近的正規性
（5．14）　　　　》「7τ（rハ「一φハ7）一→1＞F（0，ノ1）

を用いると，検定統計量陥，隅，％を得る．

　帰無仮説のもとでの賜の漸近的分布が重要とな

るが，KTTL（1992）では，シミュレーションを行っ

ている．まず1変量時系列として

　　　　　ユ勘＝0．5必‘＿1十εf，　εo＝＝0

を設定し，ε，の分布として　1）標準正規分布N（0，

1），2）指数分布Exp（1），3）コーシー分布C（0，1），

4）ガンマ分布G（2），5）一様分布σ（0，1）をとり，

それぞれ乱数を発生させる．ρ＝2，1＞＝2の場合に，

陥の分布を即詠分布で近似する妥当性と非ガウス

の場合の検出力をみている．

例Terui　and　Kariya（1994）では，株価収益率の1

変量時系列としてのガウス性を検定している．デー

タは1988年1月5日から1989年10月31日の日次
データである（標本数479）．ρ＝2，1＞＝2の場合の東

証株価指数（TOPIX）および日経平均の結果は次の

とおりである．

　　　　　　　　　　陥　　　ρ値

　　　　TOPIX　　　　14．83　　　0．0383

　　　　NIKKEI　　16．32　　0．0224

いずれも5％水準でガウス性は棄却される．陥と

既の統計量の方がもっとはっきりした結果を生む

であろう．

　　　　　　　　　　　（一橋大学経済研究所）
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