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マクロ動学一般均衡モデル

サーベイと日本のマクロデータへの応用

藤原一平・渡部敏：明

　マクロ経済学の有力な分析手法としてよく用いられるモデルに，確率的動学一般均衡（dynamic
stochastic　general　equilibrium；DSGE）モデルがある．本稿はこのモデルについて解説を行ったもので

ある．前半では，このモデルの発展と，その分析に必要な合理的期待均衡の導出方法について説明す

る．後半では，このモデルの計量分析について説明する．そこでは，近年，DSGEモデルの計量分析

によく用いられるマルコフ連鎖モンテカルロ法（Markov　chain　Monte　Carlo；MCMC）とベイズ推定に

ついて説明する．また，DSGEモデルの評価のために用いられるDSGE－VARモデルについても説明
する．さらに，ゼロ金利政策前の日本のマクロデータを用いて簡単なニュー・ケインジアンDSGE
モデルを推定するとともに，そのモデルをDSGE－VARモデルを用いて評価する．
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1．序論

　マクロ経済学の有力な分析手法としてよく用いら

れるモデルに，確率的動学一般均衡（dynamic
stochastic　general　equilibrium；DSGE）モデルがある．

このモデルは企業や家計の動学的最適化を基礎とす

るミクロ理論に基づくので，例えばベクトル自己回
帰（vector　autoregressive；VAR）モデルのような他

のマクロ計量モデルと比べて，さまざまなショック
の識別が簡単にできるという長所がある．そこで，

マクロ経済学者だけでなく中央銀行のような政策当

局からも，政策効果の分析という観点から注目を集

めている．本稿では，こうしたDSGEモデルにつ
いて解説を行う．

　前半では，まず，このモデルの発展について説明
する．Kydland　and　Prescott（1982）によって，これ

まで理論的なモデルと考えられてきた最適成長モデ

ルが，実際の景気循環の説明に有用であることが示

されて以来，DSGEモデルは，様・々な批判に応える

形で現実のマクロデータの変動に対する説明力を高
めてきた．最近では，価格の粘着性や様々な実質硬

直性を加えると，DSGEモデルのデータへのフィッ
トが，構造モデルながらも誘導形モデルと遜色のな

いレベルにまで高まることが示されており，各国中

央銀行や国際機関においても，従来型のケインズ経
済学を基礎とした大型マクロモデルに取って代わり，

予測や政策シミュレーションを行う際の中心的モデ
ルとしての役割を果たすまでになっている．

　次に，こうしたモデルを用いた分析を行う際に必
要となる合理的期待均衡の導出方法について解説す
る．従来型の大型マクロモデルでは，適応的期待等

をペースとした，アドホックな期待形成が仮定され

ていた．一方，DSGEモデルでは，期待はモデルに
整合的な合理的期待に基づいており，期待を通じた
政策の波及経路等を理論的に分析することが可能と

なっている，これは，DSGEモデルの大きな強みで

あるが，これに付随し，いかにして観察不可能な期

待変数を解くか，すなわち，過去の変数で表現する

かということが問題となってくる．合理的期待の解
法については，様々な手法が提案されているが，本
稿で扱うような現実説明力の高いモデルについては，

モデルを定常状態周りで線形近似し，これ．を状態空

間表現した上で，推定されることが多い．本稿では，

モデルの導出からこれの定常状態周りの線形近似の

方法について説明した後，このような線形近似モデ
ルの解法として，頻繁に用いられている，Blan－
chard　and　Kahn（1980），　ChristianQ（2002），　Sims

（2002）の手法を紹介する．

　後半では，DSGEモデルの計量手法について説明
する．DSGEモデルは，近年，マルコフ連鎖モンテ
カルロ法（Markov　chain　Monte　Carlo；MCMC）を用

いてベイズ推定することが多い1），従来のベイズ推

定は，パラメータにデータを観測する前の事前分布
を設定し，それをベイズの定理によって，データを

観測した後の事後分布に改定し，事後分布を用いて
パラメータを推定するというものであった．こうし
たベイズ推定には，（1）事前分布に事前情報を加え

ることができる，（2）ベイズ統計学の事後オッズ比

に基づくモデル選択では，互いに入れ子になってい

ないモデル間の比較も行える（ただし，この点につ

いては，以下で述べる「Lindley（1957）の逆説」と

呼ばれる問題点があるので注意が必要である），な

どの長所がある．しかし，誤差項が正規分布に従う

線形回帰モデルなどの簡単なモデルでない限り，事
後分布やそのモーメントの導出が難しいので，近年

では，MCMCによってパラメータを事後分布から
サンプリングし，サンプリングされた値を用いてパ
ラメータを推定するという方法が用いられる．こう

したMCMCを用いたベイズ推定には，さらに，
（3）インパルス応答関数や分散分解などパラメータ

の関数になっているものも，事後分布からサンプリ

ングされたパラメータの値を代入することにより事
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後分布からサンプリングできるので，それらをパラ

メータの不確実性を考慮して推定できる，（4）将来

の予測も同様にパラメータの不確実性を考慮して行
えるといった長所がある．

　DSGEモデルのMCMCベイズ推定を有名にした
のは，Smets　and　Wouters（2003）とDynareである．

DSGEモデルにはショックを容易に識別できるとい
う利点はあるものの，VARモデルと比べて現実の
データへの当てはまりが良くないとされていた。と

ころが，Smets　and　Wouters（2003）が，　Christiano

6’α！．（2005）で提案された（1）名目価格・賃金の硬直

性，（2）消費の習慣形成，（3）投資の調整コスト，

（4）可変資本稼働率といったさまざまな市場の摩擦

を導入したニュー・ケインジアンDSGEモデル
（CEEモデル）とVARモデルとを事後オッズ比に
よって比較を行い，CEEモデルの現実のマクロデ
ータへの当てはまりがVARモデルとほぼ同等であ
るとの結果を示したことで，その後，中央銀行を中

心にDSGEモデルが頻繁に用いられるようになっ
た．また，Michel　JuillardがDSGEモデルの分析の

ためのフリー・ソフトDynareを開発したことが，
それに拍車をかけた2）．しかし，このソフトを使う

とDSGEモデルのMCMCベイズ推定を簡単に行え
るため，MCMCやベイズ推定についてよく理解し
ないままDSGEモデルを推定している研究者が少
なくない．そこで，本稿では，そうした研究者のた

めに，DSGEモデルのMCMCベイズ推定について
解説を行う．そこでは，事後オッズ比に基づくモデ
ル選択の方法についても解説する．

　DSGEモデルのようなマクロモデルはいかに大型
にしても現実のマクロ経済を完全に描写することは

不可能である．そこで重要なのは，モデルと現実と

の乖離の度合いを計測することである．そうした方

法としてまず考えられるのは，マクロモデルの制約

を課さないVARモデルが現実のマクロデータの変
動を正しく記述しているものと仮定し，VARモデ
ルとDSGEモデルとを比較するという方法である．
本稿で説明するように，DSGEモデルは，対数線形
近似し合理的期待均衡を求めると，線形状態空間モ

デルとして表せる．また，線形状態空間モデルは一
般的にベクトル自己回帰移動平均（Vector　Autore－

gressive　Moving　Average；VARMA）モデルで表せ

る．VARMAモデルはMA項が反転可能であれば
VARモデルになるが3），次数が無限大になるので，

DSGEモデルと有限次数のVARモデルとは互いに
入れ子になっていない．そうしたモデルを比較する
場合，上記Smets　and　Wouters（2003）のように事後

オッズ比を用いると，パラメータの事前分布によっ

ては正しくないモデルが選択される可能性があるこ
とが「Lindley（1957）の逆説」として知られており，

Sims（2003）はSmets　and　Wouters（2003）の結果がこ

れに相当するのではないかと批判している．

　こうした問題を避けるため，Del　Negro　and
Schorfheide（2004）やDel　Negro　6’α∠（2007）らは，

DSGE－VARモデルと呼ばれるモデルを用いて
VARモデルとDSGEモデルを比較している．この
方法では，VARモデルのパラメータをベイズ推定
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する時の事前分布の平均にDSGEモデルによって
制約を課す．ただし，事前分布の分散が正であれば，

VARのパラメータはその制約から乖離できる．そ
こで，事前分布の分散を変えて推定を行い，DSGE
モデルの制約をどの程度緩めるとデータへの当ては

まりが最も良くなるかを計測することによって
DSGEモデルと現実のデータとの乖離の度合いを計
測する．本稿ではこうした手法についても解説する．

　DSGEモデルをMCMCベイズ推定により日本の
マクロデータに応用した研究にはliboshiθ’磁
（2006），Sugo　and　Ueda（2008），Fujiwara召’α∠（2010）

などがあり，それ以外にも最近徐々に増えてきては

いるが，まだ少ない．また，DSGE－VARモデルを
日本のマクロデータに応用した研究は，渡部（2009）

だけである．そこで，本稿では，DSGEモデルや
DSGE－VARモデルを日本のマクロデータに応用す
る．Iiboshi　6’α∠（2006），　Sugo　and　Ueda（2008），

Fujiwara　6’磁（2010），渡部（2009）では，　DSGEモ

デルとして，上記CEEモデルやそれを拡張したモ
デルを用いているが，本稿では，Del　Negro　and
Schorfheide（2004），An　and　Schorfheide（2007）らの

モデルを用いている．このモデルはCEEモデルよ
りも簡単なモデルであるが，生産性がランダム・ウ

ォークに従うと仮定しており，そのため，GDPや
消費などのマクロ変数に確率的トレンドが生じる．

CEEモデルではそうしたトレンドがモデル内で明
示的に考慮されていないので，マクロ変数から，例

えばHodQrick－Prescott（HP）フィルターなどのアド

ホックな方法により事前にトレンドを除去する必要

があるのに対して4），本稿のモデルは事前にトレン
ドを除去する必要がないという長所がある．また，

DSGE－VARモデルにより，簡単なモデルではある
ものの，VARモデルの推定において有用な情報を
含んでいるとの結果が得られている．

　本稿の構成は以下の通りである．まず，次の第2
節で，DSGEモデルの発展について説明する．次に，

第3節では，合理的期待均衡の導出方法について解

説する．第4節では，本稿で推定に用いるDel
Negro　and　Schorfheide（2004），An　and　Schorfheide

（2007）らのニュー・ケインジアンDSGEモデルに
ついて説明する．第5節において，DSGEモデルの
MCMCを用いたベイズ推定法について解説する．
第6節で日本のマクロデータを用いてDSGEモデ
ルを推定し，結果を紹介する．第7節でDSGE－
VARモデルについて解説し，　DSGEモデルの評価
を行う．最後に第8節で本稿のまとめを行うととも
に今後の発展について述べる．

2．DSGEモデルの発展

　Ramsey（1928），　Cass（1965），　Koopmans（1965）に

よって構築された最適成長モデル（Solow，1956や

Swan，1956で外生的に設定されていた貯蓄率（消費

水準）が家計の効用最大化より内生的に求まるモデ
ル）は，その後，Brock　and　Mirman（1972）によって，

不確実筆下の（ある確率過程に従うショックが毎期

加わるような）モデルへと拡張された，近年，幅広

いテーマへの応用が試みられているDSGEモデル
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は，この確率的な最適成長モデルがその発端となっ
ているが，Brock　and　Mirman（1972）による確率環

境下の最適成長モデルは，極めて理論的なモデルで
あり，短期ないし中期の景気循環の分析に用いられ
るようなものではないと，当時は考えられていた．

こうしたモデルは，その名が示す通り，主に長期的
な現象を取り扱う経済成長理論における関心事項の

分析に利用されてきた．このような考え方を一変さ

せたのが，Kydland　and　Prescott（1982）である．

　Kydland　and　Prescott（1982）は，確率的最適成長

モデルを用いて実際の景気循環の説明に挑んだ最初

の試みである．Kydland　and　Prescott（1982）は，ま

ず，ソロー残差を計測し，技術ショックの確率過程
を求めたうえで，これを前提とした確率シミュレー

ションを最適成長モデルを用いて行った．ここで，

シミュレーションから得られる積率を実際のデータ

から得られるものに近づける手法（カリブレーショ
ン）を用いて，パラメーターを設定（推定）した．そ

して，Kydland　and　Prescott（1982）は，このような

モデルによって，米国の景気循環のうちかなりの部

分の説明が可能となることを示した．今日では，こ

うしたアプローチで景気循環を説明するモデル（す
なわち，リアル・ビジネス・サイクル・モデル5））

の導出や，これを用いたシミュレーションは，例え

ば，米国の経済学博士課程におけるマクロ経済学の

コア・コースなどでは必須となっていることの多い

テクニックであるが，当時は，革命的なアイデアで

あったようである．例えば，Lucas（2005）による，

Kydland，　Prescott両氏のノーベル経済学賞受賞を

称えた論文には，次のように記されている．“How　did
they　ever　think　to　put　all　these　pieces　together　in　this

way？If　Ed　and　Finn　had　not　written　on　time

inconsistency，　I　think　someone　else　would　have，

sooner　or　later．　B　ut　if　they　had　not　written‘Time　to

Build＿’Ithink　we　would　still　be　waiting　for　it，　and

without　a　clue　as　to　what　it　was　we　were　wating　foビ

　Kydland　and　Prescott（1982）による先駆的な研究

以降，リアル・ビジネス・サイクル・モデルは，
様々な批判に応える形で発展を遂げることとなる．

特に，初期のリアル・ビジネス・サイクル・モデル
では，正の技術ショックに対し，実質賃金が上昇す

るため，労働の骨壷点間代替から，労働供給が増加

し，生産水準も上昇するというメカニズムが重要で
あった．この点，Kydland　and　Prescott（1982）によ

って設定された労働の賃金弾力性が，ミクロ・デー

タを用いた先行研究によって得られた推定結果と比

べて高すぎる，との批判が集まった．これに対し，

Hansen（1985）やRogerson（1988）は，労働の非分割

性，すなわち，労働供給量を決定する際に，労働時
間を細やかに調整することはできず，働くか，働か

ないかといった離散的な決定しかできない，といっ

た概念を提案した．実際の労働市場での慣行をみれ

ば，この設定の方が現実的であるとの理解の下，労
働の非分割性を導入すれば，Kydland　and　Prescott
（1982）によって設定された高い労働の賃金弾力性は，

マクロの弾力性として正当化されることを示した，

また，Braun（1994）やMcGrattan（1994）は，技術シ

ョックだけでなく，実効税率（経済の資源配分を非

効率にする歪曲税）の変化をショックとして加える

と，モデルのフィットがさらに向上するとした．さ
らに，根源的な技術ショック（すなわち，単純なソ

ロー残差ではなく，本質的な技術進歩）は，Kyd－
land　and　Prescott（1982）で設定されたほど大きくは

ないはず，との批判に対し，Greenwood　6’α∠
（1988）は，資本稼働率を引き上げると減耗率が高ま

るようなメカニズムを組み込むことによって，資本

稼働率が内生的に決定されるようなモデルを提案し
た．こうしたモデルを用いると，小さな技術ショッ

クが大きな波及効果を持つことが示された．同様な
メカニズムから，Burnside　6’α∠（！996）は，労働貯

蔵，すなわち，可変な労働稼働率をモデルに組み込
み，労働変数の説明力向上を試みた．労働変数がモ

デル上では，消費を決定するような資産効果に強い

影響を受けすぎているという点に対し，Benhabib　6’
α∠（1991）は，ホーム・プロダクションという概念を

提唱し，統計に計測されない労働からの効用を考え
ることによって，資産効果の影響を現実的なレベル

にまで弱めることを試みた．さらに，Merz（1995）

やAndolfatto（1996）は，　Mortensen　and　Pissarides

（1994）型の労働市場のサーチ・マッチ・モデルを，

リアル・ビジネス・サイクル・モデルに組み込み，

このようなモデルのデータ説明力が高いことを示し

た．こうしたリアル・ビジネス・サイクル・モデル
を用いた分析の発展については，King　6’α∠（1988a，

1988b）やCooley（1995）に詳しくまとめられている．

　多くのリアル・ビジネス・サイクル・モデルが名
目変数の動きや金融政策の影響を無視する中で6），

いくつかの研究は，現実社会の説明には，名目価格
の硬直性癖を組み込む必要があることを指摘した．

例えば，Gali（1999）やBasu　6オ磁（2006）などは，技

術ショックが労働を増やすか減らすか，といった点
に着目し，名目価格の硬直性といったケインジァン

的特徴が組み込まれる必要性を主張した．新古典派

成長モデルをペースとするリアル・ビジネス・サイ
クル・モデルでは，上述の通り，技術ショックは労
働生産性を高めるため，労働供給を増加させる．一方，

価格の粘着性を前提としたケインズ経済学的世界で
は，需要は価格が粘着的である以上，短期的には金

融政策（理論的にはコントロール可能と仮定される

マネー・サプライ）に規定されるη．このため，技
術ショックが発生したとしても，需要に規定される
生産は増加せず，結果として，労働供給が減少する．
この点，Gali（1999）は，　Blanchard　and　Quah（1989）

をベースとした長期制約付きの構造VARモデルを
推定し，技術ショックが労働を減少させることを示
した．また，Basuθ’αZ．（2006）は，景気循環要因を

取り除いた「修正ソロー残差」を計測し，これが労

働に負の影響を与えると報告した．このほか，Bils
and　Klenow（2004）は，ミクロ・データをみる限り，

名目価格の硬直性が明確に存在することを示した．
さらに，Christiano　6’α∠（1999）は，　Sims（1980）によ

るVARモデルを用いた金融政策についての先駆的
研究を拡張し，（名目価格の硬直性が存在しない限
り実質的な効果がないはずの）金融政：策ショック後
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の経済変動の典型的なパターンを提示した．このよ

うなVARモデルで観察される金融政策ショック後
のhump－shapedな反応に対しては，　Kimball（1995）

やYun（1996）で提示されたような名目価格の硬直

性を組み込んだりアル・ビジネス・サイクル・モデ
ル，すなわち，ニュー・ケインジァン・モデルが重

要との認識が強まった．

　ニュー・ケインジアン・モデルは，ニュー・ケ・f
ンジアン・フィリップス曲線，動学IS曲線（オイラ

ー方程式），金融政策ルールの3つの方程式を本質

的な構成要素としている8）．ニュー・ケインジア
ン・フィリップス曲線は，総供給曲線を描くもので，

インフレ率と限界費用（生産水準，ないし，需給ギ

ャップ）の関係を規定する．独占的競争下にあり，

価格設定力を有する企業が，常に最適な価格を設定
することができないような状況が想定されている．

この結果，伝統的なフィリップス曲線と異なり，企

業は，フォワード・ルッキングな価格設定を行うよ

うになり，足もとの価格は，将来の限界費用見通し

を勘案しながら設定されることとなる．ニュー・ケ
インジアン・モデルでは，このような価格の粘着性
は，Taylor（1979，1980）やCalvo（1983）のような非

同時価格設定契約，ないし，Rotelnberg（1982）のよ

うな価格変更に伴う調整コストを仮定することによ

って，組み込まれることが多い．Taylor（1979，
1980）は，例えば，2四半期といった一定期間，企
業は価格を変更できない，一方，Calvo（1983）は，

毎期，ランダムに選ばれた一定割合の企業のみが価

格を変更できる，という非同時価格設定をそれぞれ
仮定したものである．両者は似通ったものに見える

が，経済厚生上の観点からは，非常に異なるインプ
リケーションを持っている．例えば，Calvo（1983）

では，極めて長期にわたり，価格を変更できない
（しない）企業が存在するため，経済厚生の損失につ

ながる相対物価の歪み9）が，Taylor（1979，1980）に

比べ大きなものとなる．一方，Rotemberg（1982）で

は，価格の変更は，これに伴う資源の利用という経
済厚生上の損失をもたらすが，相対物価のばらつき

に伴う歪みは発生しない．しかし，通常，DSGEモ
デルは，対数線形近似した上で解かれることが多く
（詳細は後述），この限り（やや限定的になるが，経

済厚生評価をしない限り）においては，Roberts
（1995）によって示されたように，Taylor（1979，
198Q），Calvo（1983），Rotemberg（1982）のいずれを用

いても，ニュー・ケインジアン・フィリップス曲線
は，観察上同一（observationally　equivalent）である

ことが知られている。もう一つの本質的な構成要素

である，動学IS曲線は，リアル・ビジネス・サイ
クル・モデルにおいても，重要な役割を果たす方程

式であり，消費の異時点間代替に関する（需給ギャ

ップと実質金利の関係を規定する）標準的なオイラ

ー方程式を表現する．3つ目の構成要素である金融

政策ルールは，通常，Taylor（1993）によるテイラ

ー・ルールの形を採ることが多い．テイラー・ルー
ルに従うと，中央銀行が設定する名目短期金利は，

インフレ率と需給ギャップに応じて決定される．こ

こで，需給ギャップは，理論的には，価格の粘着性
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がない経済で成立するであろう生産水準と，価格の

粘着性が存在する経済で実現している生産水準との

差で表現される．テイラー・ルールより以前は，金

融政策ルールとして，Friedman（1969）のん％ルー
ル，すなわち，インフレ期待を一定に保つよう，マ

ネー・サプライ成長率をコンスタントに設定するル

ールが，合理的期待モデルを含むマクロモデルにお

いて，利用されることが多かった．これは，テイラ

ー・ 求[ルのような利子率を設定するルールを，合
理的期待モデルに用いると，インフレ期待をコント

ロールできない，すなわち，期待（すなわち，解）を

一意に決定できないような非決定の状況に陥ること

が多かったことにも起因している．これに対し，

Taylor（1993）は，テイラー・プリンシプルと呼ば

れる概念を提唱し，名目金利がインフレ率に対し1

対1以上に強く反応するようなルールにすれば，イ
ンフレ率上昇に対し，実質金利を引き上げることが

できるため，利子率ルールを用いてもインフレ期待
をコントロールすることが可能となり，非決定を避

けることができることを示した．こうした技術的な

要因に加え，テイラー・ルールは，実際の金融政策

運営との親和性が高かったこともあり，近年，学術

的のみならず，現実的な金融政策分析に頻繁に用い

られるようになった．

　こうしたニュー・ケインジアン・モデルについて
は，例えば，ClaridaσαZ．（1999），　Walsh（2003），W

oodford（2003）等でまとめられているように，当初

は，実際のデータの説明よりも，規範的，すなわち，

どのような政策が理論的には望ましいか，といった
点に焦点を当てた分析が行われることが多かった．

ニュー・ケインジアン・モデルは，伝統的なIS－
LMモデルと異なり，ミクロ的基盤を有する，すな
わち，家計や企業の最適化行動より導かれているた

め，厚生分析に馴染みやすかったのは当然の帰結と

もいえよう．特に，Rotemberg　and　Woodford
（1997）が，効用とモデルの2次近似より，インフレ

率と需給ギャップより構成される2次の損失関数を
導出したこと，すなわち，これまで便宜的にミクロ

的基盤なしに仮定していた損失関数が理論的にも導

出できることを示したことは，2次の目的関数と1
次の制約下で，線形の最適政策を導出できることも

あり，この分野の発展に大きく貢献した．こうした
規範的な分析は，Erceg召如1，（2000）により，価格の

粘着性だけでなく，名目賃金の粘着性が加味された
モデルへの拡張が試みられ，このような場合，損失

関数には，賃金インフレ率も加わることが示された．

さらに，Aoki（200！）は，価格の粘着性の異なる2

部門モデルを考え，最適金融政策は，粘着的な価格

の安定をより重視すべきであることを解析的に示し
た．また，Svensson（2003）は，損失関数の最小化
より得られる，需給ギャップとインフレ率の最適な

関係を維持するよう試みるターゲティング・ルール
という考え方を提示し，これが，テイラー・ルール
のような利子率ルールよりも，決定性を満たす（す
なわち，経済を過度に不安定化させない）という意

味で，優れていることを示した．
　一方で，ニュー・ケインジアン・モデルは，規範
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的な分析だけでなく，景気循環の説明にも利用され
ている．Christiano　6’α奴2005）は，価格の粘着性に

加え，名目賃金の粘着性，消費の習慣形成，投資成
長率についての調整コスト，資本稼働率などの硬直
性を組み込んだニュー・ケインジアン・モデルを構
築した．Christiano　6オ認（2005）は，構造VARモデ

ルより得られる金融政策ショックに対するインパル

ス・レスポンスに，DSGEモデルのレスポンスを近
づけるようにパラメーターを（すなわち，シミュレ
ーション積率法によって）推定し，こうしたモデル

のフィットが十分に高いことを示した．さらに，
Smets　and　Wouters（2003，2007）は，　Schorfeide

（2000）によって提案されたMCMCを用いたベイズ
推定法を用いて，Christiano窃認（2005）モデルを米

国，欧州について推定し，このような方法で推定さ

れたモデルのフィットは，VARと遜色ないものと
なることを示した．現在，Christiano　6如∠（2005）を

ベースとしたモデルをベイズ推定法によってパラメ
ーターを推定する手法は，各国中央銀行，国際機関

などでは，マクロモデル構築をする際の標準的アプ
ローチとなっている（例えば，Brubakk　6’α∠，2006；

Murchison　and　Rennison，2006；Adolfson　6’α∠，2007；

Erceg　θ’　α∠，2006；Laxton　and　Pesenti，2003；

Christoffel　6’認，2008などを参照されたい）．

　　　　3．DSGEモデルの導出と解法

　ここでは，最も単純な新古典派成長モデルを用い
て，DSGEモデルの導出とその解法についてみてみ
よう．静学モデルではないDSGEモデルでは，期
待をどのようにして過去の変数やショック（状態変
数）で表現するかが重要となってくる．なお，通常
のモデルでは，合理的期待を仮定することによって，

モデルの期待変数は，状態変数の関数として表すこ
とが可能となる10）．

3．1モデルの導出
　家計ガは，消費Gが増えると増加し，労働供給
届が増加すると低下するような効用：

　　　　　α（の＝Σβ’％［G（の，姦（のJ

　　　　　　　　’＝0
を，予算制約：

　　G（の十κ！＋1（の一（1一δ）κω十FA（の

　　　≦75κ，（の十隅ん（の十RF．4，一1（の

の下で最大化する11）．なお，κ，は資本ストック，

FAは金融資産残高がは資本コスト，隅は賃金，
凡は実質金利，βは主観的割引率，δは資本の減耗
率をそれぞれ示す12），一階の最適条件から，

πc［G（の，ん（の］＝βE，／～什、％c【G＋、（の，ん＋、（の］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）
　κc［G（の，勿（の］＝βE〃。［C什1（の，ん，＋1（の］

　　　［（1一δ）十7～隼1］，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

　　雄［G（の，勿（の1＝一πc［G（の，砺（の］昭　（3）

が導出される．なお，全ての家計が同質であれば，

G（の＝Cあん（の＝肱κf（の＝κ，，FA＝0
となるため，（2），（3）式は，以下のように変形される．

　πc（G，ん）＝βEず％c（G＋、，届＋、）【（1一δ）＋7葺1］，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

鰯（G，勿）＝一娩（G，乃∫）既． （5）

一方で，代表的企業は，生産より要素費用を除い
た利潤：

　　　　　π，一∫（κ幽）一凧乃一がκ，

を最大化する　一階の最適条件から，

　　　　　　　75＝ル（κ，，ん），

　　　　　　　隅＝五（κ，，々，）
が導出される．

）
）だ0
7

（
（

　家計の最適化条件である（4），（5）式，企業の最適

化条件である（6），（7）式と財市場の均衡条件，すな

わち，資源制約：
　　　　C，十κ，＋1一（1一δ）∫（一，＝∫（／（‘，乃，）　　　　（8）

の5式がモデルを構成し，5つの内生変数（G，瓦，
ん，隅，75）を決定する．ここで，効用関数を

　　　　　　・（G，乃，）一1・Cr告尼

生産関数および技術ショックの確率過程を，それぞ
れ，，

　　　　∫（κ，，ん）＝　［exp（2∂ん］1一ακノ，

　　　　　　　9，＝ρgz，＿1十勧　　　　　　　　　　　　　（9）

と仮定すると，（4）一（7）式は，技術ショックz，を外

生変数とし，3つの内生変数（C‘，κ，，勿）を決める3

つの式から成立する以下のモデルに書き換えること
ができる．

き一β・℃琵｛（1一・）

　　十α［exp（z，＋1）砺＋1j1一ακ縞1｝，

（1一α）十一［exp（2，）勿］一αexp（9，）1（r野＝κ勿C，，

C’十κ，＋1一（1一δ）κ，＝　［exp（9∂乃，】1一ακぞ．

3．2　定常状態

（10）

（11）

（12）

　定常状態は，（10）一（12）式の時点を取り除き，技

術ショックを0と設定することによって以下のよう
に求められる．

κ＝

乃＝

一（1＋α）

1一α
．1 ﾊα「1＋β藷一1）］

．1＋β（δ一1）

婿
一δ

1量α（1一β器一δ）鑑）
．1一β（1一δ） ，

超
一δ

c一
Aズ亨 1＋β（δ一1）鑑

，

3．2．1線形近似
ここで，（10）一（12）式を，定常状態近傍で，対数線

形近似，すなわち，

　　　　　　1・鄭㌻X・島

を行うと，

E，G＋、＝G＋（1一α）［1一β（1一δ）】

　　　　（E，z什1十E，勿＋1一κ，＋1）＝0，　　　　　　（13）

ακ，一C，一（1十α）乃，十（1一α）宕，＝0，　　　　　　（14）

1一β（1一δ）一 竅E乱一（1一・）瓦
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一1一β¥一δ）［（1一・）勾＋（1一・）繍］（15・

が導出できる．ここで，（14）式を（13），（15）式に代

入すると，モデルは，内生変数である消費と資本ス

トックについての以下の2つの方程式に集約するこ
とができる．

［2一（1一α）β（1一δ）］E，G＋、

＋（1一α）［1一β（1一δ）］κ汁、

＝（1＋α）α＋2（1一α）［1一β（1一δ）】E，z，＋、，　（16）

　　一　2［1一β（1一δ）］一媚δ（1＋・）∂，
　　κ，＋1＝
　　　　　　　　　　αβ（1＋α）
　　　　　＋2一（1一α）β（1一δ（1＋α）β）瓦

　　　　　　2（1一α）［1一β（1一δ）］
　　　　　　　　　　　　　　　　急　　　（17）　　　　　十　　　　　　　　　α（1＋α）β

3．3　合理的期待解の導出

　ここでは，Blanchard　and　Kahn（1980），Christiano

（2002），Sims（2002）の手法を用いて，上記のモデル

を状態空間表現した上で，その合理的期待均衡（パ
ス）を求めよう13）．

3．3．l　Blanchard　and　Kahn（1980）

　内生変数である（G，K∂を決める（16），（17）式は，

以下のように表現することができる．

　　　4（E，G＋1属＋ユ）一B（£）・C隔・伽・18）

ここで，それぞれの行列は以下のように定義される．

　　　　そ砦）・B一（330　3134β33）・c一（㌘）・

A一
i

・一

i035）・

ただし，

　　　3、＝2一（1一α）β（1一δ），

　　　32＝（1一α）【1一β（1一δ）］，

　　　33＝1十α，
　　　　　　2［1一β（1一δ）］一αβδ（1十α）
　　　34＝一　　　　　　　　　　　　　　，

　　　35＝　　　　　　　　oβ（1＋α）

Aの逆行列を両辺にかけることによって，（18）式
は以下のように変形される。

瞭）一溜一（£）・雌靹・瓶

　　　　　oβ（1＋α）

2（1一α）［1一β（1一δ）1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）

ここで，行列且一1βについて，固有値分解を行うと，

A一興一
^：ジ（λ100λ2）（；ll；：：）

と変形することが可能となる．yの第1列は，固
有値λ、に対応する固有ベクトル，第2列は，固有
値λ2に対応する固有ベクトルを表す．なお，簡便
化のため，

　　　　　　　・一思：）己
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と表現した．この結果，（19）式は以下のように表せる．

艦：）瞭）一（濾（1：｝；1：）（£）

　　　　　　　　　・（1：）隔・（1：）銑（・・）

ここで，

　　　　　　（1：）一膿：）且℃

　　　　　　（ll）一編：）靭

と変形できる．

　次に，（20）式の第1行，第2行それぞれに着目す
ることによって，Policy　Functionを導出してみよ

う．第1行は，
　〃11E，α＋1十〃121『，＋1＝λ1ω11G十θ12K，）十〇1E幽＋1

を表現している．ここで，

　　　　　　　　　1λ1i＞1　　　　　　　（21）

であれば，（19）式を用いると，

（011G＋〃12K，）一一 髀ｮ・一舞・虚一舞・鮎

　　　　　　　一…一熟舞・’…

　　　　　　一一無一（舞レー（瓢・

　　　　　　　一…一撫弄陥

　　　　　　　　　λ1c1
　　　　　　＝一λ、一ρ、々

となるため，

　　　　　α一窯三一。、（λ1c1λ1一ρ2）商　（22）

が導出できる．一方，第2行
　　四21E，G＋1十θ22κ汁1＝λ2（021G十刀22κf）十ゴ2zf

は，

　　　　　　　　　レ121＜　1　　　　　　　　　　　　　　　（23）

であれば，再び，（9）式を用いることにより，

　　　　　＿　　　＿　θ11ゴ2－a21λ201
　　　　　　　　　　　　　　　　z，　　（24）　　　　κ，＋1＝〃2κ，＋
　　　　　　　　　　　刀11θ22一四21四12

と表現されることとなる．
　（21），（23）式が示すように，状態変数（κ，，先決

内生変数）の数と絶対値が1より小さい固有値の数

が一致すると（もしくは，操作変数C，と絶対値が1
より大きい固有値の数が一致すると），すなわち，

いわゆるBlanchard　and　Kahn（1980）条件が満たさ
れると，（9），（22），（24）式が示すように，初期値，

ないしショックを所与とした，鞍点上の合理的期待
均衡をユニークに求めることが可能となる14）．

　この方法を用いた簡単なニュー・ケインジアン
DSGEモデルの解法については，加藤（2006）を参照

されたい．

3．3．2　Christiano（2002）

　Christiano（2002）による解法は，一般的な未定計
数法と解釈することができる15）．（16），（17）式は，

以下のように表現することが可能となる．
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伽（E，G＋1E，κ，＋2）・醐（菰）・伽（㌃）・肥一・砺

　＝0．　　　　　　　　　　　　　　　（25）
なお，

伽一
i31010）・働一（二1：砦雇一（1∴），

βo＝一C，β1＝一D．

ここで，求める解は，

　　　　　　（α瓦＋、）一a（窯ト（26）

であるため，S1，S2という2つの未定係数（行列）を
算出できれば，解（Policy　Function）が求まることと

なる．（9），（26）式を（25）式に代入すると，

（α。Sぞ＋α、81＋）（衡）

　　＋［（β。＋βoS2）ρ．＋β、＋（α1＋α。S、）82］9，＝0

が得られる．このため，

　　　　　　αoSぞ十α1Sl十α21＝0　　　　　　　（27）

となるようなS、を求め，これを代入した上で，線
形方程式
　（β。＋α⑪S2）ρ、＋β、＋（α、＋α。S、）S2＝、F＝0　（28）

を解くS2を見つければよい．なお，ここで（27）式

より，S、がユニークに決まるかどうかは，上記同
様Blanchard　and　Kahn（1980）条件に依存する．

　（27）式より，行列S1は，例えば，上記のBlan－
chard　and　Kahn（1980）のような手法を用いれば容易

に求めることができる．（28）式より，行列S2を求

める際には，行列の列をベクトル変換するようなベ
クトル・オペレーター，vec（・），が有用となる16＞．

　　　　　　　一一（三〉

ここで，

　　　　　　－＝（αラ1，必2，’”，∬η）．

なお，ベクトル・オペレーターは，
　　　　vec（α＋6）一vec（α）＋vec（わ），

　　　　vec（αわC）＝（e〆⑭α）vec（δ）

という2つの特徴を持っている．このため，
vec（・Fつ＝vec（ρ9β6＋ρgS≦α6＋βi＋（Sをα｛＋S6Siα6）

　　　　＝vec（ρ2β6＋βf）

　　　　　十vec（ρzS≦α6十S≦α1十S≦Slα6）

　　　　＝vec（ρzβ6＋βf）

　　　　　十［αoρど十（α1⑭∬）十（αoS｛⑭1）1

vec（S≦）＝0

と表現できることから，S≦は以下のように求める
ことができる．

　　vec（S≦）＝一（αoρz十α1⑭∫十αoSl⑭■）一1

　　　　　　　　vec（ρ9β6＋βf）．

3．4　Sims（2002）

　本稿の分析で用いる，Sims（2002）の手法は，内
生変数，先決内生変数（状態変数）の区別なしにモデ

ルを解ける点，行列が特異であっても解ける点，
Lubik　and　Schorfheide（2004）によって示されたよう

に，予測誤差（合理的期待エラー）を明示的に取り扱

うことにより，非決定のモデルであっても，Policy
Functionを得られる点，などで優れている／7）．（9），

（16），（17）式は，以下のように表現される．

ここで，

roS8＝r1S，一1十Ψε汁Hη，．

s，＝［C，，κ，＋1，z，，E，C，＋1，E面，＋1】’，

q＝z4’，

η，＝［CrE卜1G，　zrE，＿lz，】’，

ro＝

rl＝

Ψ＝

0
0
3
1
0
0
別
」

　
　
　
3
5
　
1
0
0
・

0
1
0

　
　
　
一
1
0
0
0
（

0
0
3
2
1
0

　
　
　
　
　
0
0
0
3
一

　
　
ヨ

ー
0
↓
3
，
0
0
0
0
（

0　　0

0　　0

31－232
0　　0

0　　0

0孤000
ρ

，

　
ユ

0
0
一
〇
〇
〇

　
ユ

0
一
〇
〇
〇
〇3．4．lr。が正則行列の時

∩
）
0
0
0
1

（29）

　ここでのモデルのように，r。が正則行列の時に
は，（29）式は，

　　　　S，＝rδ1r1ε，一1十rδ1Ψε，十rδ1nη，

　　　　　＝rδ1r1∫卜1．トΨ＊q十H＊η，

となり，Blanchard　and　Kahn（1980）のケースと同様，

　　　　　　　　rδlr1＝Aγ一1
といった固有値分解を用いると，

　　　　ω，＝AωH十y－1Ψ＊q十「1n＊η，　　（30）

となる．ここで，

　　　　　　　　　ω，＝y－1s，．

さらに，（30）式は，Aについて，左上から，固有
値の小さい順に並べ替えると，

　　　（ωs，fωひ，8）一（㌻∴）儲）

　　　　　　　・伽臨・（Kr　1γ［τ1）臨（31）

と表現することができる．ここで，添字Sは固有
値が1より小さい行に対応する行列（ないしベクト

ル），添字σはこれが1より大きい行に対応する行
列（ないしベクトル）をそれぞれ示す．

　ω，についての解が定常であるためには，

　　　　　　　　ωひ，，＝0　∀’　　　　　　　（32）

であることが必要となるため，
　　　　　γ♂1Ψ＊q＝一yJIH＊η，　∀’　　　（33）

が満たされる必要がある．ここで，η，がε，によっ

て，ユニークに表現されるのであれば，予測誤差が
同じ期の構造ショックだけで表現されることを意味
するため，モデルは，Blanchard　and　Kahn（1980）条
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件（γ」1H＊が正則行列）を満たし，合理的期待均衡

がユニークに決定されることとなる18）．

決定性が満たされるケース　（31）式の上の行につい
ては，

　　　ω∫，，＝Asω5，，一1十匹1Ψ＊εピ十γ『ln＊η，　（34）

となるため，これに（33）式を代入すると，

　　ω∫，，＝Asωs，卜1

　　　　十砿「1［Ψ＊一n＊（y〔71n＊）一1γゴ1Ψ＊］q

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（35）
が得られる．（32），（33），（35）式より，合理的期待均

衡をユニークに求めることができる．

非決定のケース　ここでのモデルは，決定性条件が

満たされるが，それ以外の場合，すなわち，1より
大きい固有値の数が予測誤差の数よりも少なく，モ

デルが非決定となるケースについて考えてみよう．

ここで，yガn＊の行が全て独立でなければ，

　　　　曜一（醐（瑠）（携）・36・

　　　　　　　　ηZ×解初X々々X々　　　辮XγγXγγXた
　　　　　　　　　　　　　あ　　　　　 　　　　　　　　　　＝こ／、0ア〆＝σ．11）lly盆

のように，これを特異値分解することができる．こ

こで，0は対角行列，その他は正規直交行列，耀
は！より大きい固有値の数，んは予測誤差（期待変
数）の数，7は予測誤差を決める制約の数（7♂Ψ＊
のランク）をそれぞれ示す．ここで，少なくとも，

一つは安定解が存在する，すなわち，

　　　　　　　　η，＝一λq
となるようなλが見つかるのであれば，

　　　　　　　玲1Ψ＊＝玲1H＊λ　　　　　（37）
となるため，（33）式は，

　　　　　　　ア　　　　　　　アメ　

　　　　　繭麻’一・（38・
となる．ここで，予測誤差が，構造ショックと
瓦．1（ζ，）＝0という性質を持つサンスポット・ショ

ックζ，の線形結合で表現されると仮定してみよう．
　　　　　　　η，＝！41ε，十A2ζ，，　　　　　　　　　（39）

この結果，ここでの問題は，どのようにして，A1
とA2をみつけるかということになる19）．ここで，
（39）式を（38）式に代入すると，

び11）11（y了±λ十17∫1∠41）q十こ匹11）111／五且2ζ，＝0　　（40）

となる．

　すべてのζ，について，（40）式が成立するために
は，

　　　　　　　U、、Dnγ五．42ζ，＝0，

すなわち，A2がy：1に直交する必要がある．特異
値分解より，

　　　　　　　　yl、γ2＝0
であるため，M2を任意の行列とした場合，この条
件は，

　　　　　　　　A2＝y：2、砿2
であれば満たされる．

　一方，正規直交行列の仮定より，

　　　　　γγノ＝1＝γ1y11＋γ2脆
であるため，
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　　　　　γ、γ1レ4、＋y：2脆A、＝．41

が得られる．さらに，正規直交行列の仮定から，

　　　　　　γ1γ五＝、r，γ1：y亀＝0

となるため，（40）式で表現され．る安定化条件は，

　ひ1、011（γ∫1λ十γ11A1）

　　一σ、、OH［γ11λ＋γ1、（y：、y∫、4＋γ2脆A、）］

　　＝ひ1D11（yllλ十γ11Al）

　　＝0，
すなわち，

　　　　　　　γ11A　1；一y11λ
であることも要求する．ここで，（36），（37）式より，

　　　　　　y11λ＝、0丘1σ∫1咋1Ψ＊

となるため，（39）式は，

η，＝（一LD且1　U11監71Ψ＊十γ2％A　1）q十γ2」M2ζ，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（41）
として，予測誤差を構造ショックとサンスポット・
ショックの線形結合で表現することが可能となる．
この場合，（32），（34），（4！）式が合理的期待均衡解を

規定する．なお，．41と脇は任意の行列であり，
脆．4、は（ん一の×！，皿2は（ん一7）×ρの行列であ

るため，々＝7の時には，ユニークな合理的期待均
衡を求めることが可能となり，決定性が満たされる

ケースのように解が表現されることとなる．

3．4．2　r。が特異行列の時

　ここで紹介したモデルでは，roは正則行列とな
るが，以下では，これが特異行列だったとして考え

てみよう．（29）式の行列r。とr1は，　QZ分解によ

り以下のように変形できる。

　　　　　αΦZ〆＝rD，　QノΩZノ＝r1．

ただし，Q’Q；■’■＝1であり，　QとZは複素数

になる可能性もある．ΦとΩは上三角行列で，こ
れらも複素数になる可能性がある，こうしたQZ分
解は必ず存在する．

　ここで，

　　　　　　　　ω，＝Zs，
とし，（29）式の両辺の前にQを掛けると，次式が
得られる．

　　　　ΦZs，＝ΩZs卜1十QΨε，十Qnη，　　（42）

QZ分解は解が1つには決まらないが，ΩとΦの対
角成分の比率｛ω♂φゴ淑一般化固有値と呼ばれる）は

一般的に1つである．そこで，行列ΩとΦについ
て，一般化固有値の絶対値の小さいものから大きい
方ものへと順番に並べ，（42）式を絶対値が1より小

さい安定的な一般化固有値と1より大きい不安定な
一般化固有値の2つのブロックに分けることにより，
以下の（43）式のように書き換える．

　　　鷲：：）（＝二り一（鷲1：1（＝lllり

　　　　　　　　　　・ε：：）（Ψ。＋一

ここで，Q．、とQ．2は行列Qの第1列と第2列をそ
れぞれ示す．

　不安定なブロックは，
　　ωσ，，＝Φ烈Ω22ωσ，H十ΦおQ，2（Ψε，十Hη，）

と表現することができる．このブロックについては，
一般化固有値の値が1より大きいため，（32），（33）
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式と同じように，

　　　　　　　　ωσ，，＝0　∀’，　　　　　　　（43）

　　　　　　Q，2Ψε，＝一Q，2Hη，　∀オ　　　　（44）

が均衡条件として求まる．なお，ここでは，非決定の

ケースは扱わないが，基本的に上記のような手続き
をとれば，（41）式と同様の式を求めることができる．

　一方，安定的なブロックについては，（43），（44）

式を用いることで，

　　ω∫，，＝Φ謡Ω11ωS，，一1十Φ丑1②1（Ψε，十nη，）

　　　　＝Φf11Ω11ωs，，一1

　　　　　十Φ記Q1［Ψ一H（Q，2H）一1Q．2Ψ1ε，（45）

を導出することができる．（43），（44），（45）式が合理

的期待均衡をユニークに決定する．

4．ニュー・ケインジァンDSGEモデル

　本節では，推定に用いるニュー・ケインジアン
DSGEモデルを導出する．なお，事前に恣意的に変
数のトレンドを仮定することなしにモデルの推定が
可能となるDel　Negro　and　Schorfheide（2004），An

and　Schorfheide（2007）を参照した．

4，1　モデルの導出

　最終財製造企業は，完全競争下，中間財呂（の
ブ∈［α1】を用いて，以下の生産技術を用いて最終
財を生産する．

　　　　　　z一［ル（謁］ぢ　・46）

ここで，1／レ（＞1）は各中間財の需要の価格弾力性

を表す．企業は中間財の価格P，（のと最終財の価格

P，を所与として利潤最大化を行う．その結果，中
間財の需要を以下のように求めることができる．

　　　　　　　　　　　P，（ブ）一・！・
　　　　　　呂（ブ）一　　　　　　　　　　　　　　　K．　　　（47）
　　　　　　　　　　　∫），

また，（47）式を（46）式に代入すると，最終財の価格

を以下のように定義することができる．

　　　　　　君　一　 ［∬君（ブ）午ψ」六

　一方，中間財ブは，独占的競争下，線形の生産関数：

　　　　　　　呂（ブ）＝．4，ん（ブ）

を持つ中間財生産企業ブによって生産される．ここ

で，．4，はすべての企業に共通の生産性を表す．労

働は完全競争市場において実質賃金礁で雇用され
る．この結果，企業ブが直面する限界費用ルfCずは，

以下のコスト最小化問題のラグランジュ乗数として
求まる．

　　　　夙勿（グ）＋。MG［Z（ブ）一ルん，（ブ）】．

すなわち，

　　　　　　　　MG一男

となる、企業ブは，価格変更に伴うRotemberg
（！982）型の調整コストに直面しながら，利益D，の

割引現在価値：

・接砺1ρ一］　　　（48）

一噌縣1舎ll）恥）弧励）

　　　　　φP汁、（ブ）　。・
　　　　　　　　　　　　　　z＋、（フ）　　　　一7P，．、一1（ブ）一π

一・’恥1削IL臨

　　　　一二ll｝ll切恥）

一階磁1傷ll）一塩葺

　　　　一編i紹）一げ塩（・）1

を最大化するように，名目価格を設定する．ここで，

Q，．、1，は，確率割引因子，すなわち，家計にとって

の’＋∫期の消費財1単位の’期における価値（企業
には外生変数）を表す．π＊は後述する中央銀行が設

定する目標インフレ率，φは，価格粘着性の強さを

規定するパラメーターを，それぞれ示す．

　一方，家計は以下のように定義される効用の割引
現在価値：

　　　・悌（縣／鯉　1一廊・…

を，予算制約式
　　　ノ⊃，G十E，［（2∫＋11，S＋1】十B，→一7｝≦P，隅勿

　　　　十（1十ガ，＿1）B，＿ド十一ノ⊃，∠），→一S，　　　　　　　　　　（50）

の下で最大化するよう消費，労働供給を決定する．

1／τは六時点間代替の弾力性，惚は労働時間の定

常状態を決定するスケール・パラメータで，ここで
は，惚＝1とする．家計は名目利子率ゴ，をクーポン

利回りとする国債B，，およびアロー証券＆の取引
に参加できる20）．さらに，家計は企業から残余実質

利潤D，を受け取り，一括税Zを支払う．なお，資
産蓄積に関する横断性条件は満たされているものと

する．効用水準は，今期の消費だけでなく，レファ
レンスとなる水準．4，からの乖離に応じて変化する．

．4，は，消費の習慣モデルに照らすと，C，．1を表す

と考えることができ，習慣ショックと解釈すること

ができる．なお，本稿では簡便化のため，これが生
産技術と同等と仮定した21）．

　金融政策は，インフレ率，需給ギャップ（潜在
GDPからの乖離）に応じて金利を変動させるテイラ

ー・ 求[ルに従い決定されていると仮定する．

1＋・一 ?aみ彫（1・扇鯉・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（51）
ここで，e榔は金融政策のショック，π，（＝P，／P，．1）

は粗インフレ率，y｝＊は価格が伸縮的な経済におけ
るGDP値を，それぞれ示す．なお，ψ、，ψ2，ρRはそ

れぞれ政策パラメーターを示す．

　財政当局は，GDPのζ，（ζ，∈［0，1］）割合の財政支

出を行う．

　　　　　　　　　G，＝ζ，｝つ，　　　　　　　　　　　　　（52）

　なお，本稿では，財政支出からの効用はゼロであ
ると仮定する．政府は政府収入の不足を賄うため一
括税を課す．政府の予算制約式は以下のようになる．
　　　　∫），G，一ト（1十ゴ，＿1）B，＿1＝　7｝十B，，　　　　　（53）
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4．2　外生的ショック

　生産性は以下のようなランダム・ウォークに従う
と仮定する．

　　　　　1n／1，＝lnγ一トln！窪，＿1一←ln　z‘，　　　　　（54）

　　　　　　　ln　z，＝ρzln　g，＿1十εz，，，　　　　　　　（55）

この仮定の下では，生産性はγの率で成長し，lnる
は生産性成長率の外生的な変動を表す．
　また，政府支出に関しては，g，＝1／（1一ζ，）の変

動を以下のように仮定する．
　　　　ln≦7，＝　（1一ρg）ln　g十ρgln　g，＿1十εg，，．　　　（56）

　∈。，，，εg，，，および金融政策のショックε即は過去と

独立で互いに独立な平均0の正規分布に従うと仮定
する．標準偏差はそれぞれσ。，σ、，σRで表す．

4．3均衡
　ここでは，すべての中間財生産者が同一の選択を

する対称的な均衡を考える．したがって，添字ブは
省略することが可能となる．財市場の均衡条件であ
る資源制約は，

　　　　Z－G＋9蚕1呂・普（農一1レ（57・

として与えられる．なお，（57）式は，アロー証券の

残高は閉鎖経済全体でみればでみればゼロとなるた
め，（48），（50），（52），（53）の4式からも導出できる．

　（49），（50）式で表現される家計の効用最大化問題

より，

　　　　噺・’一・・’（暫（潮「

　　　　　　　1－cだ（却厩

　　　1転一・・’。缶（G＋1万）一τ（瀦、）卜τ

が導出できる．

　一方，企業部門については，
利潤を，

最大化するよう価格を設定することで，

インジアン・フィリップス曲線

（1－1／・）・÷（欝

一φ（　　＊π‘一π）（（1一が＋芳）

＋φβ＆（G＋1G）職）卜τ睾1

　＝0
を導出できる．なお，

（58），（59）式を代入した．ここで，

（58）

（59）

（60）

　　　　　　　　　　（48）式で表現される

（47）式で表現される需要関数の制約の下，

　　　　　　　　　　　　　ニュー・ケ

（π，．、一π＊）πf＋1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（61）

　　　　　　　　　　（61）式の導入に当たっては，

　　　　　　　　　　　　　　　（57），（6！）式につ

いて，価格の粘着性がない場合，すなわち，φ；0
について解き，これに（52）式を代入すると，伸縮価

格下のGDP水準として，
　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　Z＊＝（1一レ）〒．4，g　　　　　（62）

が導出できる．この結果，（54），（55），（56）式によっ

て規定される外生変数（ノ1，，z，，9）の下，（51），（57），

（60），（61），（62）式が，内生変数（｝り，αガ，，π，，｝り＊）を

決定することとなる．

　生産性．4，は，非定常であるため，生産と消費に
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確率的トレンドが生じる．そこで，トレンドを除去
した変数α＝C孟4，，蟄＝｝りん4，，シ，＊＝｝努／．4，を導入

する．この結果，（54）式を用いると，以下のように，

トレンド除去後のモデルが導出できる．

1＋・一 i瑳（紳（誰贈（1＋儲磨

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（63）

　　　　・一・＋951・＋纂一1レ・64・

　　　　1転一・・’。葺1（割一τ（素），・65・

（！－1／・）・÷♂一φ（乃一図）／（1一毒）乃・芳｝

・姻割一τ㌘一〆）　一・・66）

　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　！ノ諮＝　（1一レ）7gム　　　　　　　　　　　（67）

インフレ率π，，金禾膨，，およびトレンドを除去した
変数。，，シ，激＊については，ε、，，，ερ，，，ε即をすべて0と

することで，以下のように定常状態が求まる．

　　　　・一π＊・・一遍1・・一（1一・）聖

　　　　シー9（1一の1〆惣＊一9（1一の1生

　ここで，（55），（56），（63），（64），（65），（66），（67）式

について，対数線形近似を行うと，モデルは以下の
ように表せる22）．

　　　　　　　　2，＝ρz2，＿1十6z，，，　　　　　　　　　　（68）

　　　　　　　　φ＝ρ9盛＿1十ε9，，，　　　　　　　　　　（69）

　2｝＝　（1一ρπ）（ψ1渇＋ψ2（9，一9∂〉＋ρ刃2｝＿、＋εR，，，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（70）

・一・痴一・鱒一

?i　　　1　　　　　1遊一一E，名＋1一一E，乏，＋1　　　τ　　　　　　　　τ）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（71）
　　　　　　渇＝κ（蟄一ρ’）＋βE，渇＋、．　　　　　（72）

ここで，

　　　　　　　　　　τ（1一ン）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（73）　　　　　　　　κ＝　　　　　　　　　　　レπ2φ

この対数線形モデルでは，レとφを識別できないの
で，以下ではそれらの代わりに（73）式で定義される

κを推定している．

　以下，予測誤差を
　　　ηπ，，＝π，一E，＿1［π日，　η酷診＝窪7f－E，＿1［9」　　（74）

と定義し，さらに内生変数ベクトルs，，外生ショッ

クのベクトルε，，予測誤差ベクトルη，を以下のよ
うに定義する．

　　　s，＝　レr，，窪7，，轟，φ，2，，E，［元，＋11，E，［9，＋1】］’，　（75）

　　　ε，＝　［εR，，，ε9，，，ε9，日’，　　　　　　　　　　　　　　　　　（76）

　　　η，；　［ηπ，，，η翼】’．　　　　　　　　　　　　　　　　　　（77）

そうすると，（68）《74）式を以下のようにまとめる

ことができる．

　　　　　　ros，＝rls，一1十Ψq十nη，．　　　（78）

ただし，係数行列r。，r1，Ψ，　nは以下の通り．
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0　　　　　　　　　－1　　　　　－1／τ　　　1一ρg　　　ρノτ　1／τ　1

　一1　　　　　　κ

一（1一ρ尺〉ψ1　一（1一ρ冊）ψ2

　0　　　　　　0

　0　　　　　　0

　　1　　　　　　0

　0　　　　　　1

00　0　0　0　00

00　0　0　0　00
0　0　ρR　O　　O　　O　O

O　O　　O　　ρg　O　　O　O

O　O　　O　　O　ρz　O　O

OO　O　O　O　10
00　0　0　0　0　1

0

1

0

0

0

0

，Ψ；

　一κ　　0　β
（1一ρ尺〉ψ2　　1　　　0

　1　　　0　　0
　　　　　　　　，
　0　　　　1　　0

　0　　　　0　　0

　0　　　　0　　0

000
000
100
0　10

00　1

000
000
000

H＝

（79）

0
0
0
0
0
0
0
1

0
0
0
0
0
0
1
0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（80）

ここで，Sims（2002）の方法を用いると，（78）式は

次のように解くことができる．

　　　　　　　s，＝Ols，＿1十〇〇ε，．

4．4　観測方程式

（81）

　このモデルの推定に用いるデータは，一人当たり

実質GDPの成長率（YGR），インフレ率（INFL），
名目利子率（INT）である．これらはすべて四半期デ

ータで，％表示されているものとする．また，

INFLとINTは年率表示されているものとする．
そうすると，これらのデータとモデルの内生変数と
の関係は以下のように表せる．
　　　　YGR，＝γ（Q）十100（g，一〃∫＿1十2，），　　　（82）

　　　　INFレ＝π（A）十400元，，　　　　　　　　　　（83）

　　　　INT，＝π（4）十〆Al十4γ（Q）十400鉱　　（84）

ただし，パラメータγ（軌π（肌〆鋤はモデルのパラ

メータと以下のような関係になる．

・一1＋器・一1＋。痴・一1＋鴛諾・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（85）
　ここで，〃，＝［YGR，，　INFL，，　INT∫］’，＆＝［sl，41－1］〆

と定義すると，（82）一（84）式は下記のように表せる．

　　　　　　　　霊み＝　d『一トーZ5，．　　　　　　　　　　　　（86）

ただし，

　　o『＝［γ（Q），π（A），π（4）十〆A）十4γ（ρ）］！，　　　（87）

　　　　0　100　0　0　100　0　0　－100
　Z’＝　　400　　0　　　0　　0　　0　　0　0　　　0　　　　　（88）

　　　　0　　　0　　400　0　　0　　0　　0　　　0

4．5線形ガウシアン状態空間モデル
　観測方程式（86）に合わせて，状態変数をs，では
なく，3，＝［s∴g，一1γとすると，遷移方程式（81）は

以下のように表せる．

　　　　　　　3，＝01＆＿1十〇〇ε，．　　　　　　　　　　（89）

係数行列0、，0。は，θ2＝［0，1，0，…，0】，0＝［0，…，0］

とすると，以下のように定義される．

　　　　　　～　　01　～　　Oo
　　　　　　O1＝。2・0・＝0・

　（89）式と（86）式は以下のような線形ガウシアン状

態空間モデルを構成する．

・観測方程式

　　　　　　　　勧＝d十z3，；
・遷移方程式

　　　　＆一〇画．1＋0。ε，，◎～N（αy）．

　ここで，

　　　　　　　　　　σ萎0　0

　　　　　　　y－　0σ30．

　　　　　　　　　　0　0σ多

　　　　5．MCMCを用いたベイズ推定法

5．1尤度の評価

（90）

（91）

　DSGEモデルは定常状態の周りで対数線形近似す
ると，（90），（91）式のような線形ガウシァン状態空

間モデルで表わせることがわかった．したがって，

それらに以下のカルマン・フィルターを適用するこ
とで尤度を計算することができる23）．

　・予測方程式

　　　岳1呂＝01＆一11，一1，

　　　P，1，一1；01P卜11，一10羽十〇〇γ0も，

　　　レ，1彦＿1＝〃一d－Z画1卜1，

　　　EI，一1＝ZP∫lf＿1Z！；

・更新方程式
　　3，1，＝5，1，一、＋P，IHZE忌L、ソ，1，一1，

　　P，1∫＝P，1，一1－P，1，一、ZEηL、ZP，1，一、．

（92）

（93）

（94）

（95）

）
）β0
7

∩
コ
0
α

（
（

ここで，畠1，一1とP，1，一、はパラメータの値と（〃、，…，

〃，一1）が与えられた時の畠の条件付期待値と条件付

分散共分散行列，5，1，とP，1，はパラメータの値と
（〃、，…，〃，）が与えられた時の畠の条件付期待値と

条件付分散共分散行列，ソ，1，一、とEI∫一、はパラメー

タの値と（〃、，…，〃，．1）が与えられた時の勤の条件

付期待値と条件付分散共分散行列を表す．

　このアルゴリズムを，5110＝0，vec（Pllo）＝［1－

01⑭Olrl　vec（Ooγ0も）からスタートして24），逐次

的に実行すれば以下の式から対数尤度を計算できる．

　　　h・詳丁㎞・・一亀晒1
　　　　一百黒・’1’一1群・・’1・一・　　　（98）

5．2　ベイズ推定

　データをr＝（影1，’go，〃T）とすると，MCMCを
使わない従来のベイズ推定は以下のように行う25）．

　1．データを観測する前の分布である事前分布
　　∫（θ）を設定する．

　2．ベイズの定理
　　　　　　　　　　∫（｝「θ）∫（θ）
　　　　∫（θlr）一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（99）
　　　　　　　　　方（・1・）∫（θ）・θ

　　から，データを観測した後の分布である事後分
　　布∫（θ1γ）を計算する．

　3．事後分布を用いてパラメータθを推定する．

　　ここで，ベイズの定理（99）式の右辺の分母

犠　　　　rlθ）∫（θ）ゴθはθに依存しないので定数

　　　　り，その逆数は基準化定数（normalizing

　　constant）と呼ばれる．　DSGEモデルでは，上
　　で説明したように，尤度∫（劃θ）はカルマ
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　ン・フィルターによって計算できるので，（99）

　式の右辺の分子は計算できるが，基準化定数を

　解析的に計算することができない．また，尤度
　を解析的に計算できないモデルでは，（99）式の

　右辺の分子も計算できない．そうした場合でも，

　MCMCを用いれば，事後分布∫（θIr）からθ

　をサンプリングすることができる．そこで，そ

　うした場合，MCMCを用いて以下のようにベ
　イズ推定を行う．

1，事前分布∫（θ）を設定する．

2’．MCMCを用いて，事後分布∫（酬γ）から
　（θ1，…，θM）をサンプリングする．

3’．サンプリングされた（θ、，…，θM）を用いてパラ

　メータθを推定する．

5．3　MCMC
　MCMCとは1回前にサンプリングされた値に依
存させて次のサンプリングを行う方法の総称で，大

きく分けると，ギブス・サンプラーとメトロポリ
ス・ヘイスティングス・アルゴリズム（MHアルゴ
リズム）の2つがある．DSGEモデルの推定では，

通常，ランダム・ウォークMHアルゴリズムが用
いられるので，以下ではこの方法について説明す
る26）．

　本稿では，合理的期待均衡が一意に求まる場合だ
けを考える．正確には，合理的期待均衡が一意に求

まならいパラメータの範囲は事前分布で切断する，

そうすると，ランダム・ウォークMHアルゴリズ
ムを用いたDSGEモデルのパラメータのサンプリ
ングは以一．ドのように行う．

　［1］ln∫（θ1γ）のモードθを求める．モードが

　　求まったら，Silns（2002）の方法により，θで
　　合理的期待均衡が一意であるかどうか確認する．

　　一意であれば（他にパラメータの制約がある場

　　合は，それも満たせば），モードθにおいて
　　ln∫（θly）のヘッシアンの逆行列にマイナス

　　をつけたもの
　　　E　＝　一　［∂21n∫（θir）／∂θ∂θ！1θ＿6］一1　　（100）

　　を計算する．πが正値定符号であれば，［2］に

　　進む．

　［2］　η一1とし，適当な初期値θ。を選択する．

　　例えば，［1］で求めたモードを初期値とする．

　［3］　麟P「oposaDを以下のランダム・ウォーク・モ

　　デルからサンプリングする．
　　θぷ「oPosa［）＝θη＿1十レ，，レ，～NID（0，0E）．　（101）

　　ここで，レ‘～NID（0，0丑）は功が平均0，分散

　　共分散行列。πの独立な正規分布に従うことを
　　表している．また，cは調整係数であり，詳細
　　は以下で説明する．
　［4］Sims（2002）の方法により，［3］でサンプリ

　　ングされたθ益P「oposaDの下で合理的期待均衡が

　　一意かどうかを調べ，一意であれば（他にパラ
　　メータの制約がある場合は，それも満たせば），
　　［5］に進む．そう．でなければ，［3］に戻る．

　［5］　磯P「oposaDとη一1回目にサンプリングされ，

　　たθ尻を用いて，以下の式から受容確率σを
　　計算する．

9＝mln

！（θ差P「GposaD　lγ）

　　　　　　　，1
　∫（θ。一11r）
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（102）

　［6］θ播P「oposaDを確率σで受容し，残りの確率

　　1一αで棄却する．受容された場合はθ。＝
　　硯P「oposaDとし，棄却された場合はθ。＝θ。一1と

　　する，

　［7］過去のサンプリングから［6］で受容された比

　　率を計算する．それが25％を大幅に上回る場
　　合は。を高くして［2］に戻る．25％を大幅に下

　　回る場合は。を低くして［2］に戻る．

　［8］η＜Nであればη＝η十1とし，［2］に戻る．

　　π＝Nであれば終了．
　このアルゴリズムでは，θ亮P「oposaDは正しい分布か

らサンプリングされ，たものではないので，それをそ

のまま採択せず，1一αの確率で棄却し，棄却され
た場合，1回前にサンプリングされたのと同じ値
θ胆をサンプリングすることで，正しい分布から
サンプリングされるよう調整している．具体的には，
∫（θ差P「oposaD　I　yr）／∫（θ。一、1｝「）〈1の場合，正しい分

布の下では，θ涯P「oposa1）よりもθ。一1の方が出やすい

ので，麟P「oposaDを1一αの確率で棄却し，棄却され

た場合，1回前にサンプリングされたのと同じ値
θ。一1をもう一度サンプリングすることで，θ差P「oposaD

がサンプリングされる確i率を下げ，θ炉1がサンプ
リングされる確率を上げている．

　このアルゴリズムを実行すると，（θ1ド∴θN）が

サンプリングされるが，N→∞とすると，θNは
∫（θ1ア）からサンプリングされた変数に確率収束

する．そこで，κ，ルfを十分大きな数とし，N＝
κ＋ルfとして上記アルゴリズムを実行し，事後分
布に収束するまでの最初の（θ、，…，θK）を捨て（この

捨てる回数κのことをburn－inと呼ぶ），残りの
（θκ＋1，…，θκ＋M）を事後分布∫（酬r）からサンプリ

ングされたものと見なして，推定に用いればよい．

　このアルゴリズムでは，［5］の受容確率σの計算

に事後密度の値が必要であるが，事後密度の基準化
定数は∫（θ頚P「oposaD　r）／∫（θ。一、1γ）の分子と分母

でキャンセルするので必要ない．そこで，基準化定
数がわからない場合でも応用できる27＞．

　（101）式の誤差項ソ，の分散共分散行列をσ丑とす

る理由は以下の通りである．事後分布がゴ次元正
規分布であり，その分散共分散行列Σが既知の場
合には，（101）式の誤差項レ，の分散共分散行列を
2．382Σ／4とするのが最：も効率的であることが知ら
れ．ている（Gelmanθ’磁，1996；Roberts　6’αZ．，！997）．

ただし，ここで最も効率的というのは，サンプリン

グされた値の標本平均の標準誤差が最も小さいとい
う意味で，詳しくは以下で説明する．実際には，分

散共分散行列Σは未知なので，通常はそれを（100）

式のπで推定する。
　また，［7］で受容比率が25％程度になるように係

数。を調整しているのは以下の理由による．このア
ルゴリズムでは，［6］で棄却されると，1回前にサ

ンプリングされたのと同じ値がサンプリングされる．

そこで，［5］の受容確率σが低いと，同じ値が続け

て何度もサンプリングされることになり非効率であ
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る．σが小さくならないようにするためには，
翻P「oposaDがθ。一、とそれほど大きく乖離しないよう

にする必要があり，そのためには，調整係数。を小

さくすればよい．しかし，oをあまり小さくすると，
研P「oposaDがθ。一、の周りの狭い範囲からしかサンプリ

ングされなくなるので，それも効率的でない．そこ

で，受容確率が25％程度になるように。を調整す
るのが効率的とされている28）．Dynareでも，　oの値

を調整できるので，必ず調整するよう注意されたい．

　（101）式では，ソ，の分布を正規分布にしているの
で，硯P「oposaDの値は（一〇。，∞）からサンプリングさ

れることになる．そこで，取り得る値の範囲が限定
されているパラメータに関しては，（一・・，。。，のす

べての値を取るように変数変換した上でサンプリン
グするのが望ましい．

　このランダム・ウォークMHアルゴリズムは，
平均的に4回に1回しか値が変わらず，かつ1回前
にサンプリングされた値から大きく離れた値がサン

プリングされないので，サンプリングされた値の自
己相関が高く（その結果，標本平均の標準誤差が高

くなる），あまり効率的なサンプリング法ではない．

そのため，事後分布への収束が遅いので，burn－in
の回数κを十分大きくする必要がある．

　また，1回忌にサンプリングされた値から大きく
離れた値がサンプリングされないので，事後分布が
単峰でない場合には29），1つの山の周りからしかサ

ンプリングされない可能性がある．Chib　and　Rama－

murthy（2010）は，ギブス・サンプラー，独立MH

アルゴリズム，擬似焼きなまし法（simulated
annealing）を組み合わることにより，そうした場合

でもうまくサンプリングでき，かつ効率的な方法を
提案しているが，この方法は1回のサンプリングに
時間がかかるので，より実用的なサンプリング法の
開発が望まれる．

5．4　収束判定

　θのburn－in以降のM個のサンプルが得られた
ら，まずそれが事後分布からのサンプルに収束して

いるかどうかを確認する必要がある．少なくとも，

サンプリングされた値をプロットして，途中で平均

や分散に大きな変化が見られないかどうかは確認す

べきである．その他にも収束の判定の方法がいくつ
か提案されているので30），そうした方法も用いるべ
きであろう．

　本稿の以下の分析では，Geweke（1992）によって
提案されたCD（Convergence　Diagnostic）統計量を

用いて収束の判定を行っている．あるパラメータθ
のCD統計量は，そのパラメータのburn－in以降の
ル∫個のサンプルの中の最初からル亀個のサンプル

の平均のと最後から醜個のサンプルの平均θBを
使って以下のように計算される．

　　　　　　　　　　　θ四一θ8
　　　　CD＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（103）
　　　　　　　｛SE（θA）｝2十｛SE（∂β）｝2’

ここで，SE（θA），SE（θ8）はθA，θβの標準誤差で，

それらの計算方法については以下で説明する．これ
は，最初から焔個のサンプルと最後からルrβ個の

サンプルの平均の差の検定統計量であり，θの
burn－in以降のM個のサンプルが事後分布からのサ
ンプルに収束していれば，平均に差はないはずなの
で3エ），CD統計量は漸近的に標準正規分布に従う．

以下の分析では，Geweke（！992）に従い，雌竺
0，1M，ル毎＝0．5Mとしている32）．

5．5事後分析
　すべてのパラメータで，burn－in以降のM個のサ
ンプルが事後分布からのサンプルに収束していると

判定されたら，それらを事後分布からサンプリング

されたものと見なして事後分析を行う．各パラメー

タの平均，標準偏差はそのパラメータのM個のサ
ンプルの標本平均，標本標準偏差として推定できる．

また，信用区間も簡単に計算できる33）．例えば，

90％信用区間は，ル∫個のサンプルを大きさの順に
並べ替え，上5％，下5％の値として計算できる．

　MCMCによってサンプリングされた値には自己
相関があるので，標本平均の標準誤差の計算には注

意が必要である．例えば，M個のサンプルをすべ
て使うのではなく，それをノ個飛ばしで使えば，ノ

を十分大きくすると自己相関を無視できるので，通
常のランダム・サンプリングと同様，厩として
標準誤差を計算できる．ただし，θはノ個飛ばしに
した場合のサンプルの数で，δ2はそのサンプルの標

準偏差である．また，M個のサンプルをすべて使
い，自己相関を考慮に入れて標準誤差を計算する方
法もいくつか提案されている34）．本稿の以下の分析

では，Gallant（1987）に従い，以下のパルチェンのウ

インドウによって標準誤差（SE）を計算している．

・E（・）一翼・（・）・謬1期詞・（・）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（104）
ここで，

　　・（の一毒識1（…しの（・・卜・一の，

一一
o∵∵：：圓

また，BMはバンド幅で，ここではB〃＝0．1ル∫とした．

5．6　非効率因子

　用いたMCMCのサンプリング法がランダム・サ
ンプリングと比べてどれぐらい非効率であるかを示
す指標に非効率因子（inef五ciency　factor）カミある．

DSGEモデルの推定に必要なわけではないが，以下

では，上記のランダム・ウォークMHアルゴリズ
ムの非効率性を示すためにこの非効率因子も計算し
ている．

　MCMCでサンプリングされた値の分散をσ2，々次
の自己相関をρ々とすると，M個の標本平均の分散
は，σ2（1＋2Σ雛1ρ々）／ルfとなるので，σ2（1＋2Σ匙1

ρ々）が高いほど標準誤差も高くなる．ランダム・サ

ンプリングでは，自己相関はないので，標本平均の
分散はσ2／ル∫となる．そこで，それらの比率1十
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表1．DSGEモデルのパラメータの事前分布

分布　　平均　標準偏差

79

パラメータ　　 範囲

τ

κ

ψ
1

ψ2

ρπ

ρ9

ρz

71沌）

π〔m

γ19〕

100σ尺

100σg

lOOσ。

（0，QQ）　　ガンマ　2，00　　0．50

（0，00）　　ガンマ　0、20　　0，10

（0，QO）　　ガンマ　 1．50　　0，25

（0，00）　　ガンマ　0．50　　025

　（0，1）　　ベータ　0．50　　0．20

　（0，1）　　ベータ　0．80　　0．10

　（0，1）　　ベータ　0，66　　0、15

（0，0Q）　　ガンマ　0．50　　0，50

（0，00）　　　　ガンマ　　　7．00　　　2，00

（一〇〇，QQ）　正規　　0，40　　0．20

（0，QQ）　逆ガンマ　0，40　　4．00

（0，。○）　逆ガンマ　1．00　　400

（0，。。）　逆ガンマ　0．50　　4．00

注）　An　and　Schorfheide〔2007）と同じ事前分布を採用し

　ている．合理的期待均衡が一意に決まらない範囲は切
断している．

2Σ『．1ρたはMCMCのランダム・サンプリングに対

する非効率性を表し，その推定値

　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　1F＝1＋2Σβ々　　　　　（105）
　　　　　　　　　　　　たニ　
を非効率因子と呼ぶ35）．ここで，畠は々次の標本

自己相関である．ただし，無限次までの標本自己相

関は計算できないので，自己相関が有意でなくなる

次数々以降は切断する．例えば，非効率因子が10

の場合，MCMCでランダム・サンプリングと同じ
標準誤差の推定値を得るためには，ランダム・サン

プリングの10倍の回数のサンプリングを行う必要
があることを意味する．

5．7　事前分布

　前節のモデルで推定するのは以下の13個のパラ
メータである．
θ＝［τ，κ，ψ1，ψ2，ρ刃，ρσ，ρ乙γ〔A），π〔湾），γ（ω，σR，σ“σz］’．

本稿では，これらのパラメータの事前分布は，An
and　Schorfheide（2007）に従い，表1のように政定
した．

　事前分布は，モデルの定数項や係数には正規分布，

誤差項の標準偏差あるいは分散には逆ガンマ分布を

設定することが多い．こうすると，モデルが線形で

誤差項が正規分布に従う場合には，事後分布も同じ
逆ガンマ分布と正規分布になり便利だからである36）．

（90），（91）式は線形ガウシァン状態空間モデルであ

るが，その係数行列砿Z，Ol，Oo，　yではなく，

元々のDSGEモデルのパラメータθに対して事前
分布を設定していることに注意されたい．遷移方程
式（91）は（78）式を合理的期待を仮定して解いたもの

であるが，（79）式からわかるように，r。はDSGE
モデルのパラメータの非線形関数になっている．し

たがって，DSGEモデルの定数項や係数の事前分布
を正規分布にし，誤差項の標準偏差あるいは分散の

事前分布を逆ガンマ分布にしても，事後分布は同じ
分布にはならない．

　そこで，あえてそうする必要はないが，通常通り，
各ショックの標準偏差σ島σρ，σ、の事前分布には逆

ガンマ分布，（一。。，∞）のすべての値を取り得る

γ（Q）の事前分布には正規分布を設定した．その他，

（0，∞）の値しか取らないτ，κ，ψ1，ψ2の事前分布には

ガンマ分布，各ショックの持続性を表すパラメータ
ρ島ρ、，ρ，については（0，1）の問の値しか取らないも

のと仮定し，ベータ分布を設定した37）．

　また，パラメータの値によっては合理的期待均衡

が存在しなかったり，一意に定まらない可能性があ
るので，そうしたパラメータの値の範囲は事前分布

から切断した．そこで，合理的期待均衡が一意に定

まらない範囲からサンプリングされた場合には，そ

の値は捨てている．特に，テイラー・ルールにおけ
る政策金利のインフレ率に対する感応度ψ、が1を

下回る場合，均衡が一意に定まらないことが知られ

ており38），ψ1に1を下回る値がサンプリングされ

た場合には捨てられるので，ψ1は必ず1を上回る
ことになる．

5．8　モデル選択

　ベイズ統計学におけるモデル選択は，事後オッズ

比を用いて行われる．モデルMゴとモデルMノの事
後オッズ比（POR）は以下のように表される．

　　・・R－li器；一ll鵠ll譜1・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（106）
ここで，ヵ（γIMゴ）／ヵ（rlMゴ）とヵ（Mゴ）／ρ（M∫）は，

それぞれ，ベイズ・ファクターおよび事前オッズ比

と呼ばれる．また，ベイズ・ファクターの分子
ヵ（γIM∂と分母ρ（rlMノ）はそれぞれ，モデルM

とMノの周辺尤度と呼ばれる．

　この事後オッズ比が1を上回れば（下回れば），モ
デルMゴ（Mノ）を選択する．どちらのモデルが正しい

か事前情報がない場合には，通常，事前オッズ比は

1に設定される．そうすると，事後オッズ比はベイ
ズ・ファクターに等しくなるので，周辺尤度の高い

モデルが選択されることになる．

　周辺尤度の計算方法には，Geweke（1999）の修正
調和平均法，Chib　and　Jeliazkov（2001）の方法，

Newton　and　Raftray（1994）の調和平均法がある、補

論Cで説明しているように，Newton　and　Raftray

（1994）の調和平均法は不安定なので，Geweke
（1999）によって修正調和平均法が提案された．An
and　Schorfheide（2007）は，　Geweke（1999）の修正調

和平均法とChib　and　Jeliazkov（2001）の方法を比較

し，サンプリングの回数を増やすと同じ値に収束す

るが，サンプリングの回数が少ない時にはGeweke
（1999）の修正調和平均法の方が信頼できるとの結果

を得ている．そこで，本稿ではGeweke（1999）の修

正調和平均法によって計算した周辺尤度を用いてモ
デル比較を行う．この方法について詳しくは補論C
を参照されたい．

　第1節で述べたように，Smets　and　WQuters
（2003，2007）は，欧米のマクロデータに当てはまり

が良いとされるCEEモデルとVARモデルの周辺
尤度を計算し，ほぼ同じ値であるとの結果を報告し

ている．しかし，DSGEモデルとVARモデルのよ
うに互いに入れ子になっていないモデルを事後オッ

ズ比によって比較すると，パラメータの事前分布に

よっては正しくないモデルが選択される可能性があ
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ると想定できないないので，前節のモ

デルをそのまま用いることはできない．

このため，名目金利がゼロ以下にはな

れないというゼロ金利制約を加える必

要があり，この制約を加えるとモデル

が非線形になるため，合理的期待均衡

の導出が難しくなる．また，将来，ゼ

ロ金利政策が解除される可能性も考慮

して合理的期待均衡を導出する必要が

ある．仮に合理的期待均衡が求まった
としても，推定式が非線形になるので，

尤度をカルマン・フィルターで計算で
きなくなり，パーティクル・フィルター

と呼ばれる相当な計算時間を要する方

法が必要になる（FernandezVillaverde

and　Rubio－Ramirez，2005，2007）．そこ

で，ゼロ金利期間を含めた推定は今後

　　　　　　　　　の課題とし，本稿
　　　　　　　　　では，ゼロ金利前

　　　　，1　　の1980年第II四
　　　　　　　　　半期一1998年第
　　　　　　　　　III四半期のデー
　　　　　　　　　タを用いて推定を
　　　　　　　　　行った39）．
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ることが「Lindley（1957）の逆説」として知られて

いる．Sims（2003）はSmets　and　Wouters（2003）の結

果がこれに相当するのではないかと批判している．

こうした問題を避けるため，Del　Negro　and　Schor－

fheide（2004）やDel　Negro　6’α取2007）らは，　DSGE－

VARモデルと呼ばれるモデルを用いてVARモデ
ルとDSGEモデルを比較している．　DSGE－VARモ
デルについては，第7節で説明する．

6．DSGEモデルの日本のマクロデータへの応用

6．1データ
　本節では，第4節で説明したDSGEモデルを前
節で説明したランダム・ウォークMHアルゴリズ
ムを用いたベイズ推定法により日本のマクロデータ

に応用する．日本のマクロデータを用いてDSGE
モデルを推定する場合の最大の問題は長期に渡るゼ
ロ金利政策期間の存在である．ゼロ金利期間には，

テイラー・ルールに従って名目金利が改定されてい

　　　　ユ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

0．5　　　　　LO

　推定に用いたデ

ータは，日本の一

人当たり実質
GDP　成長率
（YGR），イ　ン　フ

レ率（INFL），名

目利子率（INT）の

四半期データ（％）

である，インフレ
率には日本の消費
者物価指数（生鮮

食品を除く），名

目利子率には翌日

物コール・レート

を用いた40）．すべ

て％表示とし，INFLとINTは年率換算した．図1
にこれらのデータを示している．

6．2DSGEモデルの推定結果
　．前節で説明したランダム・ウォークMHアルゴ
リズムによってパラメータを300，000回サンプリン
グし，最初の200．000回をburn－inとして捨て，残
りの！00，000回を事後分布からのサンプルと見なし

て事後分析に用いた．パラメータをサンプリングし

たら，burn－in以降のサンプルの分布が事後分布に

収束していることを確認するために，burn－in以降

のサンプル・パスをグラフにして，途中で平均や分
散に変化がないことを確認する必要がある．13嘉
すべてのパラメータのサンプル・パスは載せられな
いので，図2に，3つのパラメータκ，ρ。，γ（Q〕の

burin－in以降の100，000回目サンプル・パスを載せ

ている．そこでは，平均や分散のシフトは見られな

い．図2には，上記3つのパラメータのサンプルの
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表2．DSGEモデルのパラメータの推定結果

パラメータ　’F均　　標叫㌔呉差　も1、解．偏差　90％信用区問　　CD　　非効率因子

τ　　　　　　　　2．4・ユ86

κ　　　　　　　　02390

ψL　　　　　　L6382

ψ2　　　　　　　0．4836

ρ尺　　　　　　　0，8151

ρ9　　　　　　　　0．9519

ρど　　　　　　　0．9155

r〔A〕 @　　　　0ユ313

π〔由　　　　1．9776

γ〔Qレ　　　　0．6770

100σ尺　　　　0．1752

100σg　　　　1．1661

100σz　　　　O．2／37

0．OlO1　　　　0、5252　　　［L6626，3．3805］

0，0014　　　　0．0738　　　［0．1364，0．3729］

0，0058　　　　0．2237　　　［L2809，2．0130］

0．0064　　　　0．2371　　　［0．ユ632，0．9211］

0，0007　　　　0．0355　　　［0753／1，0．8694］

0．0008　　　　0．0273　　　［0．8992，0．9861］

0．0006　　　　0．0207　　　［0．8801，0．9482］

0，0042　　　　0．2004　　　［0，0017，0，5756］

0．0091　　　　0．3073　　　［1．5033，25014］

0．0028　　　　0．1256　　　［0．4711，08828］

0．000！1　　　　0．0175　　　［0，1492，0．2068］

0．0023　　　　0．1040　　　［1．0071，13494］

0．0006　　　　0．0268　　　［0．1744，0．2612］

一〇．09

0．81

　Lol
　l．37

－0，17

－1．50

0．91

一1．19

0．71

1．55

098
0．14

1．03

21．6

23．6

71．2

87．0

4L5
50．9

73．4

82，3

123．2

428
56．8

208
95．5

注）　ランダム・ウォークMHアルゴl／ズムにより．300．000回サンプリングを行い，
200．000i・1をburn－inとして捨て，残りの100，000［・・iのサンプノレを使．，て推定した．平均

　と標二二考はサンプルの標本’F均，標本標準偏済として計算した、90％信用区間は，

　サンプルを大きさの順で並び替え，L5％と下5％の値として求めた．標汽‘。呉差はパル

　チェンのウインドウを使って（104＞式から計算した．CDはBurn－in以降の100，000個月

　サンフ．．ル0）分布が事後分布に収空しているかどうかを検定するGeweke（1992）のCD
　（conver』ence　diagnostic）統、、hl：であり，　qO3）式からIll．算した．事後分布に収束してい

　れば，CD統計量は漸近的にIE規分布に従う．非効率因f．はGO5）式で、II’算され，標本平

　均の携岬呉差をランダム・サン　リングを同程度にするために，ランダム・サンプリン
　グの何倍の回数サンプリングを右なう必要があるかを衣す，

　　表3，対数周辺尤度によるDSGEモデルの比較　　　　　している．

ハ40：制約なし　MI：κ＝5　M2：ψz＝0

排除しているので，1より小さい
値はサンプリングされないことに
注意され，たい，テイラー・ルール

における政策金利のGDPギャッ
プに対する感応度を表すψ2の事

後平均と90％信用区間は，
0，4836，［0．1632，0．9211］と低い．

そこで，以下で，周辺尤度を用い

て，ψ2＝0とした政策金利がGDP
ギャップに反応していないモデル

との比較を行っている．また，財

政支出ショックと生産性ショック
の持続性を表すρg，ρ、の事後平均，

90％信用区間は，ρgが0．9519，
［0．8992，0．9861］，　ρどカミ　09155，

［0．8801，0．9482］といずれも高い値

を示している．このことは，これ
らのショックに高い持続性がある

ことを示している．政策金利の持
続性を表すρRはρg，ρ、と比べると

低いものの，0．8151，［0．7534，

0．8694］とやはり高い持続性を示

Geweke（1999）の修1E調和平均

推定値　　　一284．063　　－293．284　－286．375

標準誤差　　　0．059　　　　0D97　　　0，018

Chib　and　JeHazkov〔2001）

推定値　　　一284，154　　－293．199　－286．410
杉￥i汽｛1，，1ズ．　　　　　0．173　　　　　　　　0．202　　　　　　　0．l19

Newton　and　Raftrav（1994｝の調和平均

推定値　　　一274．176　　－279．073　－274．694

標準誤差　　　0．451　　　　0．861　　　0，768

注）　標彗‘誤差はデルタ法で詐算：した．

自己相関係数と密度関数も載せている．前節で説明

したように，ランダム・ウォークMHアルゴリズ
ムは効率的なサンプリング法ではないので，正の自

己相関が長期に渡って持続していることがわかる．

　表2にburn－in以降の100DOO回のサンプルを使
って計算した推定結果をまとめている．CD統計量
によると，すべてのパラメータで，推定に使った
burn－in以降の100，000回のサンプルが事後分布に

収束しているという帰無仮説が有意水準5％で受容
される．κは（73）式で定義され，価格の硬直性を表

すパラメータφの減少関数なので，κの値が大きく

なるほど価格は伸縮的になる．κの事後平均と90％
信用区間は，それぞれ0．2390，［0．1364，0．3729］とい

ずれも低い．この結果は，価格に高い硬直性がある

ことを示している．以下では，前節で説明した周辺

尤度を用いて，κ＝5とした価格が伸縮的なモデル

との比較を行っている．ψ1はテイラー・ルールに
おける政策金利のインフレ率に対する感応度を表し，

その事後平均と90％信用区間は，それぞれ1．6382，
［1．2809，2．0130］と高い値を示している，ただし，ψ、

が1を下回ると均衡が一意に定まらないことが知ら

れており，本稿では，そうしたケースを事前分布で

　さらに，An　and　Schorfheide（2007）に従い，この

モデルのパラメータに制約を課した2つのモデルを
考え，周辺尤度を用いて制約を課さないモデルと比

較を行った．一つは，κを高い値で固定した価格が

仲縮的なモデルである．具体的には，An　and
Schorfheide（2007）に従い，κ一5とした．もう一つ

は，ψ2＝0としたテイラー・ルールにおいて政策金

利がGDPギャップに反応しないモデルである．以
一ド，制約を課さないモデルをルあ，価格が伸縮的な

モデル（κ＝5）を・Vl，政策金利がGDPギャップに

反応しないモデル（ψ2＝0）をM2と呼ぶ．

　表2に各モデルの対数周辺尤度の推定値と標準誤
差を示している，前節で説明したように，本稿では，

Geweke（1999）の修正調和平均法で計算した周辺尤
度を用いてモデル比較を行うが，表2には比較のた
め，Chib　and　Jeliazkov（2001）の方法とNewton　and

Raftray（1994）の調和F均法で計算した対数周辺尤
度と標準誤差も載せている．対数周辺尤度の推定値

は，Geweke（1999）の修正調和平均法とChib　and
Jeliazkov（2001）の方法がほぼ同じf直であるのに対

して，Newton　and　Raftray（1994）の調和平均法はか

なりの差がある．また，Geweke（1999）の修正調和
平均法はChib　and　Jeliazkov（2001）の方法より標準

誤差が小さい．

　表3のGeweke（1999）の修正調和F均法によって
推定した周辺尤度が最も高いのはルノ。である．ただ

し，M。とM2の対数周辺尤度の推定値の差はそれ
ほど大きくないので，標準誤差を考慮してル∫。の対

数周辺尤度がル∫2の対数周辺尤度を一ヒ回るかどうか

検定を行ったところ，有意に上回った．以上より，

価格は硬直的であり，政策金利はGDPギャップに
反応していたことがわかる．

　図3はこのDSGEモデルの下でのインパルス応
答関数を示している．DSGEモデルにおけるインパ
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図3．インパルス応答関数（DSGEモデル）

　　　　　　　　　　よ　　ヨ
　0　　　　　　5　　　　　　10
　　（d）ε9→LNY
L25r

0，00

一〇．25

一〇．50

（b）εR→【N坪

＿．．一一」

0．50

0．25

一・_＿
0　　　　　　5
L（e）ε9→INFL

讐

（c）ε尺→INT

10　　　　0　　　　　　5
　2，．13．①ε9→INT

1e－13．

　　　　　　　　　　一2e－13ト・
　　@　む　　　　　　　　　　　　　ヒ　　
　　　　　　　　　10

　　ユ　　　　　　　　ユ　　　　　よア　　　　　　ヨ

　　　　　　　　　10

0

10

一1e－13

　0　　　　　　　5
2，0．（9）ε。→LNY

L5

‘
一
L
－
1
「
」
0

ハ
U
5
1
0

5
ヨ
10

　0　　　　　　　5
　　（h）εz→n寸FL

l
一
1

0，75

0．50

5　　　　　　10

いるものとする．

　　　　　　〃5＋1

　　　γ＝　　　，

　　　　　　駈

0　　　　　　5
　（i）　ε▼　→　取τ

0

ルス応答関数の導出の仕方については補論Dを参
照されたい，εR，ε、，ε。はそれぞれ金利ショッ久財

政支出ショック，生産性ショックを表し，LNY，
INFL，　I　NTはそれぞれ一人当たり実質GDPの対数

値（YGRf＝LNYrLNYH），インフレ率，名目利
子率を表す．ここでは，各ショックが1期に100×
標準偏差（100σR，100σρ，100σ、）だけ上昇した場合の

インパルス応答関数を描いている．また，点線は
90％信用区間を表す．An　and　Schorfheide（2007）が

アメリカのデータで同じモデルを推定しているので，

そのFigure　11に描かれているインパルス応答関数

と図3のインパルス応答関数とを比較すると，すべ
てのケースで，ほぼ同じ形状をしている．

　　　　　　7．DSGEモデルの評価

7．l　DSGE－VARモデル
　DSGEモデルを評価する方法に，　Del　Negro　and
Schorfheide（2004）やDel　Negroθ’αよ（2007）らによ

って提案されたDSGE－VARモデルを用いる方法が
ある41）．この方法では，VARモデルのパラメータ

をベイズ推定する時の事前分布の平均にDSGEモ
デルによって制約を課す．ただし，事前分布の分散

が正であれば，その制約から乖離できる．そこで，

事前分布の分散を変えて推定を行い，データへの当
てはまりを比較することで，どの程度，DSGEモデ
ルからの乖離の度合いが大きいかを評価する．

　以下，次数ヵのVARモデルを考える．
　　　　〃，＝Φ0十Φ1〃，＿1十…十Φρy，一ρ十π，，

　　　　勧～NID（0，Σ解）．　　　　　　　　　　（107）

ここで，勤はη個のマクロ変数のベクトルを表し
（第4節のモデルでは，4．4節で説明したように，
η＝3で，〃t＝［YGR，，　INFL，，　INT，】’），誤差項π，は

平均0，分散共分散行列Σ。の独立な正規分布に従
うものとする．

　いま，丁個の標本〃fα＝1，…，7’）が与えられて

　　　ウ　　よロ　　　ヨ
　　　　　　　　　10

コロ　　ユ　　　　　　　　ノ　　ヨ

0　　　　　　5　　　　　　10

このとき，

Φ＝

■「＝

Φ6

Φ6

1　〃多

1〃を一1

こ1＝

蛎＋1

あ

，
勤

〃を一♪

（108）

（109）

と定義すると，VARモデル（107）は以下のように
表せる．

　　　　　　　　　r＝－Φ十σ．　　　　　　（110）

以下，一の列の数をん（＝1十勿）と表す．

　DSGE－VARモデルでは，　VARモデルのパラメ
ータ（Φ，ΣのとDSGEモデルのパラメータθに事
前分布！（Φ，Σ。，θ）を設定し，MCMCにより事後
分布∫（Φ，Σ。，θ1｝つからサンプリングを行う．

7．2事前分布
　事前分布∫（Φ，Σ。，θ）の設定では，まず，

　　　　∫（Φ，Σμ，θ）＝∫（Φ，Σ駕1θ）∫（θ）　　（111）

と分解する．その上で，ノ9（θ）には例えば表1のよ

うな事前分布を設定し，∫（ΦΣ。ゆ）でVARモデ
ルのパラメータ（Φ，Σ。）にDSGEモデルの制約を

課す．そのために，パラメータθのDSGEモデル
からサンプル数7「＊＝λTの人エデータγ＊（θ）を発

生させ，そのデータがVARモデル（110）に従うも
のとし，そのデータを条件とするVARモデルのパ
ラメータ（Φ，Σ。）の分布∫（ΦΣ。lr＊（θ））を

∫（Φ，Σ。iθ）とするという方法を考えよう．そうす

ると，λを大きくすれば，DSGEモデルから発生さ
せたより多くのデータを条件とすることになるので，

DSGEモデルの制約がより強くなる．
　ベイズの定理より，
∫（Φ，Σ据lr＊（θ））○⊂∫（r＊（θ）1Φ，Σ酵）∫（Φ，Σの

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（112）
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となり，右辺の最初の項は（yr＊，－＊）をデータとす

るVARモデルの尤度関数なので以下のように表せ
る．

　　∫（r＊（θ）1Φ，Σκ）

　　　Cく　Σκ1一λ7ソ2

　　　　・・xp一去・・｛・・1（・…一σX・γ・

一γ＊〆．Y＊Φ十Φ／－＊！－＊Φ）｝ （113）

ここで，trはトレースで，行列の対角成分を足し
合わせることを表す．また，X＊は（108）の一の式
にyr＊を代入したものである．右辺の一＊，　yr＊はθ

に依存するので，正確には，－＊（θ），y’＊（θ）と書

くべきであるが，θは省略する．

　実際に人エデータ（r＊，X＊）を発生させてそれを

（113）式に代入し，それを（112）式に代入することに

よりVARモデルのパラメータの事前分布を設定す
ると，事前分布が（r＊，－＊）に依存して変動する．

そこで，人エデータを発生させる代わりに，ア＊T＊，
－＊〆r＊，γ＊’．r＊，－＊！－＊をパラメータθのDSGEモ

デルにおけるそれらの期待値に置き換える．以下，
r翻（θ）＝Eθ［勲9〆］，r麹（θ）＝Eθ［銑〃刈，　r銑（θ）；

Eθ［〃認］とする．DSGEモデルのパラメータθの

値が与えられると，これらの期待値は解析的に求め
られる．具体的には，以下の式から計算できる．
　　　　　　　Eθ［日頃1＝ZΩ∬Z！，　　　　　（！！4）

　　　　　　Eθ【助〃∫＿ゐ］＝ZO1允ΩsεZ’．　　　　（115）

ここで，Ω∬＝Eθ［5，5刈であり，（91）式より，それ

は以下の式から計算できる，

　　vec（Ω∬）＝［1一⑧1⑭01］一1vec（OoγOb），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（116）

　（112）式右辺の∫（Φ，Σ。）を無情報事前分布∫（Φ，

Σ。）・dΣ。r（”＋1）〆2とすると42），これを（113）式にお

いてr＊T＊，．κ＊T＊，γ＊’－＊，X＊’－＊をλ7T渉〆θ），

λ7’疏〆θ），λτr翫（θ），λ7T翫（θ）に置き換えたも

のに掛けることにより，θを条件とするVARモデ
ルのパラメータの事前分布が以下のように設定され
る．

　∫（Φ，Σ銘1θ）

　　　　　　　　　　　　＝o－1（θ）1Σπ「喜〔λT＋η＋1）

　　　・・xp一去・・｛λ：τ「Σ露1（r瓠（θ）一σ・萄（・）

Φ1Σ砺θ～N（Φ＊（θ），Σκ⑭（λ7T翫（θ））一1）．

ここで，

Φ＊（θ）＝r狂1（θ）r勤（θ），

Σ髪（θ）＝r翻（θ）一r翫（θ）r狂1（θ）r勤（θ）．
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一r翫（θ）Φ十ΦT翫（θ）Φ）｝

（120）

（121）

（122）

7．3事後分布
　VARモデルのパラメータ（Φ，Σ。）とDSGEモデ
ルのパラメータθの同時事後分布は以下のように
表せる．

∫（Φ，Σ銘，θlr）

　＝∫（ΦIr・Σμ，θ）∫（Σπlr，θ）∫（θIr）．　（123）

逆ウイッシャートー正規型事前分布（119），（120）の下

では，∫（Σκy，θ），∫（Φ歎Σκ，θ）もそれぞれ以

下のような逆ウイッシャート分布と多変量正規分布
になる44）．

Σμ1γ，θ～IW（（λ十1）TΣμ（θ），（λ十1）T一々，η），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（124）
ΦIr，Σκ，θ

～N（Φ（θ），Σ“⑭（λTr蚤」，（θ）十八ノー）一1）．　（125）

ここで，

Φ（θ）＝（λ7T翫（θ）十一つr）一1（λ7T翫（θ）十2r7），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（126）

Σ・一
i　　1

ﾉ十1）。｛・瑚・）・r・

　　　一（λ7「r翫（θ）十r！－）（λτr翫（θ）十』rりr）一1

　　　　（λ7T蚤，（θ）十－’r）｝．　　　　　　　　　（127）

　逆ウイッシャート分布や多変量正規分布からは簡
単にサンプリングできるので，（123）式の右辺最後
の∫（θIr）からθをサンプリングできれば，それ

を条件として逆ウイッシャート分布（124）からΣ。

をサンプリングし，さらに，サンプリングされたθ
とΣ。を条件として多変量正規分布（125）からΦを

サンプリングすれば，同時事後分布（123）からサン
プリングできる．

　∫（θ1ア）はベイズの定理より以下のように表せ
る．

　　　　　∫（θ1】「）（）⊂∫（】rlθ）∫（θ）．

右辺の∫（劃θ）は以下のように計算できる．
∫（rlθ）

　　∫（γ1Φ，Σ。）∫（Φ，Σπ1θ）

　　　　∫（Φ，Σ配1｝rθ）

（！28）

（117）

ここで，o－1（θ）は事前分布（117）の積分が1になる

ための基準化定数である．これは，λT≧ん＋πであ

り，跨試θ）の逆行列が存在すれば，以下のように
計算できる．
o（θ）＝（2π）η々121λ：τT翫（θ）1一η〆21λ：τ’Σ浅（θ）1一（λT一々）！2

　　　×2湘丁　々）！2π廊一1）〆4HP［（λT一々＋1一の／2］，

　　　　　　　　　　　　ゴ＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（118）

ここで，F［・］はガンマ関数を表す．

　事前分布（117）は以下のよく知られた逆ウイッシ
ャートー正規型事前分布である43）．

Σπ1θ～IW（λ7「Σ義（θ），λ7「一ん，η），　　　　（119）

1λ7T温θ）＋」r㌧r「厚’．21（λ十1）TΣ。（θ）　一1嗣｝T一々旨2

　　　　　1λ7T益（θ）1一π．’21λ7「Σ森（θ）「一｛λτ一々レ．2

　　（2π）一πT〆22η｛〔λ＋1）T一々｝〆2n7＝1r［（（λ十1）7「一々十1一の／21

　×　　　　　　2”‘λ蘭！2nl．1P［（λT一海十1一ガ）／2］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（129）

そこで，これに事前密度∫（θ）を掛ければ，（128）

式より，∫（θ1γ）の基準化定数以外は求まるので，

5．3節で説明したランダム・ウォークMHアルゴリ
ズムにより∫（θ1γ）からサンプリングできる．以

下の推定では，事前密度∫（θ）として，前節の
DSGEモデルの推定で用いた表1の事前分布をその
まま用いている．

　∫（θ「r）からθをサンプリングできれば，補論

Cの修正調和平均法を用いてDSGE－VARモデルの
周辺尤度を推定できる．そこで，λを変えて
DSGE－VARモデルの周辺尤度を計算することによ
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表4．DSGE－VARモデルの対数周辺尤度

λ 0．25 0．50 0，75 1．00 L25 1，50 2，00 5，00

推定値　　一285．28　－274，40　－272，96　－273．05　－273．47　－274．11　－275．25　－279．27

標準誤差　　0．021　　0，023　　0．026　　0，045　　0，015　　0，026　　0，034　　0．034

注）　対数周辺尤度は，Geweke（1999）の修正調和平均法により推定した．標準誤差はデルタ法で計算した．

表5．DSGE－VARモデル（λニ0．75）におけるDSGEモデルのパラメータの推定結果

パラメータ　平均　　標準誤差　標準偏差　90％信用区間　　CD　　非効率因子

　表4に各λにお
けるDSGE－VARモ
デルの対数周辺尤度

の推定値とその標準
誤差を示している．

対数周辺尤度の推定

τ　　　　　2，0661

κ　　　　0．2801
ψ1　　　　　　　1，5535

ψ2　　　　　　　0，4593

ρR　　　　　　　O．7844

ρg　　　　　　　O，9047

ρz　　　　　　　O．8230

7〔A）　　　　　0．1890

π（A〕　　　2．6395

γ〔Q）　　　　0，5997

100σR　　　　O．1623

100σg　　　　O．9386

100σど　　　　0．2612

0，0089　　　　0．4940　　　［1．3223，2．9427］

0．0022　　　　0，1012　　　［0．1393，0．4679］

0，0049　　　　0．2427　　　［1．1827，L9797］

0，0056　　　　0．2446　　　［0．1386，0，9194］

0．0014　　　　0，0538　　　［0．6885，0．8645］

0．0016　　　　0，0682　　　［0．7698，09821］

0．0010　　　　0．0555　　　［07242，09069］

0．0028　　　　0．3437　　　［0．0017，08982］

0，0331　　　　1．1383　　　［1．4125，4．8695］

0．0048　　　　0．1986　　　［0．2572，0．9137］

0．0003　　　　0，0176　　　［0，1359，0，1931］

0．0023　　　　0．1182　　　［0，7569，1ユ440］

0，0009　　　　0．0420　　　［02006，0．3376］

一1．04

－0．97

0．40

2．47

1，60

1D9

0，67

0ユ6

一〇89

－1，10

0，03

0，45

－0．24

209
57．6

20，2

77，3

82．2

44．4

47．5

6．6

54，5

39．2

9．6

19．5

28．2

注）　ランダム・ウォークMHアルゴリズムにより，300．000回サンプリングを行い，
200，000回をburn－inとして捨て，残りの100，000回のサンプルを使って推定した．平均

　と標準偏差はサンプルの標本平均，標本標準偏差として計算した，90％信用区問は，

　サンプルを大きさの順で並び替え，上5％と下5％の値として求めた，標準誤差はパル
　チェンのウインドウを使って（104）式から計算した．CDはBurn－in以降の100，000個の

　サンプルの分布が事後分布に収束しているかどうかを検定するGeweke（1992）のCD
　〔convergence　diagnostic）統計量であり，（103）式から計算した．事後分布に収束してい

　れば，CD統計量は漸近的に正規分布に従う．非効率因子は（105）式で計算され，標本平

均の標準誤差をランダム・サンプリングを同程度にするために，ランダム・サンプリン

　グの何倍の回数サンプリングを行なう必要があるかを表す．

り，DSGEモデルを．評価できる．具体的には，周辺

尤度を最大にするλの値が高いほど，DSGEモデル
の情報が有用であることを意味する．特に，周辺尤

度がλの単調減少関数の場合にはDSGEモデルは
何ら情報をもたらさないことを意味し，逆にλの
単調増加関数の場合にはDSGEモデルに定式化の
誤りが全くないことを意味する．

　周辺尤度の計算だけであれば，∫（θ1ア）から

DSGEモデルのパラメータθをサンプリングする
だけでよいが，DSGE－VARモデルのインパルス応
答関数を導出するためには，サンプリングされたθ
を用いて，さらに（124），（125）からVARモデルの
パラメータ（Φ，Σ。）をサンプリングする必要がある．

DSGE－VARモデルのインパルス応答関数の導出方
法については無論Dを参照されたい．

7．4　日本のマクロデータへの応用

　前節のDSGEモデルの推定に用いたのと全く同
じ日本のマクロデータを用いて，DSGE－VARモデ
ルの推定も行った．VARモデルのラグ次数は4と
した45）．λ≧λ（々十η）／封事0．21でなければ，（120）

式の基準化定数。－1（θ）を計算できないことに注意

されたい．そこで，λの値を0．25，0．50，0．75，1．00，

L25，1．50，2．00，5．00と変えて，各λの値でDSGE－

VARモデルを推定し，周辺尤度を計算した．
DSGE－VARモデルの推定と周辺尤度の計算は，
DSGEモデルと同様，各λの値で，サンプリングを
300，000回行い，最初の200，000回をburn－inとして

捨て，残りの100，000回のサンプルを用いて行った．

値はλ＝α75の時に最大になって
いる．ただし，λ＝1DOの時の対
数周辺尤度とあまり差がないので，

λ＝0．75の時の対数周辺尤度が
λ＝1．00の対数周辺尤度を上回る

かどうか検定を行ったところ，有

意水準5％で有意に上回った．こ

の結果は，本稿のDSGEモデル
には定式化の誤りはあるものの
（もし定式化の誤りが全くなけれ

ば，周辺尤度はλの単調増加関
数になる），VARの推定にある
程度有用な情報を与えてくれる
（もし全く情報を与えないなら，

周辺尤度はλの単調減少関数に
なる）ことを意味している．

　表5は，周辺尤度を最大化する

λ＝075の下でのDSGEモデルの
パラメータの推定結果を示してい

る．CD統計量はψユの値が2．47
と高くなっているが，有意水準
1％であれ，ば，サンプリングされ

たパラメータが事後分布に収束しているという帰帆

仮説は受容される．パラメータの事後平均や90％

信用区間は，表2のDSGEモデルと比べて，
κ，7（ iπ（肌100のでは上昇しているのに対して，
他のパラメータでは低下している．

　また，図4はλ＝0．75の下でのDSGE－VARモデ
ルのインパルス応用関数を描いたものである．
（DSGE－VARモデルのインパルス応答関数の導出
方法については補論Dを参照されたい．）An　and
Schorfheide（2007）はアメリカのデータでDSGE－
VARモデルを推定し，　Figure　12にインパルス応

答関数を描いているが，それと比べて大きな違いは
ない．An　and　Schorfheide（2007）のFigure　11とFi－

gure　12を比べると，　DSGEモデルよりもDSGE－
VARモデルの方がインパルス応答関数の90％信
用区間が広くなっているが，本稿の図3と図4を比
べると，同様のことが見て取れる．ただし，財政支
出ショックからインフレ率へのインパルス応答が，

An　and　Schorfheide（2007）のFigure　12ではすべて

の期でほぼ0であるのに対して，本稿の図3（e）で

は1期に負になっており，この点についてはさらな
る検討が必要である．例えば，本稿のモデルでは財

政支出を外生にしているが，財政政策と変数間の内
生的関係（財政ルールの存在）を考慮した推定も行う
べきであろう46）．Del　Negro　8’α∠（2007）では，より

大型のDSGEモデルを使ってDSGE－VARモデル
を推定し，DSGEモデルを使ってもDSGE－VARモ
デルを使っても金利ショックに対するマクロ変数の

インパルス応答関数がそれほど変わらないので，金
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融政策の効果のシミュレーシ。ンにはDSGEモデ
ルを使ってよいと結論付けている．本稿で用いた小

型のモデルでは，同じモデルを用いているAn　and
Schorfheide（2007）同様，金利ショックに対する

GDP，インフレ率，金利の反応は，　DSGEモデル
を用いるかDSGE－VARモデルを用いるかで大きく
異なる．そこで，Del　Negroρ’α∠（2007）のような比

較的大きなDSGEモデルをII本のマクロデータに
応用した場合に結果がどうなるかは興味深いが，こ

れは今後の研究課題とする．

　Del　Negro　and　Schorfheide（2004）やDel　Negro訂

認（2007）では，周辺尤度を最大化するλの値の下

でDSGE－VARモデルを用いて将来のマクロ変数の
予測を行うとパフォーマンスが改善するとの結果を

得ている．こうした予測パフォーマンスの分析につ

いても今後の課題とする．

　　　　　　8．まとめと今後の課題

　本稿では，DSGEモデルやその分析予法について
解説を行うとともに，Del　Negro　and　Schorfheide

（2004），An　and　Schorfheide（2007）らのDSGEモデ

ルとDSGE－VARモデルをゼロ金利政策前のll本の
マクロ経済データを用いて推定した．本稿で用いた

DSGEモデルは小型モデルであるが，　DSGE－VAR
モデルにより，定式化の誤りは見られるものの，あ
る程度有用な情報を提供してくれることが明らかに

なった．

　こうしたDSGEモデルやDSGE－VARモデルの
研究は現在進行中であり，今後に残された課題も多
い．そこで，以下，今後の課題について述べる．

　1．今次金融危機を経て，金融市場の不完全性を

　　いかにして，現実的なDSGEモデルに組み込
　　むかといった点は大きな課題となっている．
　　Kiyotaki　and　MoQre（1997）やBernankeρ’α乙

　　（1999）を組み込んだDSGEモデルの開発は活
　　発化しており，これが，ショックの波及を大き

一〇．2－

　0　　　　　　5　　　　　　10
　　（i）ε．→INT

　！　勘

：1：：［今

α25P出…．．1。
　2．
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くすることなどが示さ

れている．しかし，今

次金融危機のような現

象を，大きなショック
としてではなく，内生

的なメカニズムに基づ

き発生させることがで
きるかといった点に着

口が集まりつつある．

この点，これを可能と

するMendoza（2010）の

ような理論的モデルの
発展が期待される。特

に，今次金融危機のよ

うな発生確率は低いが

規模の大きいイベント

を内包するようなモデ
ルをどのようにして推

定するか，といった点
は今後の．大きな課題と

なってこよう．

　標準的なDSGEモデルでは，失業は存在しな
　い．この点，Mortensen　and　Pissarides（1994）

　型のサーチ・マッチング・モデルは，失業の説

　明に有用なモデルとして考えられている．しか
　し，Shimer（2005）は，通常の仮定の下では，

　サーチ・マッチング・モデルの，景：気循環にお

　ける失業の説明力が十分でないことを示した．

　その後，失業をDSGEモデルに組み込み，こ
　れの説明を試みる様々な研究が進展している．

　特に，本稿との関連でみれば，Gertlerρ’認
　（2008）やBlanchard　and　Gali（2010）では，ニュ

　一・ケインジアン・モデルへのこうした摩擦的

　失業の組み込みが試みられている．失業は経済

　厚生を考える上でも重要な変数と考えられるた

　め，これを説明できるモデルと，これから生じ
　る厚生損失を計算することのできるモデルの開

　発が期待される．

3．本稿では，パラメータの事後分布からのサン

　プリングに，先行研究同様，ランダム・ウオー

　クMHアルゴリズムを用いた．しかし，この
　方法は受容確率をあまり高くできないので，同
　じ値が続けて出てしまい効率的でない．また，
　ランダム・ウォーク・モデルの誤差項の分散を
　大きくできないので，値が大きく動けず，事後

　分布が単峰でない場合，1つの山の周りからし
　かサンプリングされない可能性がある．こうし
　た問題を解消する新たなサンプリング法の開発

　が望まれる．Chib　and　Ramamurthy（2010）は

　そうした新たなサンプリング法を提案している
　が，この方法はサンプリングに時間がかかり実

　用的でない．

4．本稿ではモデルを定常状態の周りで対数線形
　近似したが，より正確な分析のためにはもっと
　両次の近似を行う必要がある．2次関数やより

　高次の関数で近似する方法については，Judd
　（1998），Taylor　and　Uhlig（1999），　Den　Haahn



86 経　　済　　研　　究

　and　Marcet（1994），　Auroba　6’α∠（2004）などを

　参照されたい姻．

5．Eo（2009）はパラメータがマルコフ・スイッチ

　ング・モデルに従って変動するDSGEモデル
　を考え，将来のレジームがスイッチする可能性

　を考慮に入れて合理的期待均衡を計算し，推定

　を行っている．こうしたマルコフ・スイッチン

　グDSGEモデルを用いた分析も重要であろう．
　ただし，こうしたモデルではパラメータの事後
　分布が単峰にならない可能性が高いので，Eo
　（2009）はChib　and　Ramamurthy（2010）の方法

　で推定を行っている．既に述べたように，この

　方法は時間がかかるので，より短時間で推定で

　きる実用的な方法の開発が望まれる，Farmer
　訂α乙（2009）はマルコフスイッチングDSGEモ

　デルにおいて合理的期待均衡が一意に定まる条
　件を導出している．

6．日本のみならず，主要先進国において，政策
　金利がほぼ下限に達しているような状況下では，

　名目金利がゼロ以下になれないというゼロ金利
　制約を加えた推定を行う必要性がこれまで以上
　に高まっている．ゼロ金利制約を考慮した上で，

　ゼロ金利期間が内生的に決定され，その下で合
　理的期待が形成されるようなモデルをまず構築

　する必要があり，さらにそのような非線形モデ
　ルを推定することが要求されている．そうした
　推定はまだ誰も成功していないので，今後の重
　要な課題である48）．

7．DSGE－VARモデルでは真のモデルをVARと
　しているが，DSGEモデルは定常状態の周りで
　対数線形近似すると，VARモデルではなく線
　形ガウシァン状態空間モデルで表せる．そこで，

　真のモデルをVARモデルではなく線形ガウシ
　ァン状態空間モデルとした分析も必要であろう．

8．本稿では触れなかったが，DSGEモデルのパ
　ラメータの識別可能性も重要である．この問題
　については，例えば，Canova　and　Sala（2009）

　やIskrev（2010）を参照されたい，

補記A：時点の整合性

　DSGEモデルでは，ストック変数（例えば，資本ス
トックや金融資産残高）や変化率変数（例えば，金利や

インフレ率）を，モデルを通じて整合的に表現するこ

とが重要となる．なお，リアル・ビジネス・サイク

ル・モデルやニュー・ケインジアン・モデルとでは，

この時点の表記法が異なることが多いため，注意が必

要となる．

　リアル・ビジネス・サイクル・モデルでは，家計の
予算制約式は以下のような形で表現されることが多い．

G＋κ，＋、＋（1一δ）κ，＋F．4，＋L≦ぜん，＋財ん＋R，Fん

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（A1）
ここで，家計は，状態変数（κ，，F．4，）を所与として，

ストック変数であるK用とFん＋1の最適選択を試み
る．

　一方，（資本ストックを含まない）単純なニュー・ケ

インジァン・モデルでは，以下のように記述されるこ
とが多い．

　　　　G・肥馬姻1＋露1崩’一1．・…

ここで，家計は，効用を最大化するようにFんを選
択する，

　（Al），（A2）式のいずれも間違いではなく，モデル

を書く際に，統一されていればよい，しかし，モデル

をシミュレートする際には，プログラムによっては，

特定の表記法を指定するものもある．例えば，D弘

NAREでは，（A2）式の表記でプログラムを書かない

とモデルをシミュレートすることができない．

　どうして，このような表記法の違いが存在するのか

は定かではない．しかし，リアル・ビジネス・サイク

ル・モデルでは，資本ストックが重要な変数である中，

企業の利潤最大化問題を考えると，（A2）式の表記法

では，企業が最適なκ，．1を選択することになってし

まう．一方，金融政策の役割が重要なニュー・ケイン

ジアン・モデルでは，テイラー・ルールなどを考える

と，（Al）式の表記法では，金融政策がガ岨を設定す

ることになってしまう．こうしたことを避けるために，

モデルによって表記法が異なっているのかもしれない．

補論B：解の唯一性について

　ここでは，King　6’磁（1988a，1988b）以来，その簡便

性から頻繁に用いられるようになってきた，非線形

DSGEモデルを対数線形近似する手法を用いて，（22），

（24）式のような解，すなわち，Policy　Functionを導

出してきた．しかし，線形近似されたモデルで合理的

期待均衡解がユニークであったとしても，非線形なモ

デルでは，解がユニークなものとなるとは限らない．

ここでは，非線形なモデルにおいても，ここで紹介し

た新古典派成長モデルでは，解が唯一となることの証

明のエッセンスを紹介する．

　第3節で紹介したモデルについては，外部性や歪み

が存在しないため，厚生経済学の第2定理に従うと，

導出された競争均衡と同じ配分を社会計画者の問題と

して実現することができる．

　社会計画者は，．上記モデルと同じ効用の割引現在価

値

　　　　　　　　　の　　　　　　隅＝Σβ5π（C，＋s，乃，＋ε）　　　（B1）
　　　　　　　　　5昌0
を（8）式で表現される資源制約の下で最適化する，な

お，最適な選択がなされている限りは，労働に関する

一階の条件として，（11）式が導出されるため，労働は

消費と資本の関数として表現できる．

　　　　　　　　ん＝乃（G，κ，）．　　　　　　　　（B2）

なお，ここでは，簡便化のため，ショックは考えない

が，ショックを加えた不確実性下での問題としても本

質的な差はない．これを（8）式に代入すると，陰関数

の定理より，消費は，さらに，資本の関数として表現

されることとなる，

　　　　　　　G＝C（κ，，κ，＋エ），　　　　　　　（B3）

（B1）式より，

〃｝＋1＝Σβ∫〃［C（κ，＋1＋、，κ，＋2＋，），乃（G＋1＋、，κ＋、＋，）］

　　　　∫二〇

　　＝Σβ㌦（κ，＋1＋、，κ，＋2＋、）

　　　　sヨ。

であることに着目すると，．．L記の最適化問題は，以下
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のようにベルマン方程式として表現することが可能と

なる．

　γ（κ，）

　　＝maxレr，
　　一熱レ（K，，κf＋1）・シ臨　騙・）1

　　一繋レ（κf，κ，＋1）＋下職（κ・1・誰一）1

　　＝max［㍑（K，，　Kf＋1）十βレ（K，＋1）1．　　　　（B4）

　　　んひユ

任意の’について，上記の関係は満たされる必要があ

るため，（B4）式は，以下のような形で表記されるこ

とが多い．

　　　U（K）＝max［κ（κ，κ）十βγ（κ）】．　（B5）

　　　　　　　　κ

　ここで，（B5）式における価値関数U（・）さえわか

れば，1期前の状態変数κに従い，翌期の状態変数
κ’が決まることとなる．

　　　　　　　　κ’＝9（κ），　　　　　　　　　（B6）

さらに，（B6）を（B2），（B3）式に代入すると，

　　　　　　　　　h＝乃（κ），　　　　　　　　　（B7）

　　　　　　　　　C＝C（κ）　　　　　　　　　　（B8）

が得られる．こうして，（B6），（B7）式のPolicy　Func－

tionより，何らかの状態変数の初期値から，合理的期

待均衡下の全ての内生変数のパスが得られることとな
る．

　問題は，（B5）式における価値関数U（・）をユニー

クにみつけることができるか，ということになる．こ

れについては，議論がテクニカルになるため，本稿で

は紹介しないが，（B5）式について，完備距離空間（バ

ナッハ空間）における価値関数U（・）についての縮小

写像を用いることにより，レ（・）の唯一性（関数

U（・）についての不動点のようなものの存在）を証明

することが．可能となる（この点についての詳細は，

Stokey　6’α～，（1989）やLjungqvist　and　Sargent（2004）を

参照されたい），

補論C：周辺尤度の修正調和平均推定量

　MCMCを用いた周辺尤度の計算にはいくつかの方

法が提案されているが，本稿では，DSGEやDSGE－
VARモデルの先行研究に従い，　Geweke（1999）によ

って提案された修正調和平均推定量を用いている．以

下では，条件である払やハ4」を省略して，周辺尤度

を∫（r）と表すことにする．まず，g（θ）を何らかの

確率密度関数であるとすると，以下の式が成り立つ．

　　　　　9（θ）
　　E　　　∫（刻θ）∫（θ）

　　　一∫∫（9（θ）rlθ）∫（θ）∫（θlr）4θ

　　　　　　　9（θ）　　　／（r1θ）∫（θ）　　　　∫　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゴθ　　　　　∫（rlθ）∫（θ）　　∫（r）

　　　一∫鶏6θ

　　　一∫（｝）∫・（θ）ゴθ

　　　一∫（￥）・　　　　　　（c1）

したがって，周辺尤度は事後分布からサンプリングさ
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れた（θ1，…，θのを用いて以下のように推定できる．

　　　　　　　　　　　1
　　∫（r）＝
　　　　　　　　　　9（θ）
　　　　　　　E　　　　　　　　∫（｝アθ）∫（θ）

　　　　　・糖∫（9（θご）γ1θゴ）∫（α）一L・（c2）

　Newton　and　Raftray（1994）は，　g（θ）＝∫（θ）とす

ることを提案している．そうすると，（C2）式は以下

のように簡単になる．

　　　　　…嚇急，、’1の／－1・・C・・

これは，周辺尤度の調和平均推定量と呼ばれる．しか

し，∫（y『1θ∂は0に近くなることがあるので，そう

すると値が不安定になる．

　この問題を解消するために，Geweke（1999）は
ρ（θ）を以下の切断正規分布にした修正調和平均推定

量を提案している．

　σ（θ）；τ一1（2π）一々2Σ1－12

　　　　　・xp一壱（・一・）・Σ一・（・一・）

　　　　　×1「［（θ一μγΣ一1（θ一μ）≦F暴1（τ一）】．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（C4）
ここで，んはθの次元（パラメータの数），F暴1（τ）は

自由度々のκ2分布の累積分布関数の逆関数である．

本稿では，τ＝0，95とした．また，Geweke（1999）に

従い，μとΣを，それぞれ事後分布からサンプリン

グされたθの標本平均と標本分散共分散行列にした．

∬［弓は括弧の中の不等式が満たされれば1，満たさ

れなければ0となる指示関数である．

　この修正調和平均推定量では，θの値として極端な

値がサンプリングされた場合に，（C2）式のg（θ1）／

げ（γ1θ∂∫（θ，）］が0になるため，周辺尤度の値が

不安定になるのを防ぐことができる．ただし，本稿の

分析では，合理的均衡が一意に求まらないθの範囲

を切断しているので注意が必要である．事前分布
∫（θ）とg（θ）に関しては，切断していない範囲で積

分して1になるように基準化定数を掛ける必要がある．

∫（θ）に関しては，表1に示されている事前分布から

θを10ρ00回サンプリングし，そのうち切断されて

いない範囲から筋回サンプリングされだとすると，
10000／／＞ノを基準化定数とした．また，g（θ）に関し

ては，（C4）式の多変量正規分布からθを10，000回サ

ンプリングし，そのうち切断されていない範囲からサ

ンプリングされ，かつ（C4）式の指示関数の括弧の中

の不等式を満たした回数をNg回とすると，10000／莇

を基準化定数とした．

　また，このようにして計算した周辺尤度はあくまで

も推定値であり推定誤差を含むことにも注意が必要で

ある．そこで，本稿では，対数周辺尤度の標準誤差も

デルタ法によって計算している．

補論D＝DSGEモデルとDSGE－VARモデルのインパ
　　　ルス応答関数
　DSGEモデルで，例えば，1期に仰の金利上昇が
あった場合の，YGR，　INFL，　INTのインパルス応答関

数を導出するためには，
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　　　　　　　…｛［繍％1；1　・D1・

を（90），（91）式に代入すればよい．具体的には，

DSGEモデルのパラメータθの値が与えられれば，
金利ショックのん期のインパルス応答は以下の式か
ら計算できる．

　　　1R融（θ）＝Z×0を一1（θ）×Oo（θ）×ε1，

　　　ε1＝［σR，，，0，0］’．　　　　　　　　　　　　　　（D2）

ここで，’R融（θ）は3×1のベクトルで，上から，

YGR　INFL，　INTのインパルス応答関数に対応してい

る．ただし，図3と図4では，YGRではなく，
LNY（YGRFLNYrLNY，一1）のインパルス応答関数
を示している．01（θ），0。（θ）は，ランダム・ウォー

クMHアルゴリズムによりDSGEモデルのパラメー
タをサンプリングすることに計算できるので，ランダ

ム・ウォークMHアルゴリズムをM回繰り返せば，
M個の∬R勲（θ）を計算することができる．これは，

∬R即（θ）もパラメータと同時に事後分布からサンプ

リングしていることになり，∬R勲（θ）の事後平均は

その標本平均，90％信用貸問は，’R即（θ）を大きさ

の順に並べ替え，上5％と下5％の値を抽出すること

により導出できる．財政支出ショックや生産性ショッ

クについても同様である．

　これに対して，DSGE－VARモデルでインパルス応
答関数を求めるためには，工夫が必要である．便宜⊥，
窃＝［εR，ノσR，εg，ノσg，∈るノσ。1’と定義すると，VARモデ

ル（107）式の誤差項π，を構造ショック6によって以

下のように表現する必要がある．

助＝Σ，7Ωδ，． （D3）

ここで，Σ，．はΣ躍をコレスキー分解した行列，Ωは

直交行列である．このΣ，．とΩが求まれば，

　　　　　　　・一｛脇1：：1＝1

として（δ心；σ託榔なので，

（D4）

　　　　　　　　　　　　　これは（D1）と同じ），

（D3）式をVARモデル（107）式に代入すると金利ショ

ックのインパルス応答関数を求めることができる．

　しかし，VARモデルの尤度はΣ、に依存するが，
（D3）式より，

　　Σμ＝Σf7ΩE［δ，δ11Ω’Σ1ア＝Σ，．ΩΩΣ｝，＝Σ，．Σ1，

となるので，Ωはデータからは識別できない．そこ
で，本稿では，An　and　Schorfheide（2007）やDel　Neg－

roθ’α’，（2007）に従い，　DSGEモデルにおけるショッ

クの起きた1期のインパルス応答関数からΩを求め

る，DSGEモデルにおける金利ショックεR，1＝
仰（6、＝1）に対する1期のインパルス応答関数は，

DSGEモデルのパラメータθの値が与えられると，
（D2）式で々＝1とすれば1RR，1（θ）として求まる．財

政支出ショックや生産性シ。ックについても同様に1

期のインパルス応答関数1Rg，1（θ），1凡，1（θ）を導とll

できる．∬R1（θ）＝「∬RR，1（θ）JRg，1（θ）JRz，1（θ）1

とすると，これはQR分解により，以下のように一意
に分解できる．

　　　儲ガ・R1（・・一・淳・・・・・…．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（D5）

ここで，Σ訳θ）は下三角行列，Ω★（θ）は直交行列で

ある．（D3）式のΩを（D5）式のΩ★（θ）で置き換える．

　そこで，ランダム・ウォークMHアルゴリズムに
より，DSGEモデルのパラメータθをサンプリング
し，さらに，それを条件とする事後分布（124），（125）

よりΣ。とΦをサンプリングすれば，以下のように

DSGE－VARにおける金利ショックのインパルス応答
関数を求めることができる，

　［1］　Σ．をコレスキー分解して，Σ，，を求める．

　［2］　（D5）式から，Ω★（θ）を計算し，Ω＝Ω＊（θ）

　　とする．

　［3］　［1］，［2］で計算したΣ，。，Ωと（D4）式を（D3）式

　　に代入し，それをさらにVARモデル（107）式に

　　代入することで，金利ショックのインパルス応答

　　関数を求める．

これもランダム・ウォークMHアルゴリズムにより，

DSGEモデルのパラメータθをサンプリングするこ
とに計算できるので，ランダム・ウォークMHアル

ゴリズムをM回繰り返せば，M個のインパルス応答
関数を計算することができ，その標本平均として事後

平均を，大きさの順に並べ替え，上5％と下5％の値

を抽出することにより90％信用区間を導出できる．

財政支出ショックや生産性シ。ックについても同様で
ある．

　　（日本銀行金融市場町・一橋大学経済研究所）

　注

　＊　本研究は，一橋大学グローバルCOEプログラム
「社会科学の高度統計・実証分析拠点構築」と文部科学
省科学研究費基盤A「金融危機下のマクロ経済政策の
計量分析」（代表者：渡部敏明）から助成を受けている．

一一 ｴ大学定例研究会参加者および討論者の廣瀬康生氏
（慶応大学）から多くの貴重なコメントを頂いた．また，

本稿で使用した日本のマクロデータは，中島上智氏（日

本銀行）に作成してもらった．さらに，中島L智氏と大
塚芳宏氏（一橋大学大学院経済学研究科博士課程）には本

稿の誤りをチェックしてもらった．ここに記して感謝の
意を表したい．本稿に示された内容は，筆者たち個人に
属し，日本銀行の公式見解を示すものではない．また，
本稿に残っている誤りはすべて筆者たちの責任である．

　1）DSGEモデルのMCMCを用いたベイズ推定法に
ついて解説した文献には，An　and　Schorfheide（2007），

Canova（2007），　Delong　and　Dave（2007），　Fernandez－

Villaverde（2009），Pytlarczyk（2007）などがある．

　2）　Dynareは，　http：／／dynare，org／からダウンロー

ドできる．Dynareについて詳しくは，上記サイトや
Jillard（2001）を参照されたい．本稿の推定ではDynare

は用いておらず，Frank　Schorfheideのホームページ
http：／／www．econ，upenn．edu／㌔schorf／research．htmを参

考に，すべてGAUSSを使ってプログラミングした．た
だし，合理的期待均衡を導出するプログラムは，
Christopher　Slmsが作成したgensysのGauss版をhttp：
〃www．econ．upenn．edu／、schorf／computlnghtmよりダ
ウンロードして利用した．他のソフト（Matlab，　R，
Octave）用のgensysは，　http：／／sims．　princeton．　edu／

yftp／gensys／からダウンロードできる．

　3）線形状態空間モデルをVARMAモデルで表した
場合のMA項の反転可能性については，　Fernandez－
Vmaverdeρ’α～．（2007）を参照されたい．

　4）　Sims（2003）はこうしたアド・ホックなトレンド
の除去についても批判している．

　5）名目変数が含まれないことが多かったこともあり，
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リアル・ビジネス・サイクル・モデル（実物景気循環モ

デル）と呼ばれるようになった．

　6）独占的競争を組み込んだりアル・ビジネス・サイ
クル・モデルについては，例えば，Homstein（1993）を
参照されたい，

　7）本論点については，様々な見解が提示されている．
ここで挙げられた論文のほかに，例えば，Christianoρ’
α～．（2004，2006），Gali　and　Rabana1（2005），　Ercegρ’σ／．

（2006），Fernald（2007），Chari　6’α～，（2008）を参照されたい．

　8）　後ほど紹介する現夷説明力の高いモデルは，これ
らに実質硬直性などの調整メカニズムが加えられている．

　9）本来，同一であるべき価格が異なるため，企業毎
の労働投入量に違いが生じ，最適な資源配分が達成でき

なくなる，

　10）　合理的期待ではなく，経済主体が過去の変数よ
り，なんらかの計量モデルに従い将来の期待を決定する

ようなラーニングについては，Evans　and　Honkapohja
（2001）を参照されたい．

　！1）　ストック変数や変化率変数の時点の書き方につ

いては，補論Aを参照．
　12）　ここでは，家計が資本ストックを保有している．

家計が金融雪濠のみを保有し，こ．れを運用資金として銀

行が資本ストックを保有するような定式化にしても，同
様の解が得られる．
　13）Christiano（2002），Slrns（2002）が収録されている

Computational　Economicの20巻1－2号は，線形合理的
期待モデルの解法特集号となっており，このほかにも，
King　and　Watson（2002）による手法も紹介されている．

King　and　Watson（2002）は，基本的には，　Blanchard　and

Kahn（1980）の．忍法に基づくもので，逆行列を計算する

ために，行列のreductionを自動で行うことが可能とな
っている．行列が特異の場合については，L記のような
reductionを行う方法よりも，最近では，　Shur分解を用
いるものが多い．詳細については，Klein（2000）や後述

するSims（2002）を参照されたい，

　14）主観的割引率が1より小さく設定されるような
通常のモデルでは，Blanchard　and　Kahn（1980）条件は満

たされることが多い．これが満たされないようなモデル
については，例えば，Farmer（1999）が詳しい．なお，
ここでは，定常状態の非決定ではなく，パスの非決定に

ついて議論していることには注意が必要である．また，
線形近似モデルで解の唯一性が満たされたとしても，非
線形モデルでこれが満たされるとは限らない．この点に
ついては，補論Bを参照，
　15）　ここでは，一般化された未定計数法による解法
を紹介するが，未定計数法自体については，例えば，
McCallum（1983），Campbell（1994）．Uhlig（1998）を参照，

　16）MATLABでは，ノηをXの行田とした場合，
一寸ρρぽ謬×凪Dでこのような変換が可能，
　17）非決定の下でのDSGEモデルの推定については，
Lubik　and　Schorfheide（2004）を参照されたい．

　18）　Sims（2002）の解法は，　yJln＊において，列（1

より大きい固有値）の数が行（期待変数）の数より多かっ

たとしても，行列が特異であれば，合理的期待をユニー
クに決められる可能性を排除しない．なお，このroが
正則行列の時の説明はHirose（2008）を参照した．

　19）　なお，下に示すように，実際には，これをモデ
ルの構造パラメーターで決めることはできない．Lubik
and　Schorfeide（2003）によって示されたように，ある過

程に従い，カリブレートする手法もあるが，推定等を行
う必要がある．詳細は，Lubik　and　Schorfheide（2004）を

参照されたい．

　20）厳密には，アロー証券の残高は，マクロではゼ
ロとなるため，各家言廿の問題として表現される必要が
ある．
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　また，アロー証券の購入は，E，［（⊇，＋ロS，＋1］一Σ5，．、

Q，（∫，＋11副）∫f（∫，＋1げ）として，リターンはS，＝S，（鉱か

と表現されるべきである，ここでは，簡便化のため，簡
略的な表記法を即いた．なお，δfは状態を示す．

　21）　この仮定の下では，効用関数が消費，実質貨幣
保有，余暇に関して加法分離ではなくても，経済は均衡
成長経路を辿ることができる．
　22）　なお，金利とインフレ率については，乖離幅と
なる．

　　　　　f，司n（1十ガ，）一ln（1＋の㌃ガーガ．

　23）　カルマン・フィルターについて詳しくは，Dur－
bin　and　Koopman（2001），　H　arvey（1983），　K　im　and

Nelson（1999）などを参照されたい．

　24）　これらは，パラメータの値だけ与えられ，デー
タがない場合の∫，の期待値と分散共分散行列である．
また，⑭はクロネッカー積をを表す．

　25）　ベイズ推定やMCMCについて詳しくは，小
西・越智・大森（2008），中妻（2007），和合（2005）などを

参照されたい．

　26）　MHアルゴリズムについては，　Chib　and　Green－
berg（1995）を参照されたい．

　27）　［1］で事後分布の対数値のモードとその下でヘッ

シアンを計算する必要があるが，モードは基準化定数と
は関係なく，また事後分布の対数値では基準化定数は積
ではなく和になるのでヘッシアンの計算にも関係ない．
　28）burn－inの問にπとσを適応的に調整する適応
的（adaptive）ランダム・ウォークMHアルゴリズムと呼

ばれる方法もある．この方法については，Roberts　and
Rosenthal（2007，2009）、　Rosenthal（2010）を参照された
し、．

　29）　An　and　Shorfheide（2007）は，テーラールールを

（51）式の需給ギャップルールから，GDP成長率ルール

　　　品一廓（3）吻（　｝｛，γ兄一L）喉糟

に変えると，事後分布が単峰でなくなるとの結果を報告

している．他の例については，Chib　and　Ramamurthy
（2010）を参照されたい．

　30）　小西・越智・大森（2008）を参照されたい．

　31）平均に差がないというのは収束の必要条件であ
り，十分条件ではない．

　32）最初の餓個と最後のMβ個の間にM－MA一
・Vβ＝0．4〃「品分の間隔を空けているのは，θAとθβを無

相関にするためである．

　33）　古典的な標本学派の統計学では，パラメータが
定数で標本が確率変数であるのに対して，ベイズ統計学
ではパラメータが確率変数で標本が定数である．そこで，
これは標本学派の信頼区間（confidence　interval）と異な

るため，鈴木（1978）に従い，信用区間（Bayesian　credi－
ble　interval）と；1乎ぶ．

）
）
）

4
r
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ρ
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3
3

Hamilton（1994）を参照されたい．

Chib（2001）を参照されたい．

事前分布と事後分布が同じ分布になるような事
前分布を自然共役（natural　conjugate）の事前分布という．

37）DSGEモデルの事前分布を設定する他の方法や
事前分布の推定結果への影響については，Del　Negro
and　Schorfheide（2008）を参照されたい．

　38）Lubik　and　Schorfheide（2004）を参照されたい．

　39）　ゼロ金利前の山妻をいつまでにするかは議論が
分かれるところである、例えば，Sugo　and　Ueda（2008）

では，1995年第IV四半期に翌H物コール・レートが
α5％まで下がっているので，そこまでをゼロ金利前の
期間と考え推定を行っている．

　40）一人当たり実質GDPとインフレ率は季節調整
済みのデータを用いた．名目利了・率については，1988
年11月以前は有担保コール翌ロ物を，それ以後は無担
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保コールを用いた．インフレ率については，1989年4
月の消費税導入と1997年4月の消費税率引き上げの影
響を調整した，

　　41）DSGE－VARモデルについてより平易に解説し
たものにDel　Negro　and　Schorfheide（2006）がある，

　　42）無情報事前分布については，Zellner（197！）を参
照されたい。

　43）　詳しくは，Zellner（1971）を参照されたい．

　44）　詳しくは，Zellner（1971）を参照されたい．

　45）　より厳密な分析のためには，ラグ次数も周辺尤
度により選択すべきであるが，マクロ変数の四半期デー
タを用いたVARモデルの推定ではラグ次数を4とする
ことが多いので（An　and　Schorfheide，2007；Del　Negro　6’

α1．，2004，2007），ここでもそれに倣った，

　46）　そうした財政政策と変数問の内生的関係を考慮
してVARモデルを推定している研究に，　Blanchard
and　Perotti（2002）がある．

　47）An　and　Schorfheide（2007）は，対数線形近似だ
けでなく，Schmitt－Groh6　and　Uribe（2006）のアルゴリズ

ムを用いて2次近似した場合の推定も行っている．
　48）　完全予見ではないが，特殊な確率過程（例えば，

マルコフ連鎖）を仮定した上でのシミュレーションは，
例えば，Eggertson　and　Woodford（2003）やAdam　and
Billi（2006．2007）で行われているが，一般的な確率過程

の下でのシミュレーション自体がいまだ実現していない，
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