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1 はじめに

ウェーブレット解析の始まりは,1980年代初更削こフランスの石油探査技師JMorletが考案した解

析手法にあるとされている (文献 【3】),Morletは,油床が存在する地層を特定化するために地中に振

動を与え,人工的に作り出された地震波を解析する研究に従事していたが,実際に観測される地震波

は,油床以外の地層や異質物の影響により,多くの不規則で局所的なノイズを含んでおり,伝統的な

フーリエ変換による解析方法では満足のいく結果が得られなかった.すなわち,規則的な三角関数の

重ね合わせだけでは,ノイズを含んだ地震波を表現することに限界があった.そこで,短い波 (ウェ-
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プレット)を局所的に拡大縮小したり,平行移動したりすることにより,地震波を時間と周波数の両

面から解析する手法を考案したのである.これがウェーブレット解析の始まりである,

このように,ウェーブレット解析は,きわめて実用的な理由から工学の分野で生まれた手法である.

したがって,当初は,工学的な観点から叙述された昏物が多かったが,その後,Daubechies(1]らに

よって,数学的な観点からウェ-フレットの理論が楕簸化された.ウェーブレット解析は,フーリエ

解析と同様に実解析の分野において,現在でも数学の研究対象である (文献 【2】),

他方,本音で扱っているウェーブレットは,統計科学におけるデータ解析の手法としてのウェーブ

レットであり,この分野における書物としては初めてのものである.ウェーブレットの耗計的手法が

応用されるデータは,主として,画像データと時系列データに大別することができるが,本音では時

系列データに焦点を絞って議論が進められている.

2 本書の構成と概略

本尊は11の章からなっている.まず,第1章は,ウェーブレットの基本的な考え方が連続時間確率

過程の場合に説明されている.そのために,まず,

/_:"i)di-0,エ 02(i)dl-1

をみたすウェーブレット関数 4,(i)が導入される.第1の条件は,¢(i)が0の周りを上下運動する様

子を想起させる.第2の条件は,その上下過勤の全体が有限であることを示唆する,このとき,R上

で2乗可積分な連続時間時系列 tx(i))のウェーブレット変換は,

ca勅 x)-去 エ x(i)o(誓 )dt-rwx(i)ia･bHdt
で走兼される.ここで,ia.i(i)-4,((i-b)/a)/､/甘 (o<a<∞,-∞ <b<∞)である.パラメー

タaは,波長の拡大 ･縮′トを制御するスケール･パラメータであり,aが小さいほど波長を縮小し,大

きくなるにつれて拡大する.この意味で,1/aが周波数の役割を果たすことになる.他方,いまシフ

ト･パラメータであり,波長の拡大 ･縮小の基準時点を調整する時間的な役割をもっている.

例えば,最も単純なウェーブレット関数であるHaar関数

1

-7貢 (-1`t≦0),

中H(i)-
1
こ7≡=
(0<t≦1),

0 otherwise
に対するウェ-プレット変換は,

ca,b(如 ,-去 [芦 (t,dt-L ax(i,dt]

となる.これは,時点bで隣り合う幅aの2つの区間上でのT(i)の平均 (の走数倍)の差を計算した

ものである.パラメータaを大きくすれば,I(i)の大局的な振る舞いを見ることができ,小さくすれ
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ば,居所的な振る舞いを見ることが可能になる.もっと一般のウェーブレット関数を使ったウェーブ

レット変換では,このような単純な解釈は困難であるが,基本的な役割は同じである.第1章の後半

では,本音の中心である離散時間時系列のウェーブレット変換 (DWT)が説明されている.

第2章ではフーリエ解析,第3章では直交変換について,それぞれ統計学的な観点から説明されて

いる.例えば,第2章では,時系列データに対するフーリエ変換のさまざまな性質が述べられ,第3

章では,データ変換の際に有用な直交行列が詳しく説明されている.

これらの準備の後,第4章ではDWTがフィルターの概念を使って議論されている.ここで使われ

ているウェーブレットは,DaubechleSl1】により考案されたDaublets,対称性をもつSymmlets,そ

して,モーメント消失条件を課したCol且etsなどである.DWTは,データ数Tが2のべき乗の場合

に,Tのオーダーで計算可能であることが示される.そのための方法は,ピラミッド･アルゴリズム

と呼ばれ,計算方法が詳しく説明されている.ウェーブレットは,レベル1において最も解像度の高

い,高周波の変換をもたらす.そのために,局所的な時点での計算が必要であり,その結果,最も多

くの要素T/2個を含むことになる.一般に,レベル)においてはT/23個のウェーブレットが計算

されるが,レベルが上がるにつれて,次第に解像度の低い,低周波の変換に移行するので,大局的な

時点での計算となり,要素も少なくなる.

第5章では,直交しないウェ-フレット変換として,MaxlmalOverlapDWT(MODWT)が説明さ

れている.通常のDWTが,レベルJにT/2J個のウェーブレットをもたらすのに対して,MODWT

は,downsamplingせずに,各レベルにT個のウェ-プレットをもたらす.したがって,MODWT

は,変換の際に重複やムダを生じる.計算塁もTlog2Tに増えることが知られている.しかし,(1)

標本サイズが2のべき乗でなくともよい,(ii)結果が時系列の初期時点の取り方に依存しない,(iii)

原系列との位相のずれを生じない,などのDWTにない利点がある.

第6章は,離散ウェーブレット パケット変換 (DWPT)について論じている.DWPTは,各レ

ベルに同数のT個の要素をもたらし,しかも,レベルJにおいては周波数を2J個の周波数帯に等分

割した上で,各周波数帯にT/23個の要素を振り分ける変換である.したがって,各レベルにおい

て,よりきめの細かい周波数成分を抽出する働きがあるので,季節性を含むようなデータの分析に適

している.DWPTは,DWTと同様に直交ウェーブレット変換である.さらに,DWPTに対して

ち,downsampllngせずに,各レベ)i,の各周波数帯にT個のウェーブレットをもたらす非直交変換と

して,MaximalOverlapDWPT(MODWPT)が説明されている.

第7章は,統計学と時系列解析の基礎について述べられている.時系列解析の説明では,長期記憶

過程,フラクショナル･ブラウン運動 (fBm),1/Jノイズをもつ確率過程などが紹介されている.こ

れらの確率過程は,ウェーブレット変換が長所を発揮できるクラスであり,モデルの推定にとって,非

常に有用である.この点については,第8章および第9章で詳述されている.

第8章では,原系列が非定常な長期記憶過程やfBmであっても,ウェーブレット変換することによ

り,レベルごとに,ほほ無相関で定常な系列が実現することが示される.したがって,レベルごとの分

散は時間に依存しないものとなり,それはウェーブレットから推定可能となる.この分散をウェーブ

レット分散という.この章では,そのような性質をもつような実際のデータを使って,ウェーブレッ

ト分散が推定される.

第9章では,ウェーブレット分散の推定を一歩進めて,モデルに含まれる差分パラメータの推定が
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考察されている.すなわち,次の長期記憶モデル

(1-L)dxt-ut-¢~1(L)0(L)Et (i-1, ,T)

を考える.ここで,Lはラグ･オペレータ,utは定常な誤差項であり,dが推定すべき差分パラメー

タである.ここで,ウェーブレット フィルターの帽 m をm≧2dとなるように取れば,DWTの各

レベルごとの定常性が保証される.このとき,レベルJのウェーブレット分散は時点に依存せずに,

J32-紀11/,2,監 2-霊,'L2.JS‡ee22:.I:Ll22-
で与えられる.ここで,H3,m(W)は,幅m,レベルJのウェーブレット･フィルターの伝達関数であ

る･今,ウェーブレット･フィルターがオクターブ周波数帯 [-1/2㌔11/2'+1】と【1/23+1,1/23]上

のバンド パス ･フィルターで近似できる場合を考えると,

lH,,帆(W)E2FS 23 (宗 引 ul≦芸のとき),
0 (その他)

となる.バンド･パス･フィルターは,いわば理想的なフィルターであり,有限幅のフィルターでは

実現不可能であるが,現実にはフィルターの幅mを大きくすることで上の近似式が正当化される.さ

らに,各オクターブ周波数帯上で EO(e27rM)l2/IQ(e27TW)l2を定数とみなすことができれば,次の近似

式が成り立つ :

: ll-/

=K243d

10(e27TIU)l2

(sln2,,W)佃 (e27TW)l2

この近似式において,未知のウェーブレット分散0,2を･与えられたデータのDWTから得られる

各レベルの標本分散3,2で置き換えることにより,レベルごとの対数線形回帰式

log6,2-a+dlog43+e, (3-30,30+1, ,Jl)

が得られる.これから,差分パラメータdを最小2乗推定により求めることができる.ただし,ウェー

ブレット回帰では,近似 sin~2du;W -2dを使っており,レベル1では無効なので,Joは少なくとも

2である.第9章では,最尤推定も行っており,最′J､2乗推定よりも精度がよいことが示されている.

第10章は,シグナルに経書が加わった観測値から,シグナルを抽出する問題を扱っている.基本

的な考え方は,ウェーブレットの中で,絶対値が開催を超えないものを取り除いたあとで,ウェーブ

レット逆変換することにより,シグナルを推定しようとするものである.その際,開催の設定が問題

となり,さまざまな方法が議論されている.

最後の第11章は,ウェーブレットの数学理論を論じた章であり,多重解像度解析による関数の近似

方法やDaubechleSのウェーブレットの導出方法などが説明されている.
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3 本吾の長所

本雷の長所としては,まず,説明が丁寧であり,self-contalnedである点が挙げられる.ウェ-ブ

レソトの数学理論に関しても,また,統計学の理論に関しても,わかりやすく,きちんと述べられて

おり,他の沓物を参照することは不要である.読者の理解を第一義に考えており,本文で述べている

事実についても,読者の理解を深めるために多くの問題が本文の間にはさまれ,それらの完全な解答

が巻末に載せられている.そして,各章末にも,発展的な練習問題が提供されている.さらに,筆者

らは,次のUR上に本番のためのサイトを作っている.

http//faculty.washington.edu/dbp/wmtsahtml

このサイトでは,本番を講義用に使用する際のノート,実際に使われたデータのファイル,ウェー

ブレット解析のためのソフトウェアの紹介,章末の練習問題の解答などが入手できる.これらの便宜

を図っている著者らの姿勢は,本番の内容と相まって,極めて教育的であり,非常に高く評価される

と考える.

本音は,ウェーブレット解析を従来の時間解析やフーリエ解析と比較しつつ,その有効性を統計学

的に丹念に解き明かしたものであり,理論と応用が絶妙のバランスで配置されている ウェーブレッ

トの理論に興味をもつ読者と応用に興味を持つ読者双方にとって,非常に貴重な書物である.欲を言

えば,多次元時系列のウェーブレット解析にも触れてはしかったという気がするが,それはウェーブ

レット解析の今後の課題でもあろう.
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