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時変ベクトル自己回帰モデル

� サーベイと日本のマクロデータへの応用�
�

中島上智� ・渡部敏明�

概 要

マクロ経済変数を分析する時系列モデルとして� 時変ベクトル自己回帰 �������	
��� ����

モデルが注目されており� 近年� 様々な拡張が試みられている� 本稿では� このモデルについて
解説を行うとともに� モデルの構造および実証研究における最近の展開について概観する� こ
のモデルはマルコフ連鎖モンテカルロ ��	
��� ��	�� ����� �	
��� �����法を用いてベイ
ズ推定することが多いので� そうした推定方法に関して詳しく説明する� また� 日本のマクロ
データを用いたモデルの推定結果を紹介するほか� 予測精度を基準としたモデル比較を行う�

��� ��	�����	���� �� ��! �""� �"#� �$%� �#"� �#%� �#%

� 序論

ベクトル自己回帰 ������� �	����
������� ����モデルは� ����年ノーベル経済学賞を受賞し

た����������� ����の研究 ����� �������を先駆けに経済時系列データの有力な分析手法として

広く用いられるようになった� 特にマクロ経済学では� 経済の内生的なシステムと外生的なショッ

クを識別することにより� 経済理論の実証分析や金融政策の波及効果等を定量的に分析するフレー

ムワークとして定着した �例えば� ������ �� ��� ������� �������� � �� ��� ������� 照山 ������� 宮

尾 ������を参照�� これまで様々な拡張が議論されてきたが� 近年では� 経済構造や金融政策のス

タンスが時期によって変化するという考え方を基に� システム内のパラメータが時間を通じて変

化するという構造を加えた� 時変����!���"��#� 
 ����モデルが従来の���よりも柔軟性の

高いモデルとして注目を集めている� 本稿では� この時変���モデルについて詳しく解説するほ

か� 日本のマクロデータを用いた実証分析を紹介する�

�本研究は� 一橋大学グローバル ���プログラム「社会科学の高度統計・実証分析拠点構築」� 文部科学省科学研究
費基盤研究 ���「金融危機下のマクロ経済政策の計量分析」�代表者：渡部敏明�� 文部科学省科学研究費基盤研究 ���
「金融リスクと経済行動のベイズ計量経済分析」�代表者：大森裕浩� から助成を受けている� 一橋大学経済研究所定例
研究会参加者および討論者の石原庸博氏 �一橋大学経済学研究科�から多くの貴重なコメントを頂いた� ここに記して
感謝の意を表したい�

�デューク大学統計学部博士課程� �	
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まず� 時変 ���モデルが提案されるまでの議論を概観する� 従来の ���モデルは� その推計

の容易さもあって� 経済理論の検証に有用な手段として幅広く用いられてきたが� システム内の

パラメータが時間を通じて一定であるという仮定に疑問が呈され� 様々なモデルの拡張が試みら

れた� その背景には� いわゆる「ルーカス批判」��	��� ���$��� にもあるとおり� 人々の経済行

動および期待が変わることで� 経済変数間の相互関係も変化する可能性が指摘された� そのため�

�� �� ����%�� ���� ����%�� ����& � ' (���� ������等によって� ���モデルの係数がランダ

ム・ウォーク過程やマルコフ・スイッチングモデル �)�� � ' *�+�� �������等に従って� 時間を

通じて変化するモデルが開発された�

��
+�# � ' ���
� � ������は���モデルの係数がランダム・ウォークに従う� 時変係数 �!���"

��#� 
 ���Æ��� �����モデルを用いて米国のマクロデータの分析を行った� この論文に対して

���� ������と ����& ������は� 係数だけでなく構造ショックの分散も時間を通じて変化している

可能性を指摘した� もし現実に係数もショックの分散も時変である場合� 分散を通期一定として係数

のみを時変にした ���モデルをあてはめると� 分散の変動までも時変係数で捉えてしまうことに

なり� 推定値にバイアスが生じる可能性を示唆した�� � この指摘に応える形で� ��
+�# � ' ���
� �

����,�は時変係数 ���の構造ショックの分散に確率的ボラティリティ����������� �+���+��#� ���

モデルを仮定し� 米国データについて再推計した結果を報告している�� � さらに -�������� ����,�

が構造ショックの同時相関のパラメータも時変にしたことによって� 今日よく用いられている時変

パラメータ ����!���"��#� 
 ��������� ���� !�-"����モデルが確立する�

構造ショックの分散に用いられている ��モデルは� 元々� 計量ファイナンスの分野で株価や為

替レート等の資産収益率の時系列データを分析する際� �次のモーメントであるボラティリティが

時間を通じて変化するモデルとして広く用いられてきた �例えば� .�#��+� �� ��� ������� �������'

����,�� 渡部 ������ を参照�� ��モデルの推定はボラティリティを潜在変数とする非線形状態

空間モデルであるため� 最尤法による推計が困難である� 代わりに� ベイズ推定法の枠組みにお

けるマルコフ連鎖モンテカルロ �/��&� ���� /� �� ���+�� /�/��法を用いた研究が多い�

!�-"���においても� 係数だけが時変の場合はカルマン・フィルター等を用いた最尤法で推定

できるが� 構造ショックの分散に ��モデルを仮定した場合は� ��
+�# � ' ���
� � ������ ���,��

-�������� ����,�に倣って/�/�法で推定することがほとんどである� 本稿では� /�/�によ

る!�-"���モデルの推定方法を詳しく解説する�

本稿では� 日本のマクロデータを用いて !�-"���モデルを推定するほか� 予測精度を基準と

したモデル比較を行う� ���モデルのパラメータを時変にすることによって� 予測精度がどのよ

うに向上するかを検討する� 様々な時変パラメータの組み合わせを比較することにより� 予測精度

��どのようなバイアスが生じるか� ������
� � !""�� がシミュレーション・データを使って議論している�
��それ以前に #��$ �"%%&�等が構造ショックの分散に確率的ボラティリティを用いている�

�



と時変パラメータの関係を分析しているのが本稿の特徴である�

本稿の構成は以下の通りである� まず� 第 �節で!�-"���モデルの構造について説明する� 次

に� 第 %節では� /�/�法を用いた !�-"���モデルの推定方法について解説する� 第 0節では�

時変 ���モデルの最近の展開について説明する� さらに� 第 ,節では� 日本のマクロデータを用

いたモデルの推定結果および予測精度を基準としたモデル比較を紹介する� 最後に第 �節で本稿

のまとめを行うとともに今後の発展について述べる�

� �������モデル

ここでは� -�������� ����,�によって提案された !�-"���モデルを説明する� �個の変数を

�� 1 ����� � � � � ����
�として� 次のラグ次数 �の���モデルを考える�

�� 1 �� 2������� 2 � � �2������� 2 ��� ���

�� � �������� � 1 �2 �� � � � � �� ���

ここで �� は �� � ��の時変定数項ベクトル� ��� は �� � ��の時変係数行列 �	 1 �� � � � � ��� �� は

�� � ��の誤差項ベクトルである� 誤差項 ��は� ���式の通り� 平均 �� 時変共分散行列 ��の �変

量正規分布に従うと仮定する� 時変共分散行列 ��は� 通常� コレスキー分解によって次のように

展開される�

�� 1 �
��
� ���

�
��

���

� � �%�

ただし� ��は対角成分が全て �の �� � ��の下三角行列

�� 1

�
�������

� � � � � �


��� �
� � �

���
���

� � �
� � � �


��� � � � 
������� �

�
�������

�

また� ��は �� � ��の対角行列
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�
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� � �
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である� ����は変数 	の構造ショックの �時変�分散� 
���は変数 �の構造ショックが変数 	に与える

�時変�同時相関のパラメータである� 式を見やすくするために� 定数項と係数を横に並べた行列

3������� � � � ����4の各要素を行ごとに一列に並べた ����� ��ベクトルを ��とおく� また� これに

対応するように�� 1 	� � ��������� � � � ��
�
����と定義すると �ただし� 	�は � � �の単位行列� �

はクロネッカー積�� ���"�%�式は� 次の式に書き換えられる�

�� 1 ���� 2�
��
� ��
�� �0�


� � ���� 	��� �,�

ここで� 
� 1 ���� � � � � ���
�は基準化された構造ショックである�

次に� 時変パラメータの時系列構造を仮定する� ��の下三角成分を行ごとに一列に並べたベク

トルを �� 1 �
���� 
���� 
���� 
���� � � � � 
��������
�とおき� ��の対角成分を ��� 1 +�
 ����と変換した

上で一列に並べたベクトルを �� 1 ����� � � � � ����
�と定義する� !�-"���モデルにおける時変パ

ラメータは ����������であり� 多くの場合� 次のランダム・ウォークに従うと仮定される�

���� 1 �� 2 ���� ���

���� 1 �� 2 ���� �$�

���� 1 �� 2 �	�� ���

ただし�

�
������


�

���

���

�	�

�
������

� �

�
������
��

�
������

	� � � �

� �� � �

� � �� �

� � � �	

�
������

�
������

�

ここで ,つの留意点を述べる� �点目は� �%�式のコレスキー分解は���のショックの識別方法

としてのリカーシブ制約 ����� �������に相当する� リカーシブ制約はその使いやすさから多く

の文献で用いられているが� �������� � �� ��� ������等で指摘されているように複雑な経済理論

に基づいた構造ショックの識別を目的とする場合は� ��に別の形の制約が必要となる� 以下で述

べる!�-"���モデルの推定方法は� ��に下三角行列の制約以外の仮定をおいた場合でも適用可

能である�� �

��リカーシブ制約を用いた構造ショックの識別は �� の変数の順序に依存する� 従来の固定パラメータ '�(モデル
の場合� 共分散行列�を推定してから�をコレスキー分解することで構造ショックを識別するため�係数 � の推定値
は �� の変数の順序によって影響を受けない �つまり� 変数順序によって尤度は変わらない�� ここで� 固定パラメータ
'�(モデルでは� 共分散行列や係数が一定なので� �� �の添え字 �を削除した� しかし� )'*	'�(モデルの場合は�

0



�点目として� ���"���式において�時変パラメータが非定常なランダム・ウォークに従うと仮定

している� 定常な自己回帰 ����過程を考えることも可能であるが �例えば� *�&�5��� � ' (���

�������� 多くの文献がランダム・ウォークを仮定している理由として� ��モデルよりもパラメー

タ数を節約できることが挙げられる� また� 定常��過程は定常値のまわりでパラメータが変化し

ていくのに対して� ランダム・ウォークは非定常であるため� 非再帰的な経済の構造変化 �例えば�

別の均衡点へのレジーム・シフト�を捉えるのに適しているとも考えられる� もちろん� 推計デー

タの期間において� ある定常的な経済モデルを想定している場合は� 定常過程に従う時変パラメー

タを用いた方が整合的かもしれない� 定常� 非定常パラメータの違いを具体的に調べた論文は筆者

の知る限り見当たらないが� モデルのあてはまりや予測精度における比較は興味深い論点である�

%点目として� 共分散行列 ��������	�は� 推定を効率的にするためそれぞれに対角行列を仮

定する場合もある� 特に� �� の次元 �����が高い場合� �� の推定が不安定になる可能性もある�

*�&�5��� �� ��� ������では� ��を一般的な行列としても� 対角行列としても結果はあまり変わら

ないと報告している� また� 後述のように�	は ��モデルの推定方法によって対角行列を仮定し

た方が推定が簡単になる場合がある� この点について *�&�5��� �������は� 結果の違いはわずか

であると報告している�

0点目は ��������	�の事前分布に関する留意点である� 以下� 推定方法を簡単にするために

�� および�	を対角行列と仮定し� それぞれ 	� � 番目の対角成分を ��
��� �

�
	� とおく� 本稿では�

次の事前分布を設定する�

�� � �� ������� ��
�� � ��������� ������� ��

	� � ����	���� �	�����

ただし� �� は逆ウィッシャート �6 ���� (�������分布� ��は逆ガンマ �6 ���� .�����分布を

表わす� これらの事前分布により� 時変パラメータの時間を通じた動きの度合いが� データから得

られるモデルの整合性と合わせて決定される� !�-"���モデルの推定では� ��� ��� ��にどの程

度の動きを許容するかがショックの識別において重要である� ��に大きな動きを許容して� ��と

��にほとんど動きを許容しなければ� データのほとんどの動きを ���のラグ係数の変動で捉え

ることになる� 極端な場合� �� に含まれる定数項 ��が ��のほぼ全ての変動を吸収してしまう可

能性もある� これらの調整はデータの構造やラグ次数によって区々である上� 一概に最適な方法は

ないが� ��にある程度ゆるやかな動きを許容するのが現実的かもしれない� 特に� 定数項 ��の動

きには相対的に小さい分散を仮定する方が望ましい�

,点目として� 時変パラメータの初期値の分布については次の正規分布を設定する� ���� �

構造ショックの同時相関パラメータ �� が時間を通じて変化するため� �� の変数順序は係数 �� の推定値にも影響を与
える �変数順序によって尤度が変わる�� このことに注目して� ������
� ��� +������� � !""�は )'*	'�(モデル
に (�,������ ��
� -�-� 法を適用し� あてはまりの良い変数順序を選択する方法を提案している�

,



����� ������ ���� � ����� ������ ���� � ���	� ��	��とおく� この事前分布の平均と共分散

行列にどのような値を設定するかは� 主に �通りの方法がある� �つ目の方法は� データセットを

事前データと本推計データに分けて� 事前データに通常の固定パラメータ ���モデルをあてはめ

た推定値を用いて事前分布を構成する� 例えば� -�������� ����,�は� � 1 ��,の四半期データか

ら最初の 0�四半期 ���年分�を事前データ� 残り � 1 �,,を本推計データに分割しており� 事前

データに固定パラメータ ���モデルをあてはめて得られた推定値 7��および共分散行列の推定値

� �7���を用いて� ���� � ��7��� 0� �
7����と設定している� つまり� 本推計の時変係数の初期値は�

それ以前の ��年間の平均的な係数 �� �� ��の値に近いだろうという考え方である� ただし� 共分

散行列に 0を掛けて �この数字自体に根拠はないが�� ある程度幅を持たせている� もう一つの方法

は� 十分にフラットな事前分布を設定する方法であり� *�&�5��� �� ��� ������� *�&�5��� �������

等で使われている� 例えば� *�&�5��� �� ��� ������では� ���� � ���� ��	�と仮定している� パ

ラメータのスケールに関して事前の情報がないため� 大きめの分散を設定している� 両者を比較す

ると� 前者の方法は本推計データの直近までのデータの情報を使うため確実な方法であるが� デー

タの期間数が限られるときは事前データが確保できない状況もあるかもしれない� また� 事前デー

タを確保できたとしても� その期間が短いときは固定パラメータ ���モデルの推計値が不安定に

なる可能性がある� 後者の方法は事前データセットを必要としない上� フラットな事前分布を置く

ため恣意的にならなくてよいが� ����の事前分布が十分にフラットでない場合は推定が不安定に

なることもあるので注意が必要である� この事前分布に関する議論については� -�������� ����,��

)��� � ' )���8�+�� ������も参照されたい�

	 �������モデルのベイズ推定

本節では� !�-"���モデルの推定方法を解説する� !�-"���モデルは時変パラメータとし

て潜在変数の個数が多く� 構造ショックの分散が非線形な ��モデルに従っているため� 最尤法に

よる推定が困難である�� � このため� ほとんどの場合� ベイズ推定法の枠組みにおける /�/�法

が用いられる� モデルの事後分布からパラメータの確率標本を乱数発生させて� 得られた標本を

基に統計的推測を行う� /�/�法は �回前にサンプリングされた値に依存させて次のサンプリ

ングを行う方法の総称である �/�/�法について詳しくは� )��� ����%�� .������ � ' �����

������� 中妻 ����%�� 伊庭他 ������� 和合 ����,�� 小西他 ������等を参照されたい��

まず� � 1 ����


���� � 1 ����



������ � 1 ����



������ � 1 ����



������ � 1 ��������	�と定義

する� データ�が得られたときの!�-"���モデルにおける同時事後確率密度関数��� ���������

からの確率標本は� 以下の/�/�法によるステップによって得ることができる�

��構造ショックの分散が一定の場合は� カルマン・フィルターを使って最尤推定が可能である�

�



�� �������の初期値を設定する�

�� ����������からサンプリングする�

%� ����からサンプリングする�

0� ����������からサンプリングする�

,� ����からサンプリングする�

�� �������	��からサンプリングする�

$� �	��からサンプリングする�

�� �に戻る�

ここで� 例えば� �������� ��は ����������を条件とする �の条件付分布を表す� サンプリン

グの詳細については *�&�5��� �������が詳しい�� � 以下� 各ステップのサンプリング方法を概観

する�

��� �のサンプリング

��を潜在変数とする以下の状態空間モデルを考える�

�� 1 ���� 2�
��
� ��
�� � 1 �2 �� � � � � ��

���� 1 �� 2 ���� � 1 �� � � � � �	 ��

ただし� �� 1 ��� � ��� � �������� である� 線形で誤差項が正規分布の状態空間モデルで

あるため� '� 9� 
 � ' �������' ����,�や :	�8� � ' )����� ������によって提案された

���	+���� ��������を用いて � をサンプリングすることができる �補論を参照�� 簡単な方法

としては� ��� � ��� �� 
1 ��を条件として� �� をその条件付事後分布 ������������� �� から

� 1 � 2 �� � � � � �の順にサンプリングすることは可能であるが� ���	+���� ��������を用いて

������ � � � ��
�をその同時条件付事後分布 ����������から一度にサンプリングする方が効率的

であることが知られている�

��時変 '�( モデルの推定プログラムがいくつか公開されている� .��� ��� .������� � !"!� が固定パラメータ
'�(� )'*	'�(� )'*	/�'�(モデルのベイズ推定について包括的に解説を行っており� -�)0�1による推計プロ
グラムを提供している �2��3 .���のホームページ �����44��������������������4 $��3�����4�����������
からダウ
ンロード可能�� また� ������
� � !""��は )'*	'�(モデルのサーベイおよび解説を行っており� -�)0�1および
�5によるプログラムを提供している �中島のホームページ ������44������$��$����
4����4�������
����4�,�,�� から
ダウンロード可能��

$



��� �のサンプリング

�のサンプリングも同様に ���	+���� ��������を用いるため� �� を潜在変数とする状態空間

モデルを考える� 7�� 1 �� 	����と定義し� その 	番目の成分を 7���と表記する� また�

7�� 1 	

�
�������������

� � � � � � � �

7��� � � � � �
���

� 7��� 7��� � � � �

� � � 7��� � � �
���

���
� � � � � � � �

� � � � � 7��� � � � 7������

�
�������������

と定義すると� 次の式を得る�

7�� 1 7���� 2��
�� � 1 �2 �� � � � � ��

���� 1 �� 2 ���� � 1 �� � � � � �	 ��

ただし� �� 1 ��� � ��� � ��������である� この式は線形ガウス状態空間モデルであるため�

���	+���� ��������を用いて �をサンプリングする� なお� ��が下三角行列でないような識別

条件を仮定する場合� 上の 7��の定義式における 7���の配置を変えることによって� このアルゴリ

ズムがそのまま適用可能である�

��� �のサンプリング

��モデルに従う潜在変数 �の条件付事後分布からのサンプリング法としては� ��に関して線

形ガウス状態空間モデルで表現できないことから ���	+���� ��������を直接適用することがで

きない� そこで� 主に �� 
+�"��� ����+��� �	+��"��� ����+��� ��;�	�� ����+��の %つがし

ばしば用いられる� �	+��"��� �8+��&� ����+��は �������' � ' -��� ����$�および(��� �8�

� ' <���� ����0�� <���� � ' (��� �8� ������によって� ��;�	�� ����+��は)�� �� ��� ������

および <���� �� ��� ����$�によってそれぞれ提案された方法で� �� 
+�"��� ����+��よりも効

率的であることが知られている �詳しくは� 渡部 ������� 大森・渡部 ������等を参照されたい��

-�������� ����,�は�	に一般的な行列を仮定し� )�� �� ��� ������の��;�	�� ����+��を用いて

いる� ��;�	�� ����+��は �の条件付事後分布を近似した密度関数からサンプリングする� その

近似は精密であることが知られており� その近似誤差を修正することも可能であるが� �	+��"���

����+��を用いれば元の条件付事後分布から直接サンプリングできる� 本稿では� *�&�5��� �� ���

�



������� *�&�5��� �������に倣って� �の推定に�	+��"��� ����+��を用いる�

����� �	��をそれぞれベクトル��7��と ��の 	番目の要素と定義すると� 次の式が得られる�

���� 1 �;����������� ���

������ 1 ��� 2 �	��� �����
� ��

�	��

�
� � �

�
���

�
� � �

� ��
	�

�
�
�
� � ����

ただし� �	�� � ���� ��
���であり� ��

�� は�	� の 	番目の対角成分である� いま� �������� � � � � ��
�

全体を � 2 �個のブロックに分割し� 任意のブロックを �����������	� � � � � ����� �と表す� ただし�

� 1 �� � � � �� 2 �� �� 1 �� ���� 1 �である� ブロックの分割方法は� 例えば� �������' � '

-��� ����$� が提案している ���������� & ��� という方法があり� � 1 �� � � � �� に対して �� 1

� � 3��	 ���� 2 ������ 2 ��4 2 �と定める� ただし� ��は区間 3�� �4で定義される一様分布からの

乱数を表し� � �3�4は整数部分を表す� /�/�法のアルゴリズムにおいて� ブロックの節目である

���� � � � � ���を毎回ランダムに決めることにより� サンプリングの効率性を高めることができると

いわれている� このようにして各ブロック �����������	� � � � � ����� �を � 1 �� � � � �� の順に� それ以

外の ���および他の潜在変数を条件付けした事後確率密度関数からサンプリングする� このアルゴ

リズムを 	 1 �� � � � � �に対してそれぞれ行う� 具体的なサンプリング方法については� *�&�5���

�������の ���� '�; ���を参照されたい� なお� =	を対角行列でなく一般の共分散行列と仮定

した場合でも� アルゴリズムはやや複雑になるが �	+��"��� ����+��が適用可能である �<����

� ' (��� �8� ������を参照��

��� �のサンプリング

�が与えられたときの�� の条件付事後分布は� ���� � �� �7�� 7�となる� ただし� 7� 1 �� 2

�	 � 	 �� 7
��

1 ��
� 2

�
��
���������� 	 �������� 	 ���

�である� 次に� � � �����について� �

および �が与えられたときの ��
�の条件付事後分布は� ��

��� � ���7���� 7�����となる� ただし�

7� 1 �� 2 �	 �	 �� 7�� 1 7�� 2
�
��

������������ 	 ����
�である�


 時変���モデルの最近の展開

-�������� ����,�により !�-"���モデルが確立されるまでの経緯は第 �節で概観したが� 本

節ではその後の時変 ���モデルによる分析例やモデルの発展について� いくつかのカテゴリに分

けて紹介する�

�



マクロ経済理論と実証分析

近年のマクロ経済学における大きな論点の �つとして.���� /�'������ がある� 例えば� 米国

のマクロ経済であれば� 失業率やインフレ率といった変数の動きを ���,年から ����年の間とそ

れ以降の約 ��年間で比べると� 後者が前者の期間に比べて安定している� その原因として� 様々な

理論が展開されているが� 実証分析の枠組みでは大きく分けて �つの可能性が指摘されている� �

つは� 経済システムに加わる外部からのショックの大きさが小さくなったことである� これは通称�

>.��' +	�&の要因?とも呼ばれる� もう �つは� 経済変数間の連関性の変化� 特に金融政策のスタ

ンスが変化したことである� これは前者に対して� >.��' ��+��#の要因?と呼ばれる� この論点に

対して� !�-"���モデルを用いると� データの変動の安定化は� ショックのボラティリティに当

たる ��の低下によるものなのか� あるいは� 経済変数間の連関性に当たる ��や ��の変化による

ものなのか� という問題として検証することができる� !�-"���モデルを用いた実証研究とし

て� 米国のデータを用いたものに @� ��� � ' �	���� ������� 英国のデータを用いたものに @� ���

������がある� どちらの論文も >.��' +	�&?を支持しており� 経済システムに加わるショックの

大きさが以前に比べて小さくなったことにより経済の予見性が高まったことが .���� /�'������ 

の要因であると主張しているが� その他の論文も含めて議論が続いている� この論点のように� 経

済変数間の構造変化について様々な検証ができるという点において� 時変���モデルは有益な計

量モデルといえる�

!�-"���モデルを用いた日本の実証分析として� *�&�5��� �� ��� ������ ������ A�� �� ������

等がある� *�&�5��� �� ��� ������は日本銀行が行ったゼロ金利政策および量的緩和政策におけ

るコミットメントの効果について� 様々な期待代理変数を用いることにより� 政策前後で実体経

済変数と期待代理変数の連関性がどのように変化したかを議論している� *�&�5��� �� ��� ������

は� 日本のマクロ経済変数に !�-"���モデルをあてはめた結果� ����年代から ����年代にか

けての約 %�年間で変数間の連関性に大きな変化があったことを示している� また� 固定パラメー

タ ���モデルや一部のパラメータを時変にした準 !�-"���モデルに比べて� 全てのパラメー

タが時変である !�-"���モデルの方が周辺尤度 ����
� �+ +�&�+����'�が高く� データのあては

まりがよいことを報告している� 別の観点から、西崎他 ������は!�-"���モデルを利用して時

変パラメータ・フィリップス曲線を推計している� 具体的には� !�-"���モデルを推定した後、

!�-"���とフィリップス曲線の期待形成プロセスをマッチングさせることによって、フィリッ

プス曲線の時変パラメータを推計している�

��



符号制約

固定パラメータ���モデルで議論される分析手法が時変���モデルにも応用されている� ���

モデルではショックを識別するために� 構造ショックによって各変数が正と負のどちらに動くか

という理論的制約を加えることが可能であり� 符号制約 ���
 ���������� �と呼ばれている �B�+�


����,�等�� !�-"���モデルは各時点において異なるインパルス応答が得られるため� 全ての期

間における符号制約だけでなく� 個別の期間における符号制約を課すことが可能になる� 例えば�

金融緩和ショックに対して� 生産は全期間において �期以上の上昇� マネタリーベースはある一定

の時期のみ �期間以上の上昇� といったような制約を課すことができる�

ただし� 符号制約を課すためには推計方法の修正が必要である� 原理的には� 時変パラメータが

符号制約を満たす場合にのみ正の値をとる指示関数 �� '������ C	 ���� �を事前分布に加える� 通

常� 時変パラメータの推計に ���	+���� ��������を用いているため� このアルゴリズムに直接制

約を加えることは難しい� 単純な方法としては� /�/�で時変パラメータを発生させる度にイン

パルス応答を描いて符号制約を満たすかどうか確認し� 満たさなければそのサンプルを棄却し� 制

約を満たすまで繰り返しサンプルを発生するという方法がある� ただ� データや制約条件によって

は� 棄却率が高くなることにより計算負荷が増加することも考えられる� そこで� ショックと同時

点の相関関係を表す行列��に回転行列を掛け合わせることによって� 基準化された構造ショック

を符号制約を満たすショックに変換する方法が提案されている �例えば� @�	������� � ' @� ���

������� A�� �� �������� 実証例として� �� �� � ' .��8���� ������は符号制約付き !�-"���

モデルを米国データにあてはめた結果を報告している� また� @�	������� � ' @� ��� ������も符

号制約付き !�-"���モデルを用いて� 最近の金融危機においてイールドカーブを緩やかにする

政策が経済にどのような影響を与えたかをユーロ地域� 米国� 英国� 日本のデータで検証している�

他の論点として� ���モデルは係数の推定値によって発散的な ��;�+�����システムになってし

まうことがあり� 経済データを分析する上では好ましくない性質としてそのような解を排除する

ことが多い� !�-"���モデルにおいても同じことが言える ���
+�# � ' ���
� � �������� 係数

は時間を通じて変化するため� 厳密には各時点において係数 ��が発散解であるかどうかをチェッ

クする必要がある� ベイズ推定の枠組みでは� 符号制約と同様に� そのような発散解となる係数の

値について密度がゼロとなる事前分布を置けばよい� ただ� 通常の ���	+���� ��������を用いた

係数のサンプリングでは全ての係数 ������ � � � ��
�をサンプリングしてから個々の係数について

発散解かどうかチェックし� １つでも発散解があればそのサンプル全体を捨てて� 全ての係数が発

散解でないという条件を満たすまでサンプリングを続けなければならない� この計算負荷を軽減

させるため� )��� � ' -����� ������は発散解を排除する条件を入れた制約付きフィルタリング

を開発し� 実証例を紹介している�

��



時変パラメータの検証

!�-"���モデルにおいては全てのパラメータが時間を通じて変化すると仮定されているが� 実

際のデータにあてはめた場合� その仮定が正しいかどうか �モデルのあてはまりがよくなるのかど

うか�を検証している研究がいくつかある� 例えば� *�&�5��� �� ��� ������は調和平均 �D���� ��

��� �法により固定パラメータ ���と!�-"���モデルの周辺尤度 �/��
� �+ +�&�+����'�を計

算� 比較することにより� 日本のマクロデータにおいて後者の方があてはまりがよいと結論付け

ている� また� :E�
���� � �� ��� ������は米国のマクロデータを用いて予測精度を検証しており�

!�-"���モデルが単純なランダム・ウォークモデルや固定パラメータ ���モデルに比べて予

測精度が高いことを報告している�

パラメータが時変かどうかをベイズ推定の枠組みで検証する方法として� )��� �� ��� ������は

時変パラメータの状態方程式を ������ 1 ��� 2 ������ ただし � � ���� 
�� ���� �� � ��� ��と仮定す

ることにより� �� 1 �であれば固定係数� �� 1 �であれば時変係数となる混合分布を提案してい

る� これは誤差項がゼロかゼロ以外の値を取るというマルコフ・スイッチングモデルに相当する�

米国のマクロデータを用いた実証分析では� �������の全てが時変であり� その中でも特に �と�

の時変性が重要であるという結果を報告している� さらに� ��� �� ��� ������は上式の ��を ���

と置き換えて� 各時点で時変であるかどうかを検証するモデルを一変数の回帰モデルで提案して

おり� !�-"���モデルへの応用も可能であると考えられる�

���モデルは変数やラグ次数が増えるにつれて係数の個数が飛躍的に増えてしまい� 推定の不

確実性も高まると考えられる� そこで� .���
� �� ��� ������や)���8�+�� ������はベイズ推定にお

ける確率的探索変数選択法 ����������� ������ ����8+� ��+����� � 例えば� .���
� � ' /��	++���

����$�� �+#'� � ' .���
� ����0�等を参照�を固定パラメータ ���の係数に適用している� 具体

的には� 各係数 ���とおく�の事前分布として� ����� 1  �Æ����� 2 �� 	  ��!� ��� �
��とおく� ただ

し� � "  � " �� !� は正規分布の密度関数� および Æ�����はディラックのデルタであり� �� 1 �で

のみ密度をもつ関数である� �����は確率  �でゼロ� 確率 ��	  ��で正規分布にしたがう混合分布

である� ���モデルにおいて各係数を入れるか入れないかという全てのモデルを考えてモデル選

択することは不可能に近いが� このような事前分布を設定することにより� 効率的にモデル選択を

することができる� )���8�+�� ������はこの方法を !�-"���モデルの時変係数に適用し� 各時変

係数 ����� � � � � ��
�がモデルに含まれるかどうかというモデル選択を議論している� また� 時変係

数 ����� � � � � ��
�が推移する中でそれに関連するパラメータに構造変化 ����	��	��+ 8���&�が起こ

る可能性のあるモデルも提案している�

��



ゼロ金利制約

*�&�5��� �� ��� ������や *�&�5��� �������で言及されているように� 日本のマクロデータを

用いた分析で� 短期金利がゼロに近くなる期間を含む場合� 通常の !�-"���モデルではこのゼ

ロ金利期間中も短期金利に関するパラメータが動いてしまうことになり� 現実的ではないという

指摘が考えられる� 6F��� � ' (	 ������は� 固定パラメータ ���について� 潜在金利 ����+��'

� ������ �����という変数を導入してトービット �!�8���モデル型の非線形な関数を考えた� そこ

で� *�&�5��� �����8�はこの 6F��� � ' (	 ������のトービットモデル型変数を !�-"���モデ

ルに応用し� ゼロ金利期間を含む日本のマクロデータで推計した� 通常の !�-"���モデルと比

較すると� 短期金利に関して構造ショックのボラティリティが十分に小さく推定されることから�

金利に関するインパルス応答以外はほとんど差異がなく� 通常の !�-"���モデルでもゼロ金利

期間を含むことによるバイアスはほとんどないと結論付けている�

このような非線形性を!�-"���モデルに取り入れた研究がいくつかある� *�&�5��� � ' (���

������は時変パラメータ �の絶対値�がある潜在的な閾値 �+��� � �������+'�より小さくなったと

き� 観測方程式におけるそのパラメータの値がゼロになるというモデルを提案している� 具体的に

は� !�-"���モデルの時変係数を ��� 1 ������と定義して� ���は式 ���のようなランダム・ウォー

クや �����モデルに従う潜在変数とし� ��� 1 �3����� � #�4とモデル化している� ただし� �3 � 4は

括弧内の条件が満たされれば �� そうでなければ �となる指示関数� #�は閾値である� 各時変パラ

メータが� ある期間はゼロ� それ以外の期間は閾値以上の値を動くというモデルになっており� 被

説明変数を説明するのに統計的に寄与していないラグ変数を各時点で除くことができ� 推定の不

確実性を減らすと同時に� 予測の精度を上げることを米国および日本のマクロデータを用いて示

している� また� 日本のデータのゼロ金利期間には関連する時変パラメータがゼロとなることによ

り� その期間は短期金利の効果がゼロになるようなインパルス応答が得られる�

また� A�� �� ������は� 前述の符号制約付き !�-"���モデルを用いて同じようなゼロ金利時

期の政策について分析している� ゼロ金利政策時期および金利がゼロに近い時期において� 金融

緩和ショックに対するマネタリーベースの応答は �四半期以上の上昇を仮定するほか� コールレー

トについては� ゼロ金利政策時期に ,8��ベーシスポイント�以下の下落� 量的緩和政策時期に �8�

以下の下落� 金利がゼロに近い時期に ,�8�以下の下落を仮定して推定を行っている�

���	
����

���モデルの発展形として� @�� � &� �� ��� ����,�によって提案されたA����� �	
�� ��' ���

�A�����に時変パラメータの仮定を加えた !�-"A����モデルが)���8�+�� ������� @�	�������

�� ��� ������� /	���G �� ��� ������によって提案されている� これらの論文は米国のデータで数

�%



百の系列を用意し� そこから抽出される %～�個のファクター �C������因子�と政策金利の構造変化

を!�-"���によって計測している� なお� ファクターと数百の系列の連関も時変パラメータを用

いてモデル化されている �詳しくは)��� � ' )���8�+�� ������を参照されたい�� /�	��� ������

は!�-"A����モデルを日本のデータに当てはめて� 日本銀行によって行われた量的緩和政策の

生産や物価に与えた影響について従来の実証研究よりも大きな効果があったと主張している� 類

似の研究として� /	���G � ' �	���� ������や @�� ��� �� ��� ������は� イールドカーブを %つ

の因子で表わすネルソン・シーゲル �*�+�� "���
�+��モデル �*�+�� � ' ���
�+ ����$�� :��8�+'

�� ��� �������を !�-"A����の枠組みに応用し� 前者は米国のデータ� 後者は英国のデータをそ

れぞれ分析している�

���	���

また� 別の発展系として� )��� �� ��� ������がベクトル誤差修正モデル ������ ����� ��������� 

��'�+� �H�/�に時変パラメータの仮定を加えた !�-"�H�/を提案している� ラグ係数だけで

なく� 共和分を表わすパラメータも時変にすることによって� 自由度の高いモデルとなっているの

が特徴である� 彼らは� このモデルを英国の短期金利とインフレ率の �変数データに適用しており�

フィッシャー効果 �A����� �I����の有無を検証している� 推定の結果� ��$�年代の数年間にフィッ

シャー効果が示唆されるが� それ以外のほとんどの時期で確認されなかったと結論付けている�

� 日本のマクロデータへの応用

��� データと事前分布

本節では� !�-"���モデルを第 %節で解説したベイズ推定法により日本のマクロデータに応用

する� 推定に用いたデータ �四半期ベース�は� 消費者物価指数 � �� .:-ギャップ �$�� 金利ギャッ

プ �	�� 名目実効為替レート ��の 0変数である� 消費者物価指数 �総合除く生鮮食品� 季節調整済

み�は前年比をとってインフレ率とし� .:-ギャップは日本銀行作成系列� 金利ギャップはコール

レート �オーバーナイト物�にD-フィルターをかけた趨勢の動きからの対数乖離を用いた� また�

為替レートは前期比を用いた�� � 期間は ��$$年第 6四半期から ���$年第 6�四半期までを推定に

用いた� 図 �に時系列プロットが描かれている� モデルの ���ショックの識別には �章で説明し

たコレスキー分解を用いており� ��の変数の順序は上で説明した順である� 物価は他の同時点の

変数の動きにあまり左右されず� また� 金融政策決定の情報には実物変数の動きが考慮されると仮
��消費者物価指数は "%6% 年 7月の消費税導入と "%%&年 7月の消費税率引き上げの影響を調整した� コールレート

の原系列は "%66 年 ""月以前は有担保コールレート� それ以降は無担保コールレートを用いた� 28*ギャップ以外は
月次データを取得し� 四半期平均を計算してからフィルターや階差等の加工を行った�

�0
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図 �J 日本のマクロデータ �上段�と!�-"���モデルによって推定された構造ショックの分散 �下
段� ��� 1 �;�������� データは� 消費者物価指数 � �� .:-ギャップ �$�� 金利ギャップ �	�� 名目実効
為替レート ��� 分散の推定値は事後平均 �実線�と�標準偏差のバンド �点線��

定し� コールレートを物価や .:-ギャップよりも内生的な変数として識別している� 為替レート

は経済変数の動きに敏感に反応するため� 最も内生的で他の全ての変数に同時点で反応すると仮

定している�

ラグ次数を �から ,まで変えてモデルを推定し� 周辺尤度 ����
� �+ +�&�+����'�を計算したとこ

ろ� ラグ次数 %のときに最大となったため� 以下の結果はラグ次数 %のモデルについて報告する	� �

事前分布は次のように設定した� �� � �� ����� ���	 �� ��
�� � ����� �� ���� ��

	� � ����� ������

���� � ���� ��	�� ���� � ���� ���	�� 時変パラメータの分散については� ��が比較的緩やかに

推移する一方� ��と ��には相対的に大きな動きを許容しているといえる� 時変パラメータの初期

値に関しては� フラットな事前分布を設定している�

��� 推定結果

/�/�法による推定は� 稼動検査 �8	� "� �期間として最初の ,����個を捨てた後� ,�����個

のサンプルを発生させた
� � 図 �は推定によって得られたいくつかのパラメータの標本自己相関関

��さらに� 時変定数項 �� を含むモデルと含まないモデルでモデル選択を行った結果� 含まないモデルの方が周辺尤度
が高かったため� �� を除いた )'*	'�(モデルの推定結果を報告する� )'*	'�(モデルの周辺尤度の計算について
は� ������
� �� ��� � !""�を参照されたい�

	�本稿における数値計算は全て行列言語 �59�! �8������ � !!:��を用いている�

�,
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図 �J !�-"���モデルの推計結果� 標本自己相関関数 �上段�� 標本経路 �中段�� 事後確率密度関
数 �下段��

数� 標本経路� 事後確率密度関数である� 結果を報告しているパラメータは� ����������からそれ

ぞれ �つ目の時変パラメータの � 1 ,�における状態� および ��������	�の �����成分である� 標

本自己相関関数はいずれのパラメータについても十分に減衰していて� 標本経路も状態空間を万

遍なく十分に訪れている� 表 �はこれらパラメータの事後平均� 標準偏差� �,K信用区間� .�F�&�

の収束判定�:統計量 � 値��� � 非効率性因子 �� �Æ���# C��������� である� �:統計量の  値によ

ると� サンプルが事後分布に収束しているという帰無仮説は有意水準 ,Kで棄却されない� 非効率

性因子の値は �	�で �,$�%とやや大きめだが� 全てのパラメータをチェックすると全て ���未満で

あったので� ,�����回のサンプリングで十分といえる��� �


�本稿では� 2����� �"%% �が提案した�8����,��$���� 8��$�������統計量を用いて収束の判定を行っている� �8
統計量は� パラメータ �の ����	��期間以降のサンプル ������ � � � � �����において� はじめの �� 個と最後から �� 個の

サブ・サンプルの平均が同じかどうか検定するものである� 具体的には� �8 ; �<�� � <����

�
=��
���� >

=��
���� を計算す

る� ただし� <�� �	 ; !� "�はサブ・サンプルの平均値であり� また� =��
� ��� �	 ; !� "�は <�� の分散で� パルチェンのウイ

ンドウによって計算した� 事後分布からのサンプルに収束していると平均の差がゼロという帰無仮説の下で �8統計
量は漸近的に標準正規分布に従う� 本稿では� 2����� �"%% �に倣って� �� ; !�"
 � �� ; !�9
 としている�
���非効率性因子は無相関の標本から計算する標本平均と同じ分散を得るために何倍のサンプル数が必要であるかを
表す効率性の尺度である �例えば� 伊庭他 � !!"�を参照�� パラメータ � のラグ � のサンプル自己相関を �� とすると�
" >  

��

�� �� で定義される� 実際に無限大までの和は計算不可能なため� 本稿では自己相関関数が十分に小さくなる
ラグ 9!!までの和を近似的に報告している�
���

*��
����� � !!9�は全てのパラメータの非効率因子をグラフにして報告しているが� ほとんどが  !前後であり� 大
きくても  !!未満となっている�

��



パラメータ 平均 標準偏差 �,K信用区間 �: 非効率因子
���
� �����$ ���,�0 3��$�$�� ��%0�,4 ����� ,��


��
� "����$� ��%%�% 3"���$��� ��00�04 ����, %�%

���
� "��,%�� ���$�� 3"0�%0��� "��00��4 ����� ���0

����� ����%� �����% 3�����0� ������4 ���,0 ,�$

��� ������ ���%0� 3���0�,� ���$0�4 ��%0� $��0

�	� ��0,%0 ���,%$ 3����,�� ��$�,04 ��0�% �,$�%

注� �����は��の �"�"�成分の平方根� �8は2����� �"%% �の���,��$���� 8��$������

統計量 �値�を表しており� サンプルの分布が事後分布に収束しているかを検定する� 計

算方法は本文を参照されたい�

表 �J !�-"���モデルのパラメータの推定結果�

��� 時変パラメータの推定結果

図 �の下段には構造ショックの分散� つまり ���� 1 �;������の推定値が描かれている� 実線が事

後平均� 点線が事後平均から �標準偏差の幅をもつバンドである� 物価は ��$�年代末の第二次

石油危機を主因としてボラティリティが高まっている� その後は� 比較的安定しているようにみえ

るが� ����年代に入ってからのデフレ化の状況で事後標準偏差が大きくなっており� ���のシス

テムで捉えきれないショックのボラティリティが上昇していた可能性がある� .:-ギャップのボ

ラティリティは ����年以降� 低下してきている� 金利の動きをみると� ����年代に �度の大きな

金融政策ショックが推定されている� また� ����年代後半からはゼロ金利政策� 量的緩和政策によ

りボラティリテイはほぼゼロに近づいている� 為替レートは他の変数に比べてボラティリティの

水準が高いが� ��$�年代末� ��年代末� ��年代末にそれぞれボラティリティの上昇がみられる�

次に� 図 %はショックの同時点相関である %��
� の事後平均および事後平均から �標準偏差の

幅をもつバンドを描いたものである� /�/�でサンプリングされた 
�から %��
� を計算し

��� � 対

応する時変パラメータを L
��として事後分布を推定した� いずれの同時点相関も標準的な経済理論

とおおむね整合的である� 特に� 金利ギャップへの波及経路である� L
�� � � 	�と L
�� �$ � 	�は

����年代と ����年代に変化がみられる�

次に� !�-"���の推定値から得られるインパルス応答関数について議論する� 各時点で異な

るパラメータの値となるため� インパルス応答関数も各時点で異なるものが描かれる� まず� 加え

るショックのサイズは� 特に理由がなければ� サンプル期間を通じて一定とすることが多い� 本稿

では� 構造ショックのボラティリティ�標準偏差�の期間平均値� L�� 1
�


����� �;��������を用いる�

すなわち� サンプル期間で推定された構造ショックの平均的なサイズがシステムに加わった場合の

インパルス応答を考える� 時点 �において� &�� � ����� 1 L��の構造ショックが加わり� 同時点相関

���
���
� も対角成分が "の下三角上列であり� ?��� は �����

�
�� の線形結合で表される�

�$
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図 %J %��
� の推定値� 事後平均 �実線�と�標準偏差のバンド �破線��


�を用いてショック時点でのインパルス応答が得られる� �期先のインパルス応答は� ����を用い

て計算され� 同様に � 期先までのインパルス応答は� ����� � � � ����� を用いて順に計算される� サ

ンプル期間の終盤 �� ' � 	 ��は ���� を得ることができないため� ���� 1 ������とする� この

インパルス応答関数は/�/�で毎回計算することにより� 事後平均や事後分散を得ることがで

きる��� �

!�-"���モデルによって得られたインパルス応答関数はそれぞれの変数のショック及び応答に

ついて� ���サンプルにおける時点� ���ショックからの経過時間� �%�応答のサイズの %次元プロッ

トが得られる� 例えば� 図 0は.:-ショックに対する物価のインパルス応答 �&� �  �を %次元で

描いたものである� インパルス応答の形状は時期によって大きく異なっているのがわかる� ����

年代前半と ����年代中頃に他の時期より大きなインパルス応答が観察されるが� 前者がショック

から �四半期後にピークを迎えて減衰する一方� 後者はショックから %� 0年後に至るまで緩やか

に上昇している� ����年以降はインパルス応答のサイズが小さくなっており� 長期的なデフレ化

において.:-ショックによる物価の上昇圧力が弱まっていたものと推測される�

インパルス応答の形によっては� %次元プロットでは全体像が把握し難いことがあるため� 上述

���か ���のどちらかを固定して �次元プロットで表わすことが多い� 例えば� 図 ,は図 0のイン

���簡便な方法として� 時変パラメータの事後平均を用いてインパルス応答関数を描くこともできる� 実際� 本稿のデー
タについて-�-�で毎回計算して求めたインパルス応答関数の事後平均と比較すると�ほとんど変わらなかった� 厳
密に両者は一致しないが� インパルス応答関数の計算はパラメータのサンプリングに比べて計算負荷が高いため�時変
パラメータの事後平均を用いた方が計算時間の短縮になる� ただし� この方法はあくまでも近似的であり� また� イン
パルス応答の信用区間を得ることもできない�
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図 0J .:-ショックに対する物価のインパルス応答関数 �&� �  �� $軸 �M����はデータ期間の
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わす�
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図 ,J .:-ショックに対する物価のインパルス応答関数 �&� �  �� 事後メディアン �実線�と�

�,KN$,Kの信用区間 �点線�� $軸はショックからの経過時間 �四半期��
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図 �J インパルス応答関数の事後平均� ショックから �年後 �実線�� �年後 �破線�� %年後 �点線�の
インパルス応答�

パルス応答を ����年� ����年� ����年の %時点 �全て第 6四半期�で描いたものである� 図には事

後メディアン �,�K分位点�実線�と �,KN$,Kの信用区間 �点線�が描かれている� ����年は他の

�時点よりも大きなインパルス応答となっているほか� ����年と ����年は事後メディアンの大き

さは大差ないが後者の方が信用区間が広くなっており� .:-ショックから物価への波及経路の不

確実性がそれ以前に比べて高まったと考えられる�

また� 図 �はショックから �年後� �年後� %年後の応答のサイズを全ての変数間の応答について

時系列プロットしたものである� 全体的に� 同じサンプル期間で � � $� 	�の %変数 !�-"���を

推計した *�&�5��� �������と整合的な結果が得られており� 多くのインパルス応答で時期による

違いが観察されている� 例えば� 物価ショックに対する.:-ギャップの応答 �&� � $�は� ����年

代前半までは負の連関がみられるが� それ以降は逆に正の連関なっている� これは長期的な不況

の中で物価の下落が .:-ギャップの下落につながるデフレ・スパイラルの可能性を示唆してい

る� また� 為替レートショックに対する .:-ギャップの応答 �&� � $�をみると� サンプル期間を

通じておおむね正の連関がみられるが� ����年代に入ると負の方向にシフトしている� これは円

��



安の恩恵を受けて経済が拡大したこの時期の構造を反映しているものと考えられる� 以上のよう

に� !�-"���モデルは時期による構造ショックの変動や経済構造の違いを様々な側面から吟味す

ることができる�

��� 予測精度の比較

本節では� !�-"���モデルの予測精度を固定パラメータモデルと比較することにより� 時変パ

ラメータの役割を検討する� 予測精度のモデル比較には様々な方法が考えられるが� 本稿では以下

のように予測分布に基づいた予測値を用いる� !�-"���モデルを例にとると� �時点までのデー

タ �� 
とおく�が得られたときの �期先予測値 �
��の事後確率密度関数は次のように表せる�

)��
���� 
� �

�
!��
������������ 
������������ 
���������� ����

ただし� )� � � � �� !� � � � �� �� � � � �はすべて条件付密度関数を表す�

第 %節で説明した/�/�法のアルゴリズムに次のステップを加えることによって� �
��の予

測分布からの確率標本を得ることができる�

��� ��
����
����
��� ��
��
��
��からサンプリングする�

��� �
�� ��
����
����
����
� � � � ��
����からサンプリングする�

�期先予測値 �
�	 �� 1 �� %� � � ��も同様にしてサンプリングすることができる��� �

前節で用いたマクロデータから �～0期先の予測分布を推定し� その事後平均と実現値の差を予

測誤差とする� 具体的には� まず ��$$年第 6四半期～����年第 6�四半期をデータとして ����年

第 6～6�四半期を予測する� つまり� 前年末までのデータを入手した状態でその年の 0四半期分の

推移を予測することを考える� 次に ����年第 6�四半期までの期間をデータとして翌年の ���%年

第 6～6�四半期を予測する� このようにして� ���$年第 6～6�四半期までの合計 ��年間の予測誤

差を集計する� 予測精度としては平均二乗誤差 ��/�H� ���� /�� �O	��� H�����を用いる� な

お� .:-および金利については� 全期間の趨勢の動きから算出されたギャップを用いているので�

サンプル期間の途中で実際に利用可能であった値とは異なることに留意が必要である�

表 �には� 予測精度によるモデル比較の結果が報告されている� 固定パラメータ ���モデルの

ほか� �������のうちいくつかが時変でそれ以外が固定となっている ,種類の ���モデル �表の

�列目に時変と仮定されたパラメータのセットが記されている�� および !�-"���モデル �表の

���これらの予測分布から 1��� �@ ��$���等の中央銀行が公表している予測ファン・チャート �/�� ������に相当
する図を描くこともできる� )'*	'�(モデルを用いたファン・チャートについて� ��$�3 �� ��� � !!9�が詳しく議
論している�

��



時変パラメータ 物価 � � .:-�$� 金利 �	� 為替 �� 合計
��� � ���%� ���,, ����, ����, ���0$

��� �� � ��%�� ����� ��0%� ���,� �����

�%� � ����� ����� ��$%� ����� �����

�0� �� � ��$,, ����� ����� ����� ����,

�,� �� � ��$%� ���$$ ��,$% ���$� ���$�

��� �� �� � ��$%% ����� ����, ���$� �����

注� 数値は固定パラメータ '�(モデルに対する相対 (-A�を表わす�

表 �J 予測精度によるモデル比較�

����を比較しており� 表中の数値は固定パラメータ ���モデルの �/�Hを �としたときの相対

�/�Hを表している� 結果をみると� ボラティリティを固定にしたモデル ��� ��が固定パラメー

タモデルよりいくつかの変数で予測精度が悪化している� これは ���� ������や ����& ������の

指摘にもあるとおり� 時変係数が �モデル �の場合� 同時点相関も�本来の分散変動を吸収してし

まうことにより� 余計な変動を捉えてしまっている可能性が示唆される� 一方� 分散を時変にする

と係数が固定であっても予測精度は改善している �モデル %� 0�� 同時点相関 ���の時変性につい

てモデル �,�と ���を比較すると� ほぼ同程度の予測精度であるため� 追加的な予測精度の向上は

�や �に比べると小さいのかもしれない� 全てを時変にした !�-"���モデルは� 固定パラメー

タ���モデルに比べてどの変数でも予測精度を改善していることがわかった�

� まとめと今後の課題

本稿では� !�-"���モデルの推定方法を解説するとともに� 関連文献における最近の展開およ

び日本のマクロデータを用いたモデルの推定例を紹介した� 日本のマクロデータはここ %�年間で

変数間の相互連関性に大きな変化が起きたことが示された� また� 予測精度を基準としたモデル比

較を行い� 時変係数や時変ボラティリティによって ���の予測精度が大きく高まることを確認し

た� こうした時変 ���モデルの開発は� 様々なマクロデータを用いて実証研究が蓄積されている

ところである� 以下� 今後の課題について述べる�

�点目は� ゼロ金利期間に関する問題である� 第 0節で触れたとおり !�-"���モデルはデータ

がゼロの値を続けてもパラメータが動いてしまうので� データにゼロ金利期間が含まれると実感

にそぐわない結果が得られることがある� *�&�5��� �����8�や*�&�5��� � ' (��� ������がそ

れぞれ非線形性を取り入れた解決法を提示しているが� )��� �� ��� ������や ��� �� ��� ������

の方法をゼロ金利期間を含むデータに適用するのは興味深い� また� A�� �� ������のように符号

制約によるアプローチもあるが� 頑健性も含めてさらなる研究の蓄積が期待される� 日本だけでな

��



く主要先進国において政策金利がゼロに近づいている昨今の状況下では� ゼロ金利制約を加えた

推定が重要であると思われる�

これに関連して� �点目は時変パラメータのモデル選択についてである� !�-"���モデルに

は非常に多くのパラメータが潜在変数として含まれるため� その数を統計的に減らすことによっ

てモデルのあてはまりおよび予測力を改善しようとする研究が増えてきた� 例えば� )��� �� ���

������� *�&�5��� � ' (��� ������� ��� �� ��� ������等である� ただ単純に基本的な!�-"���

モデルをデータにあてはめるだけでなく� 統計的に不要なパラメータが含まれていないかという

ことに関して� 頑健性のチェックが重要である�

%点目は� !�-"���モデルの予測精度について他のモデルとの比較も興味深い� 時変パラメー

タについてランダム・ウォークを仮定する場合が多いが� 例えば定常な �����モデルを仮定した

場合や� マルコフ・スイッチングを仮定した場合との予測精度の比較� また� ��過程等の時系列

モデルとの比較は� 特に中央銀行や民間機関の実務においても重要な論点であると思われる�

最後に 0点目は� 最近の金融危機におけるリーマンショック等� 非常に不規則な観測値をデータ

に含める場合� ��モデルに従う誤差項だけでは十分でなく� 誤差項が従う分布として �分布等の

正規分布よりも裾の厚い分布を仮定する必要があるかもしれない� 直近までのデータを用いた分

析としては� このような発展形についても考えていく必要があると思われる�

補論 ���������� ��������

ここでは� '� 9� 
 � ' �������' ����,�に倣って� 次の線形ガウス状態空間モデルで ���	+���� 

��������のアルゴリズムを説明する�

�� 1 ���� 2����� � 1 �� � � � � ��

���� 1 � ��� 2� ���� � 1 �� � � � � �	 �� ��%�

ただし� �� 1 �� �� � ���� 	�� ���
�
� 1 �とする� まず� �� 1 �� � � 1 ���

�
�とおき� 以下の

)�+�� P+���を � 1 �� � � � � �の順に計算する�

�� 1 �� 	����� �� 1 ��� ��
�
� 2���

�
�� �� 1 � �� ��

�
��

��
� �

�� 1 � � 	����� ���� 1 � ��� 2����� � ��� 1 � �� ��
�
� 2� ��

�
��

�%



次に� �
 1 �
 1 �� �� 1� ��
�
�として� 以下の ���	+���� ��������を � 1 �� �	 �� � � � � �の順

に計算する�

 � 1 �� 	��� ���� !� 1 ���� 2 "�� "� � ���� ��� # � 1 ��� ����

���� 1 � �
��

��
� �� 2�

�
��� 	 #

�
� 

��
� "�� � ��� 1 � �

��
��
� �� 2�

�
�� ��� 2 #

�
� 

��
� # ��

最後に� !� 1 ���� 2 "��  � 1 �� 	 ������� "� � ���� ��を計算する� 状態方程式 ��%�に

おいて� !� 1 � ��� と置き換えながら � 1 �� � � � � �の順に �� を計算する� このとき� 発生され

た ! � �!�� � � � �!
�は� モデル内のパラメータ ��とおく�が全て与えられたときの同時事後分布

�!�����からの確率標本となっている�

�のサンプリングについては� 変数を以下のように置き換えればよい�

�� 1 ��� �� 1 3���
� ��� ��4� � � 1 	��

� � 1 3��� �
���
� 4� �� 1 3��� �

���
��

4�

ただし�  1 ���は ��の次元である� また� �のサンプリングについては� 変数を以下のように置

き換えればよい�

　�� 1 7��� �� 1 3��� ��4� � � 1 	��

� � 1 3��� �
���
� 4� �� 1 3��� �

���
�� 4�

ただし� * 1 ��� 	 ����は ��の次元である� なお� P+���� 
の開始時点が � 1 �2 �になることに

留意すること�
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