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概要. アフィン･ジャンプ過程を用いて複数のタイプの相互作用型イベント発生強度モ

デルを構築する.具体的には,企業群を3つの業種カテゴリに分類して,各カテゴリにつ

いて格下げ/格上げに対する相互作用型イベント発生強度モデルを設定して,日本企業の

格付変更履歴データを分析して,各カテゴリの格付変更についての自己励起性および業種

カテゴリ問の格付変更の相互作用性の有無を検証する.
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Abstr･act. Thispaperpresentsanewmodelingofoccurrenceintensitiesforseveraltypes
ofeventwithmultivariateafRnejumpprocesses.Weactuallytrythemaximumlikelihood

estimationforaspecificmodelthatclassi丘esenterprlSeSintothreecategorieswithsome

historicalrecordofdowngradesandupgradesfortheJapaneseenterprises,SOthatwecan

examinewhethersomeself-excitingeffectsandmutuallyexcitingeffectsofdowngradesor

upgradesareobservedamongthethreecategories.

1.はじめに

本研究の目的は,多次元アフィン ･ジャンプ過程を用いて複数のタイプのイベント発生

強度をモデル化し,それをポー トフォリオの格付変更メカニズムの分析に応用する方法を

提案することである.

導入するモデルの最大の特徴は.各タイプのイベント発生強度が,それと同タイプのイ

ベント発生強度だけでなく異なるタイプのイベント発生強度にも影響を及ぼす構造が取り

入れられている点である.言い換えれば,イベント発生強度に自己励起的 (self-exciting)

な構造だけでなく,相互作用 (mutuallyexciting)の構造も取り入れられているモデルと

いうことになる.このようなモデルの特徴だけ見ると,Hawkes[6]が取り上げている相互

作用型の点過程 (mutuallyexcitingpointprocess)の拡張と考えることもできる'1.Errais

'lHawkesl6]は定常の場合について数学的性質を論じ,相互作用型モデルによって,帯状痛疹のような病
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etal.[4]はトップダウンの視点から,ポートフォリオのデフォルト強度モデルへのアフィ

ン･(拡散)ジャンプ過程とその応用について論じている.

また,今回導入する強度モデルにはブラウン運動で駆動される拡散項が含まれていない

ので,各タイプのイベント発生強度は時間について確定的な影響とイベント発生によって

瞬間的に強度がジャンプする影響のみを考えることになる.このことは,時間とともにラ

ンダムに変動する共変量の効果を考慮することができないというデメリットはあるが,そ

の一方で,イベント発生時点とイベントに付随するジャンプ量の組の系列をマーク付き点

過程のサンプル ･データと見なした場合の対数尤度関数を簡潔に表現することができ,義

尤法の実装が比較的容易になるという利点がある.

アフィン･ジャンプ過程を強度モデルとする点過程に対する最尤推定については,Az-

izpourandGiesecke[1]およびBowsher[2]で論じられている.AzizpourandGiesecke【11

は,長期にわたる米国社債市場のデフォル ト履歴データ (同時点に複数のデフォルトが

起こるケースも含む)を用いて,1次元の場合についてアフィン･ジャンプ過程およびア

フィン･ジャンプ拡散過程で定式化されたデフォルト強度モデルに対する最尤推定に関す

る議論を詳細に行っている.本研究で取り組んでいる最尤推定法は彼らのアイデアを大い

に参考にしている.また,Bowsher[2]は,高頻度データを用いることを前提にして,疏

動性のある市場における取引と中値変更のような2種類のイベントの相互作用に注目して

いる.Bowsher[2]は,Hawkes[6]が導入した相互作用型強度モデルおよびその拡張モデ

ルに対する最尤推定の枠組みを与えるとともに,非定常な多変量点過程の最尤推定量につ

いては,その性質が末だ示されていないと述べている.

加えて,多次元のアフィン･ジャンプ過程による強度モデルをもつ点過程の条件付き期

待値に関しては,Duffieetal.[3],Erraisetal.[4]によって一般的な結果が与えられてい

る.これらはRtlnge-Ktltta法などの常微分方程式の数値解法の枠組みで実行することがで

きる.したがって,Nakagawa[8]で提案されているマルチ ･ダウングレー ド･プロテク

ションのように,ペイオフがポートフォリオ内の特定の格付変更イベントの発生件数に依

存して決まるようなデリバティブの価格評価に応用することが容易になる.

本研究で分析対象とする具体的なイベントは,日本企業の発行体格付 (保険会社の償還

能力を含める)の格付変更である.格付変更モデルというと,個別企業がある格付からあ

る格付に推移する確率を問題にすることが一般的である.しかし,本研究ではまず ｢格下

げ｣および ｢格上げ｣という格付変更の方向だけを問題にする'2.具体的には,日本の格

付付与企業全体からなる信用ポー トフォリオ内における ｢格下げ｣または ｢格上げ｣イベ

ントの発生が,自己励起的および相互作用的な構造を有しているかどうか,という問題を

考える.その意味で,いわゆるトップダウン的な格付変更イベントのモデル化を指向して

いると言える.

気が,子供 ･大人 ･動物という異なる属性間で伝播する状況を表現できるという示唆を与えている.

●ヱリスク管理上は,格下げの方がより重要なイベントと見なされるので,本論文では ｢格下げ｣を ｢格上

げ｣より先に取り上げることにする.
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ただし,取り扱うデータの性質上,｢格下げ｣と ｢格上げ｣以外に,全ての社債が償還

されたため格付が付与されなくなったり,新規の社債発行によって格付を新たに取得した

りというイベントも観測される.そのようなイベントの取り扱い方には工夫の余地はある

が,本研究では具体的にある格付から異なる別の格付へ変更したことが認められるもの以

外は,｢その他｣イベントと見なすことにする.

本稿では,まず一般的に多次元アフィン･ジャンプ過程で与えられる相互作用型強度モ

デルの定式化を与える.

次に,分析で使用する 1998年 4月 1日から2009年 9月27日までの格付投資情報セン

ター (R&Ⅰ)による日本企業の発行体格付の変更履歴データについて概観を与え,イベン

ト発生時点とイベントに付随して観測される何らかの数量の組の系列をマーク付き点過程

のサンプル ･データと見なした際のパラメータ推定方法およびモデルの適合度検定の方法

について整理する.

異体的な分析にあたって,業種をBloombergの業種分禁則こ基づき,Financial,GroupA

(Co… unications,Consumer-Cyclical,industrial,TechlOlogy),GrotlpB(BasicMaterials,

Consumer-Non-cyclical,Energy,Utilities)という3つのカテゴリに再分類して,格下げと

格上げそれぞれの場合について,業種間のイベント伝播構造を見るために3次元相互作

用型 Hawkesモデルで各カテゴリについての発生強度を与え,AzizpouralldGiesecke[1]

のZerofactorモデルに対する最尤推定の方法を参考にしてパラメータ推定および考察を

行う.

さらに,相互作用型 Hawkesモデルの拡張として,Bowsher[2]が提唱している E-

HawkesEモデルと同じく,アフィン･ジャンプ過程の部分を指数部分に組み込んだ指数

型モデルについて,AzizpourandGiesecke[1]の方法を応用してパラメータの最尤推定を

試みる.

統計学的な意味では,提案モデルのデータへの適合度が十分であるとは言えないが,上

記のようなデータ分析によって,GroupAカテゴリにおいてある程度強い自己励起性を認

めることができる.また,相互作用性に関してはFinancialカテゴリにおける格付変更イ

ベントの発生が,GroupAカテゴリの格付変更の発生強度に無視できない影響を与えてい

ることを示唆する結果が得られる.FinancialカテゴリからGroupAへの影響は,指数型

モデルにおいても認められる.

2.相互作用型のイベント発生強度モデル

次節以降では,相互作用型Hawkesモデル (ただし,非定常の枠組みに拡張)を具体的

な分析のためのモデルとして扱うが,この節では相互作用型Hawkesモデルも含まれる一

般的なアフィン･ジャンプ過程を用いた相互作用型のイベント発生強度モデルを導入して

おく.

基本的には,デフォルト発生強度モデルを定式化するためにE汀aisetal.【4]が導入した
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アフィン･ジャンプ拡散過程型の強度モデルのアイデアに沿って定式化を行う.しかしな

がら,AZizpourandGiesecke[1]の中で,1次元アフィン･ジャンプ拡散過程型のデフォル

ト発生強度モデルについて,ブラウン運動で記述される共変量がないモデル (zerofactor

model)と比べて,共変量 (S&P500や短期金利)を導入した場合 (onefactormodel)に

改善があまり見られなかったことが指摘されていることや,拡散項を含めた場合には尤度

関数の表現がやや面倒になる点を考慮して,拡散項を含めずに多次元のアフィン･ジャン

プ過程の形でイベント発生強度を定式化する.

(fl,デ,P)を完備な確率空間とし,(Yt)を適当なフィルトレーションとする.まず,ある

m∈削 こ対して,0(=Tも)<TLl<T;<･-(i=1,- ,m)杏(F')一適合な点過程 (停止時刻の

増大列)とする･Tとを,タイプiのイベントがk回目に発生するランダムな時点と解釈す

る･また,Ntl,- ,Nrをそれぞれ点過程tT!)k∈N,- ,(TT)kENに付随する計数過程とする･

ここでf≠jのときは[NL',Nj]t=oa.S.であると仮定する.要するに,ほとんど確実に,

異なるタイプのイベントは同時に起こらないものと考える●3.

また,L,I,.･･,L㍗を (T;)一適合な純ジャンプ過程で,そのジャンプ時刻はそれぞれ

N,I,･･･,Nr'と共通しているものとする･具体的には,各iについて,L;は独立同分布の確

率変数qLi,り;,･･･を用いて

..鶴
･･･
丁
]
‥i

こ.=J

で定義される純ジャンプ過程とする･ただし･鶴は笥 一可測であるとする･

格付変更モデルでは,例えばタイプ1を ｢格下げ｣と見なし,扇がk回目の格下げで何

格分の格下げが発生したかを表すとすると,L,lは格下げイベント(タイプ 1)における時

点Jまでの格下げ幅の累積和を表すものと考えられる.本研究では,次節で述べるような

データの特徴から戒を丁目こおいて同時に発生したタイプiのイベント件数を表すものと

して扱うことになる.

次に,相互作用型のイベント発生強度モデルの定式化に移る.

(f;)-発展的可測な非負債の確率過程刃を用いて

M':-N;1-Lt糎

と定義した叫 が(rt)-マルチンゲールになるとき,刃をN3'に付随する強度過程と呼ぶ･

本研究では,強度 刃がタイプiイベント自身の発生によって直接影響を受ける(self-

exciting)だけでなく,タイプi以外のイベント発生からも影響を受ける(mutuallyex9iting)

状況を表現することが可能になるように,各タイプのイベント発生強度のモデル化を行う.

●3 ただし,分析に用いるデータは日次でしか取得できないため,同時点に複数のタイプのイベントが観測

されるケースを排除できない.
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そのため,d∈Nを所与として,強度を決定する状態過程ベクトルとして X/:=

I(x,1,･･･,xtd)というd一次元確率過程を考える.Xtは次のようなアフィン･ジャンプ過程

に従うと仮定する.

m

(2･1) dXt-(Ko(i)･Kl(i)X,)dt･∑ =7'dZi, xo∈Rd
l'=1

ただし,Ko(i)∈RdとKl(t)∈Rdxdは確定的な関数であり,=i=diag(fl7i,･.･,fd･L)はd一次

元対角行列で,その対角成分 fj,Lは,すべてのj=1,･-,d,i=1,･･･,mに対して非負の

定数であるとする.また,Ziはその成分を全てLiあるいはNiとするd-次元ベクトルと

する.

これはHawkes[6]で取り上げられている相互作用型の点過程 (m 山allyexcitingpoint

processes)と呼ばれる多次元点過程についての強度過程の一般化とも見なすことができる.

この状態過程ベクトルXtによって,タイプiのイベント発生強度が,ある確定的な関

数 Ai(I)∈Rおよび 7̂.(i)∈Rdを用いて,

;̂=A;(I)+Atl(i)･X'

のようにXtのアフィン変換で定義されるものとする (x･yは2つのベクトルxとyの内

積を表す)･ただし,刃が非負となるように適当な制約条件を与える･

このようなアフィン･ジャンプ過程によるモデル化の特徴を簡単にまとめておく.ま

ず,各タイプのイベント強度は,何もイベントが発生しなければ時間とともに確定的に変

化する.次に,何らかのイベント,例えばタイプiのイベントが発生すると,タイプjの

イベント発生強度が,fj･Llだけジャンプすることになる.仮に,fj･Z'=Oであれば,タイプ

jのイベント発生強度は,タイプiのイベント発生の影響を受けないことになる-4･

また,イベント発生強度としてアフィン･ジャンプ型のモデルを考えた別の理由は,

Dufheetal.【3]や Erraisetal.[4]のアフィン･ジャンプ拡散型モデルについての議論か

ら推察されるように,イベント発生件数によってペイオフが決まるデリバティブ 5の評価

が,モンテカルロ･シミュレーションに頼らなくてもRunge-Kutta法のように実装の容易

な数値計算手法で可能であるからである.

格付変更の履歴データに適合するイベント発生強度モデルの追求を優先すれば,格付変

更イベントの発生強度モデルとしてアフィン･ジャンプ型以外の確率過程を選択する方が

適当かもしれない.格付変更イベントの発生強度モデルとしてアフィン･ジャンプ型を用

いることの妥当性については,4節の実データを用いた分析例を通じて検討する.

'4fLlt=0であれば,タイプL'自体が自己励起的でないことを意味する.

●5例えば,Nakagawa【81は,特定の格下げイベントが発生するごとに決められたペイオフが支払われるマ
ルチ･ダウングレード･プロテクションと名付けたクレジット･デリバティブを提案し,アフィン･ジャ
ンプ型強度モデルによる評価を議論している.
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3. データとパラメータ推定方法

3.1 デ-タの概要と加工について

本研究で相互作用型強度モデルのパラメータ推定に用いるデータは,Bloombergの

RATCコマンドから取得した格付投資情報センター (R&I)の 1998年4月 1日から2009

年9月27日までの日本企業の発行体格付 (保険会社の償還能力含む)の変更に関するも

のである.特定の格付機関の格付変更データを用いて推定を行うということは,厳密に言

えば,企業の真の (あるいは客観的な)信用力ではなく,その格付機関の格付に対する特

性 ･偏向をとらえるだけになってしまう可能性もある.しかしながら,格付機関は,格付

付与の妥当性について以前よりも厳しく見られるようになってきており,R&Ⅰという特定

の格付機関の格付変更が,ある程度は真の信用力の変化を近似できていると考えても良い

と考える.また,本研究では,日本における信用市場の分析というよりも,今回提案する

モデルおよびパラメータ推定手法の適用可能性を調査することに主眼をおいている.その

意味で,今回利用したR&Ⅰの格付変更履歴データは提案モデルを例証するためのサンプ

ルとしては十分意義のあるものと考える.

取得した履歴データには,発行体,イベント発生年月日,変更後の格付,変更前の格付,

業種が情報として含まれている.しかし,今回の分析では,イベント発生年月日,該当す

る企業の属するセクター,イベントの種類 (格下げ,格上げ,その他)だけに注目し,栄

行体の名称や細かい格付推移の情報は扱わない.

また,将来の格付変更を視野に入れたレイティング･モニターを表す */*+/女-の記号は

取り除き,変更前と変更後の格付が異なることが認められたものだけをパラメータ推定用

のサンプルとして採用している.変更後または変更前の格付記号が"NR"となっているも

のがデータには少なからず見られ,そのほとんどが全社債の償還または債券の新規発行に

対応していると考えられるが,これらは ｢格下げ｣または ｢格上げ｣のイベントとは区別

して ｢その他｣のイベントとして扱うことにする●6.

次に,業種分類についてはBloombergのものを採用し,最終的に次の3つのカテゴリ

に再分類する.

･Financial一金融業(保険会社の償還能力に対する格下げも含む)

･GroupA(Communications一通信,Consumer-Cyclical一消費 (景気循環型),Indus-

trial一商工業,Teclmology-テクノロジー):景気変動の影響を受けやすそうなセ

クター

･GroupB (BasicMaterials一基礎資材,ConsumeトNon-cyclical一消費 (非景気循環

'6 その他イベントのうち.変更後格付がNRとなっているものの中には,償還直前の格付が低くて社債を

再発行することが事実上困難になったケースも少なからず含まれていると考えられるので,何らかの信用

事象として扱うことも考えられる.
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型),Energy-エネルギー,Utilities一公益事業):景気変動の影響が小さそうなセ

クター

以上のような業種カテゴリに分類した結果,対象期間中の格下げは全部で 1,011件,

Financialカテゴリが263件,GroupAカテゴリが562件,GroupBカテゴリが 186件で

ある･一方,対象期間中の格上げは全部で488件,Financialカテゴリが 155件,GroupA

カテゴリが221件,GroupBカテゴリが 112件である.

分析上,時間を連続時間に対応させる必要があるため.以下のような処理を行う.東京

株価指数の終値が取得できた日 (営業日と見なす)だけを昇順にリストして●7,1998年4

月 1日をJ=0と仮定し,1999年以降は4月最初の営業日がJ=1,2,- となるように定

め,それ以外は,年度ごとに｢1/その年度の営業日の数｣をその年度の時間幅 (年度によっ

て異なるがおよそ 1/250程度)として連続時間に対応させた.このように調整すること

で,扱ったデータにおいては,最初の格下げはGroupAで 1998年4月6日(f=0.0121),

最初の格上げはGroupBで 1998年5月29日(′=0.1579)などと表される.また,結果

として最終時点2009年9月27日はT=11.486と表されることになった.

Fig,1は発行体格付の変更の件数の推移を,格下げ,格上げ,その他 (償還 ･発行)に

ついて,月次で表したものである.この図を見ると,1998年5月から1999年8月くらい

までの期間と,2002年の前半あたりに特に格下げが多くなっていることが分かる.一万,

2006年以降は,格上げ件数が相対的に多くなってきている.
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またFig.2およびFig.3は,それぞれカテゴリ別に月次の格下げ件数および格上げ件

数の推移を表したものである.

票 8 ∈当 昌O)

O O Oru r＼l ～y8ar 害 3 0完 荒

馬Figl2･Trajectoryofmonthlynumbersofcategory-by-categorydowngradesannou

ncedbyR&IduringApril1998toSeptember2009.害 害 営

毒 害 害 害N ～ ～ ～ ～ Nyear

Fig･3lTrajectoryofmonthlynumbersofcategory-by-categoryupgradesarmouncedb

yR&IduringApril1998toSeptember2009.
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TableI.Therelationbetweenthenumberofdaysbeforenon-businessdaysandthenum-
berofobservationsforeachtypeevent.

non-businessdays -1day -2day -3day -4day -5day tota
lFinancial:Down 0 104 47 47 51 14

263GroupA:Down 1 278 85 92 64

42 562GroupB:Down 0 84 17 4

2 28 15 186Financial:Up 0 37

32 38 22 26 155GroupA:Up

0 58 40 58 31 34 221GroupB:Up 0 26 17 30 2

0 19 112ことが読み取れる◆8.さらに,その他イベントのうち償還に相当するもの

は,3月と9月に多いことが確認された.モデル構築上は,このようなバイアスも

本来盛り込むべきかもしれないが,日次でのイベントの多寡ではなく,週次 ･月次程度の

期間で見たときの各イベントのクラスタリングを把握できればよいので,分析においては休日前であるか,特定の時期に当たってい

ないかどうかは特に気にしないことにする.他にも,格下げ/格上げの起こりやす

さは,その時点で格付が付与されている企業全体の格付分布 (全体でAAA格企業が何%

,AA+格企業が何% という分布)にも依存すると考えるのが自然である.その意味では

,格付分布と格付変更の関係という視点でも,データを詳しく調査する必要があろう.し

かし,今回は各イベントの発生強度は格付分布とは独立であると暗に仮定して,分析を行っていく

ことにする.3.2 推定モデルの特定次に,(2.1)式のように導入した一般的

な相互作用型の強度モデルの枠組みで,格付変更イベント発生強度モデルを具体的に定式化

する.∽個のイベントタイプを考える際,状態過程ベクトルの次元もd=mとして,X,='(X,1,

･.･,xr)はそれ自身各タイプのイベント強度になる (すなわち 1̂=x!U=1,･.･

,m)となる)と仮定し,さらに次のようなアフィン･ジャンプ過程 (相互作用型Hawkesモデ ル)に従うと仮定する
.

(3
.
1 )
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･
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-1.メIJol-EAJJ1■8祝日なども考慮すると,営業日の中では休日1日前に当たる日数が一番多くなることに注意.
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ただし,Nj,cj,tfj･iIi= 1,･･.JnU=I,- ,m)および初期値Xiは全て非負値のパラメータであ

る.(3.I)式から,タイプjのイベント発生強度は,時点tでタイプiのイベントが発生し

たとき,fj,zL;だけジャンプするが,イベントが発生しなければcjという水準にNjで決ま

るスピードに時間について確定的に回帰すると解釈することができる.

また,X!はj=l,- ,mに対して

･3･2, X!'-d'･e-NJt(xjllか Lte-",-S'妄 fjjdLi

と表すことができる.この表現からエ;が非負のジャンプだけを許されるとすれば,その

他のパラメータの非負制約から任意の時点 t≧Oにおいて,Xl≧mintcj,xi)≧0であるこ

とが容易に分かる.

ここで考えるイベント強度モデルは,AzizpourandGiesecke[1】のZerofactorモデルに

似ているが,デフォル トという単一タイプのイベントではなく,複数のイベントを同時

に考えている点が異なる.また,対象となるタイプのイベントとは別のイベントの影響

の可能性も考えるため,必然的に推定するパラメータも多くなる.さらに,Azizpourand

Gieseckell]ではXi=cjを仮定しているが,ここではまず,初期値xiと長期平均cjを

別々に推定することにした'9.

推定用のサンプル観測期間が,連続時間の有限区間 [0,T]で表されるとする.また,対

象とする格付変更タイプがm種類であるとき,タイプごとにイベント発生日と発生件数

の履歴データ･すなわち,(千,*):-lt(子1,鶴))L･-1.日直 -1,･.,mというマーク付き点過程のサ
ンプルと見なすことができる形で観測データが利用できるものとして,パラメータを推定

する方法を考える.このとき,L;はタイプiの累積発生件数を表すジャンプ過程として扱

われることに注意しておく.

ここで,Oj:=(xi,KJ,Cj,(fJ･'),=I,･･1.m)U=1,- ,m)を推定すべきパラメータの組と

する.

Nakagawal8]のAppendixの議論から,考oJを観測データを入力して得られるX!のパ

スを表すものとすると,尤度関数は次のように表すことができる.

･3･3, I(({y},-1--,,車 p(LTlog(X3'F,dNf-f x3'･yds)･

このことから,各jについてCV'は別々に最適化することで求められることがわかる.

また,対数尤度関数 e(OJI(千,*)):=logL(OjI(チ,再))の最大化問題は,

flog(郷 dNi-LTx3'･yds･

の最大化問題に帰着することが分かる.

●9xS-cjのときは,Hawkesl6]の相互作用型過程そのものになる
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さらに,(3.2)式を用いると,タイプノイベントに対する最尤推定の問題は,以下の目的

関数の最大化問題として考えることができる.

N,I m

∑ logtcj･e~xJFk(Xi-ci)I∑ f"'∑%e-d'Fk-rp')
k=1 '=1 テb<?A

･3･4, -cl -X# (I-e-NJT,一諸藩 (ll- ,)･k=1

パラメータの最尤推定は,統計分析ソフトウェアRのoptim関数●10によって,(3.4)式

で定義された関数を最大化するという実装を行った'll.初期値は,強制的にパラメータ値

を固定しない限り,計 12個のセットを用意して最適化し,各ノについて目的関数(3.4)が

最大となる場合の推定値を取り出す.

ただし,本モデルにおける最尤推定量の標準誤差を与える厳密な方法は分からないの

で*12,Rのoptim関数のアウトプットで得られるHesse行列の逆行列の対角成分の平方

根を標準誤差と見なして算出した一13.

また,推定したモデルのデータへの適合度を,AzizpourandGiesecke[1]が適用してい

るKolmogorov-Smimov検定およびprahlの検定を通じて検討する.

どちらの適合度検定においても,各タイプのイベント発生時刻fFk)の系列を事後推定さ

れた強度 スjを用いて

鵜 J弓1,ids

と変換すると,(AJかカ唱 準poisson過程のジャンプ時刻と見なせる性質を利用する･ただ

し,本研究ではこの積分値を,データの時間幅 (姦 程度)で時間軸を分割して得られる

長方形分割による近似計算で算出する.

そして･tAJk-AJk-I)A-I,･･,Nlは独立同分布であり･指数 1の指数分布に従うということ
を帰無仮説と設定し,これが棄却されない場合に,モデルが適合していることの目安と

する.

Kolmogorov-Smimov検定は,Rでks.test(☆☆☆,‖pexp日,rate=1) (***には,上記

で変換したtAk-ALl)A--I.･,埠 系列のベクトルを指定)を実施し･5%を有意水準と見る

'10 optim(initiaLvalues,objlfun ,method-HL-BEGS-B日,lower-numeric(m),
control=1ist(fnsCale=-1),hessian=TRUE)

'llAzizpourandGiesecke【1】では,最適化に関して,離散化したパラメータ空間上でグリッド検索を行った
と記述されている.

'12 Bowsher【2]は,1次元の定常点過程についての最尤推定量の漸近的性質についてはOgatal9]が一致性
や漸近正規性などを証明しているが,多次元点過程に対する最尤推定量の性質について触れている統計分

野あるいは計量経済分野の文献は見あたらないと記述している.Bowsher[2】は,モンテカルロ･シミュ
レーションを用いて最尤推定量の性質を分析例を紹介している.

'13制約付きで最適化を行っているが,optim関数の仕様では非拘束条件下でのHesse行列を算出するとい

うことである.
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ことにする.

一方,AzizpourandGiesecke[1]によると,Prahlの検定は,次で定義される統計量Mj

が漸近的に平均克 - -1-0･189/NJ;,標準偏差oji記0･2427/席 ■の正規分布に従うと
いう性質に注目する方法である.

- :-毒k:jJk;_l<p(1-生害 ), ～:-義
kjT∑(AJi-AJ;_I)k=l

統計量M が区間VM-U!M,P!M+0/M)に含まれないときに,帰無仮説は棄却されると考
えることにする.

なお,業種を区別しないで ｢格下げ｣および ｢格上げ｣に対して発生強度を一定とす

るPoisson過程モデルについて適合度検定を実施したところ,格下げの場合に強度一定モ

デルはKolmogorovISmimov検定でもPrahlの検定でも棄却されたが,格上げの場合には

Kolmogorov-Smimov検定では棄却されたが,Prahlの検定では棄却されなかった.ただ

し,比較的新しい時期の格上げデータだけを用いてPrahlの検定を実施すると棄却された

ので,少なくとも最近については強度を一定とするモデルの適用は適当ではないと考えら

れる.

また,業種を先に述べた3つのカテゴリに分類して格下げと格上げそれぞれについて強

度を一定とするモデルを仮定した場合は,いずれの場合も両検定で強度一定モデルは棄却

された.

4.業種カテゴリ別の格下げ/格上げの強度モデルのパラ

メータ推定

ここでは,3.2節でm=3として,3つに分類した業種カテゴリごとの格下げ (格上げ)

発生強度モデルを(3.1)式で与える.そして,3.1節で述べたように 1998年4月 1日を

J=0と仮定して営業日ベースで 1年を単位として,業種カテゴリごとに件数をまとめた

格下げ/格上げの履歴データを用いて,(3.4)式の最大化問題の解としてパラメータの最

尤推定値を求める.変数の右上の数字は,1がHFinancial"杏,2が…GroupAMを,3が

HGroupBMを示すものとする.

ただし,全期間の格上げ履歴データを用いて,提案モデルのパラメータ推定を行ったと

ころ最適化の際にエラーが生じた.(3.1)式で与えられるモデルが不適当であることも考

えられるが,Fig.3で見る限り,少なくとも2006年～2007年にかけてFinancialカテゴ

リとGroupAカテゴリで格上げにクラスタリングらしい状況が見られるので,直近のと

ころでは(3.1)式で与えられる強度モデルが適用できる可能性があると考えた.そこで,

格上げモデルの推定では,使用するデータ期間を2001年4月 1日以降に変更する.

さらに,格上げ履歴データの予備分析では,全ての業種カテゴリで Cノの推定値が0に
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なった.そこで,回帰水準を Cノ=0.001と固定して,残りのパラメータについて最尤推定

を行うことにする.

格下げについて業種カテゴリ別にパラメータ推定した結果は,Table2に,格上げにつ

いて業種カテゴリ別にパラメータ推定した結果をTable3にまとめている.ここでは,特

に自己励起性および相互作用性に着目して考察を行う.

業種カテゴリ別の格下げについては,fl,I,f2,2,f3･3の推定値の水準だけを見ると,いず

れもある程度の自己励起性が認められるが,推定値の絶対値が標準誤差の2倍 (約95%信

頼区間)より大きい場合を有意であると判断する場合,GroupAカテゴリだけが有意な水

準と見なされ,Financialカテゴリおよび GroupBカテゴリの自己励起性は有意とは認め

られないことになる.

また,相互作用性については,f2,1の推定値と標準誤差の関係から,Financialカテゴリ

の格下げが GroupAカテゴリの格下げに対して一方向的に比較的強い影響を及ぼしてい

ることが示唆される.しかしながら,その他には強い相互作用性は認められない.

一方,業種カテゴリ別の格上げについては,f2,2の推定値と標準誤差の関係から,Group

Aカテゴリには有意とは判断できないまでもある程度弓軌 ､自己励起性があることが示唆さ

れる.またf1,2とf2･lの推定値と標準誤差の関係からFinancialカテゴリとGroupAカテ

ゴリの間の格上げに相互作用性があることが示唆される.しかし,その他には目立った自

己励起性および相互作用性は認められない.
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Table2.Themaximumlikelihoodestimatesoftheparametersof(3.2)fordowngrades

ofeachcategory.Thestandarderrors,whichareglVenbythesquarerootsofdiagonal

elementsof也einverseofHessianmatrix也atisnumericallycomputed,aregiveninparen-
theses.

Financial xi 〝1 cl fl,I f1,2

f1,319.ll 4.08 3.18 1.51

0.00 0.00(13.35) (6.33) (1.10) (1.

26) (0.24) (1.21)GroupA x

3 ㌔ C2 f2,I f2-2 f2,342

.09 3.26 3.17 1.17 1.00 0.82(18.67) (0,97) (1.80) (0.32) (0.4

3) (0.86)GroupB X3 ㌔ C 3 f

3,1 E3,2 E3,324.47 4.34 1.01 0.38

0.44 1.22(19.12) (1.71) (0.86) (0.25) (0.39) (0,66)Table3.Themaximum l

ikelihoodestimatesoftheparametersof(3.2)forupgradesofeachcategory(usingonl

ythesamplesa洗erMarch,2001).Thestandarderrors,whichareglVenbythesquarerootsofdiagonalelementsoftheinverseofHessian

matrixthatisnumericallycomputed,are

giveninparentheses･Financial Xi 〟1 cl(Fixed) fl,I fl,2 f1,3

2.52 3.60 0.001 0.17 1.35 0.00

(4.18) (1.15) (-) (0.58) (0.

56) (0.84)GroupA Xo2 ㌔ C2(Fixed)

f2,1 f2,2 f2.319.63 3.43 0.00

1 2.53 1.34 0.00(10.39) (

1.12) (-) (0.87) (0.70) (1.08)GroupB
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また,Fig･4は,Table2およびnble3のパラメータ推定値および履歴データを(3.1)式

に代入して得られる,業種カテゴリ別の格下げおよび格上げについての事後的な強度パス

を表している.特に,FinancialおよびGroupAの強度パスからは,パラメータ推定値の

考察を通じて期待される自己励起性および相互作用性の影響をある程度視覚的にも確認す

ることができる.また,Fig.2およびFig.3で示された月次の業種別格下げ/格上げ件数

の推移と比較しても整合的な強度のパスが得られていることが確認できる.
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5.指数型モデルに対するパラメータ推定

(3.1)で与えられるXtに対して,各イベントの発生強度が Ii=exp(刃)というアフィ

ン･ジャンプ型過程の指数形で表されるモデルを考える.これによって,強度自体のア

フィン･ジャンプ構造は崩れるが,パラメータ値によらず強度は常に正の値をとるので,

全てのパラメータについて非負制約を取り除くことが可能になる.そこで.Rのoptim関

数で選択できる=Nelder-MeadM,HBFGSn,HCG",HSANNH法 (いずれも制約条件を加え

られない)を用いて,同じ初期値で最適化を実行し,結果や収束状況を比較する●14.ただ

し,Xi=cjという制約を課してり5,初期値はXi(=cj)=Nj=3,fj･L'=0(Vj,i)とする･

また,実際には営業日間の時間幅は年度によって異なるが,仮に△一定として,観測期

間の最終時点 TがT=MA,A>0で与えられるとすると,タイプjに対する対数尤度関

数は以下のような近似表現が得られる.

1(軸 ,桝 LTx3LydNi-LT㌔･かds
k,I m

-∑(cj･∑fj,t'∑ 乾e-N'(Fk-千;I)
k=l l=1 子ら<Fk

-LT
7n

exp(cj+∑fj･L∑乾e-'J(S~Fp')ds
t=lFp<S

N! m
-∑(cj･∑fj･i∑ 和 一鵬k-千;')k=ll=1子ら<Fk

M-I m

-ecJ△∑exp(∑ fj･i∑乾e-A(kA-千;')k=0 一=1 子ら<kA
上記の近似式に基づいて,｢格下げ/格上げ｣の2方向の変化イベント×3つの業種カ

テゴリ区分で得られる合計 6種類のイベントタイプについての自己励起性およびイベン

ト間の相互作用性をとらえることができるように多次元アフィン･ジャンプ過程で表さ

れる部分を拡張して推定を実施 (m=6として2001年4月 1日以降のデータのみ使用)

し,さらにRのoptim関数の最適化手法のオプションとしてuNelder-MeadM,"BFGS",
HcG",HSANN''法のそれぞれについて最尤推定を行う.

結果的には,BFGS法が全てのケースで最適化計算が収束したと判断され,また目的関

数の値も4つの手法の中で最大であったので,以下ではBFGS法についてのみ結果を示

●14各最適化法の詳細については,h柾p:〟www.is.titech.ac.jp/hase/masehtml.jp/optim.jp.htmlを参照のこと

●15 これは,Bowsher【2]のE-HawkesE(3)モデルに相当する.
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す●16.

Table4には,合計 6つのカテゴリに対する推定結果をまとめている.

f1,1の推定値と標準誤差の関係を見ると,Financialカテゴリの格下げについて比較的強

い自己励起的な状況が認められる.それ以外のflj(i=2,･･･,6)については有意性は認め

られない.この結果は,4節で考察した自己励起性についての結果とは傾向が異なってい

ることに注意しておぐ17.

また,相互作用性については,f2･1,f5･1,f2,4,f5,4の推定値と標準誤差の関係を見ると,

格下げと格上げの両方について,FinancialカテゴリからGroupAカテゴリという一方向

での伝播について有意性が示唆されている.

このように,｢格下げ/格上げ｣の2方向の変化イベント×3つの業種カテゴリ区分で

得られる合計6種類のイベントタイプについての指数型モデルに対するパラメータ最尤推

定によって,ある程度予想された自己励起性および相互作用性が認められる結果が得られ

た.しかし,個別のイベント強度に注目すると解釈が難しい結果も含まれている.指数型

モデルの適用法には工夫や改善が必要であると考えられる.

Fig･5は,Table4のパラメータ推定値および履歴データを (3.1)式に代入して î=

exp伸 として得られる,指数型モデルにおける業種カテゴリ別の格下げおよび格上げに

ついての事後的な強度パスを表したものである.格上げの強度パスは,Fig.4と強度パス

の様相が似通って見える.一方,格下げの強度パスは,同時点で比較したときに,Fig.4

の強度パスと様相が大きく異なる.これは4節のときと異なり,1998年～1999年におい

て多数発生した格下げが推定結果に反映されていないことが大きな要因と考えられる.

6.まとめ

本稿では,多次元アフィン･ジャンプ型過程により,相互作用性 (あるタイプのイベン

ト発生がその他のイベント発生強度に影響を与える効果)が見込まれる複数のタイプのイ

ベント発生強度をモデル化し,10年強の期間におけるR&Ⅰによる日本企業の発行体格付

に対する格付変更履歴データの分析を行った.

業種を3つのカテゴリに分類して,多次元アフィン･ジャンプ型過程を格下明格上げイ

ベント強度モデルとして用いて格付変更履歴データを分析した結果,GroupA (消費 (景

気循環型)や商工業などの業種を含む) で特に格下げの自己励起性が認められた.また

相互作用性については,格下げ/格上げの両方に関して,Financialカテゴリの格付変更

イベント発生が,GroupAの発生強度に強く影響を及ぼすことを示唆する結果が絵得られ

た.FinancialカテゴリからGroupA という方向での相互作用性は,指数型モデルに対す

●16 optim関数による最適化の結果はBFGS法が全体的に安定していたが,BFGS法が必ずしも最善である
という保証はできない.

●172001年 4月 1日以降のデータを利用したために,2000年頃までの多数の格下げが推定に考慮されてい

ないことが一因であると考えられる.
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Table4.Themaximumlikelihoodestimatesoftheparametersofexponential-form model

forbothdowngradesandupgradesofeachcategory(usingonlythesamplesaRerMarch,

2001).Theoptimizationmethodis"BFGS"inoptimfunctionofR.Thesuper-indicesI,2

and3comSpOndtodowngradeofF血ancial,GroupAandGroupB,respectively.The

super-indices4,5and6doupgradeofFinancial,GroupAandGroupB,respectively.The

standarde汀OrSareglVeninparentheses.

｣
､｣

｣
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る推定結果においても認めることができる.しかし,適合度検定のような統計的な見地か

らは,今回提案した相互作用性を見込んだイベント発生強度モデルの妥当性を主張するに

は不十分である.

また,強度モデルの定式化に限らず,データの加工法,業種カテゴリのまとめ方,パラ

メータ推定法 (最適化手法)など,いずれの点でも改善の余地があり,今後の課題とし

たい.
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