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回帰分析における検定仮説の識別可能性と

OLSEとGLSEとの問の選択*

刈　屋

専1序論と要約

線型回帰モデルにおける仮説検定問題は,回帰

係数に関する線型仮説を検定する問題と,誤差項

の分散行列の構造に関する仮説検定問題が代表的

なものである。前者ではF検定(またはt検定)

が用いられ,後者では時系列分析での1階マルコ

フ型の系列相関を検定するDurbin-Watson検定

が, 0工JSE(ordinary least squares estimator)を

用いる目安として非常に頻繁に用いられている。

しかしこれらの間鬼を考える場合,たてられた仮

説がデータから一意的に識別されうるかという問

題についてはこれまで議論されていない。これは,

ある与えられたノ仮説に対して,データからみてこ

の仮説と同等に見える仮説(これを観察上岡等な

仮説と呼ぶ)が他に存在しないか,という問題で

ある。これを仮説の識別可能性の問題と呼ぶこと

にする。この間題は,モデル(あるいは分布のク

ラス)の識別可能性の問題,特に計量経済学にお

ける同時方程式モデルの識別可能怪の問題と区別

すべきものである。いかなる統計的問題において

ち,このモデルの識別可能性は前もって保証され

なければならない。従って仮説の識別可能性の問

題を考察する場合,これを前提として議論する。

1つの仮説の識別可能性は,事前的情報に基づい

て選定されるをデノレに依存することはいうまでも

ない。ある仮説が1つのモデルでは識別可能であ

るが,更に大きなモデ′レでは識別不可能であると

いうことがしばしば起こる。他方,モデルは事前

的情報に基づいてスぺシファイされるが,その事

前的情報は1つの確定的なモデルを選定するほど

十分なものでない場合が多いO　このような場合,
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いわゆる親モデルと呼ばれる大きなモデルを考え

て,その親モデルの中で代替的なモデルを仮説検

足したり,モデノレ判別を行ったりする。

この論文ではまず第2節で仮説の識別可能性を

定義する。この定義は尤度原理(likelihood prin-

ciple)に基づくものであり, 2つの仮説(とくに帰

無仮説)が恒等的に同じ最大尤度を与える場合,

その2つの仮説は識別不可能とする。ここで仮説

として考えるものは,与えられたパラメータ空間

の中の(相対位相に関する)閉集合である。この識

別性の定義は,通常の分布のクラスの識別性の定

義の一般化とも考えられる。第3,4節では以上の

定義に基づいて,線型回帰モデル

(1.1)サ-XJS+M

における仮説の識別可能性を考察する。ここでX

はnxk,rank(.A)-kの既知行列,誤差項uは平

均0,分散行列E{uu')-nをもつ正規分布に従

うものとする。すなわち

(1.2) y-N{xp,n), i2>O

である。ただし, β>0はβが正値定符号行列で

あることを示す0第3節では)-02In{誤差項u

の要素uiは互いに独立で,分散IA定)の仮定のも

とで,一般線型仮説

(1.3) Ho: Ro月-ro,Rq: pxk,rank(R。)-p

の識別可能性を示す。第4節では一般性を失うこ

となく　--a22日E】-1として, Eの構造に関す

る仮説は,モデルが観察上岡等な仮説をすべて排

除できるほど十分に小さくない限り,一般に識別

不可能であることを示す。このEに関する仮説

が一般に識別可能でないという性質は,その仮説

を検定する場合Eの構造に関する情報は,残差

(1.4) e-Nv, N-I-M, M-X(X′xy'x′

という形でのみ利用可能であるという点に起因す

る。たとえば,帰無仮説H。:2-1が対立仮説
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K:S-Sn幸Zに対して識別可能でないというこ

とは,他に帰無仮説Hi:I-2i幸Zが存在して,

HoをKに対して検定する尤度比がHlをKに対

して検定する尤度比に等しいことを意味するが,

これは, ZとEKの相異が尤度に与える影響は残

差(1.4)を通してしか測定されず,その結果Hl

の介在を許すことになっている。従ってデータか

らみるとHoとHlは区別できず, Hoの採択は同

時にHlの採択を意味することになる。このこと

は, E.のもとではOLSEが適当であっても, Hl

のもとではそれは必ずしも有効でないかもしれな

い。この間題を扱うため,上の議論をOLSEと

GLSE(generalized LSE,一般化最小2乗推定量)

の選択問題と結びつける。実際, Eに関する1つ

の仮説に対してそれと観察上岡等な仮説のクラス

は,いわゆるRaoの分散行列の構造と関連して

いる　Rao(1967)は　GLSEがOLSEと恒等的に

等しいための必要十分条件は, Eがクラス

(l. S) 5- {01¢-xrx′+ZAZ′+cl, X′Z-0,

e>O, r,aは¢>0となる任意の対

称行列)

に属することであることを示した。従って,帰無

仮説HB:2-2oCeを対立仮説K:2-211年Gに

対して検定する問題を考察する。この場合,実際

にはHoおよびKに対してそれぞれ観察上岡等

な仮説のクラス2S*,SbKが存在するから,事前的

情報がない限りこの間題は, Hoと観察上同等な

仮説のクラス必OをKと観察上同等な仮説のクラ

スDKに対して検定することになる。第5節では

これらのクラスを具体的に記述し, Hoと観察上

同等なノ仮説は必ずしも6に属さないことを示すO

従って,仮説LLoが採択されても,それが観察上

岡等な仮説のクラスZ)Oの採択を意味する限り,メ

Bo(‡6であるので必ずしもOLSEの通用という

ことにならない。他方,任意に与えられたβに属

さない分散行列EK(¢6)に対して, 6,に属する

分散行列で, EKと仮説として観察上同等なもの

(それをEKとする)が存在することが示される。

それゆえ,分散行列に何ら事前的情報がない場合

は, EKが仮にGの外に'ぁっても,すなわちも

LEKが既知であればOLSEの代りにGLSEを

用いる方が適当な場合であっても,データからみ

ると, EKと同じ最大尤度を与えるEKがGの中

にあり, EKのもとではOLSEとGLSEは全く

等しいので(EKが未知であろうが既知であろう

が)常にOLSEを用いてよいと議論できるかもし

れない.しかし,これはある程度はっきりしたE

に関する事前的情報がない限り, Eに関する仮説

は検定不能であることを示すことに過ぎない。例

えば　Durbin-Watson検定では,誤差項の1階

のマルコフ性を検定しようとするが,この1階の

マルコフ性というEの構造に関する事前的情報

が近似的にデータの生成過程をとらえていない限

り, 2-1という仮説が採択されても,実際に2

-7と観察上同等な仮説のクラスに属するものが

採択されたにすぎないかもしれない。この意味で

I-Zという仮説は検定不能である。他方,^jrォi

であるときOLSEを用いると,周知のようにそ

のGLSEに対する木目対的効率は低くなる。そこ

で, OLSEとGLSEの選択問題を仮説検定によ

らず,相対的効率の大きさから眺めることにする.

相対的効率をOLSE6とGLSEβ(2K)の分散行

列の行列式の比り…|Var(βC2*))聞Var(6)|と定

義し,りが1に近くなる場合を考察する. EKが

クラス6に属していればり-1となるから, EK

とβとの距離を考え,その距離でOLSEを用い

た場合の妥当性を測る1つの測度とする。更に,

もう_1つの方法として, EK∈6はXの列ベクト

ルの張る空間がEKのあるk個の固有ベクトルの

張る空間と同等であることから, k個の固有ベク

トルの選び方を与え, Xの列ベクトノレ空間と選ば

れたk個の固有ベクトルの張る空間との近さを表

わす測度を導入し　OLSEを用いる妥当性を測る

基準とする。これら2つの測度はXとEKのみ

に依存し,確率ベクトルyに依存していない。ま

たこの測度を系列相関の場合に通用する。第6節

では,上の議論を系列相関の問題に適用する。

喜2　仮説の識別可能性

実際的な見地から,モデルが密度関数のクラス

として与えられている場合のみを扱う。いま

F(6)- [f(x 0)le C 6lI
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で,OをパラメータとするBnで定義された(ある

♂有限測度〃に関する)密度関数のクラスとする。

ただし6)はR'Cの空でない開集合とする。比較の

ために,クラスF{6){ま,たは簡単に6))の識別可

能性の定義を与えておく。

定義1 F(8)の密度関数./Wo),または単にeo

〔βが識別可能であるとは,あるβ1〔βに対し

て

(2.1) ∫(耳βo)-∫(∬】βi) a.e.〟(〟)

ならば　0(1-01が成立する場合をいう。各e∈6)

が識別可能なとき, F(6)または0ほ識別可能で

あるという。

いかなる統計的問題においても,モデル(すな

わち密度関数のクラス)の識別可能性が前もって

保証されていなければならない。従って,以下で

はF(6)の識別可能性を仮定し,この仮定のもと

で㊥に関する仮説の識別可能性を定義する。こ

れを定義するにあたって最初に注意すべき点は,

伊に関する仮説とは何かという問題である。 βの

任意の部分集合は論理的には統計的仮説たりうる

かもしれない.しかし,例えばGは有理点であ

るという仮説は,仮説としては意味がある場合が

あるであろうし,ある目的からチェックしたいと

いう要請がでるかもしれない。しかしこのような

仮説に対して,意味のある形で統計的な検定を行

うことは不可能であろう。一般的に統計的検定問

題は,ある帰顛仮説H-.e〔6)Oをある対立仮説

K:e〔@K (ゥnOK-¢)という形で与えられる

が,その際帰触仮説を作る0の部分集合¢Oは,

多くの重要な仮説において伊の(相対位相に関し

て)閉部分集合である。これに対して対立仮説を

作るβの部分集合伊方は,開または閉部分集合

であることが多い。この点に注目して, ㊥自体と

空集合を除く閉部分集合全体をSで表し,集合族

1日こ対して識別可能怪を定義する。そしてこれを

仮説の識別可能性の定義とするo従って主として

帰撫仮説の識別可能性を念頭においていることに

なるが,定義としては帰勲仮説,対立仮説の区別

がなぐ, 6)の閉部分集合に対して定義される。

定義2　仮説の識別可能性

6).〔Sが識別可能であることは,ある6)1〔凱こ
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対して

(2.2) supf(x¥0)-sapf(x¥0) a.e.x(fe)
9eOu        o〔飢

ならば, 6>o三Oiが成立する場合をいうO識別可

能でない場合, ◎Oは識別不能であるという。

明らかにこの定義は定義1の一般化であって,

その一般化が仮説検定の議論と関連づけられてい

る。定義2の仮説検定論的な意味を考える。いま

帰無仮説H:eC6)Oを簡単に6)Oで,対立仮説K=

eC6)Kを6)Kで表すことにする。帰無仮説6)OCS

(従って6)Oは6)の閉部分集合)を対立仮説6)Kに

対して検定する問題(従ってOonOK-車が自動的

に仮定される)で, ooCSが識別不能であるとし

よう。そのときには定義2から,あるOl∈」, 01

幸Ooで(2.2)を満たすものが存在する。すなわち,

2つの異なる閉部分集合6)Oと6).に対して,それ

ぞれのもとでの最大尤度が常に等しいO　ここで,

6)lは必ずしも@1nOK-車を満たさないし, &K

がSに属している場合6)⊥-◎Kであるかもしれ

ないことを注意しておく。この場合6)OをOKに

対して検定する尤度此(likelihood ratio)は,ョ!

を6)Kに対して検定する尤度此(ただし6)1∩6)K

牛車かもしれない)に等しい。すなわち

(2. 3)

sup/Oc|fl) sup/(∬Le)
6>5　　　　　　　　　　　8,

sup/(x(0) sup/(xlO)
6g　　　　　　　　　　∂∬

が成立する。従ってこのような尤度比に基づく限

り,与えられたデータEからは610と6)lが識別

できず, Ooが6)Kに対して採択されたとしても

e〔6)Oかe∈6)lか判定できないことになる。デ

-タから識別されるものは, Ooと観察上同等な

(すなわち(2.2)が成立する)βの仮説のクラスで

ある。形式的にはβノの上に同債関係-杏

㊥0-¢1⇔ (2.2)

で定義し,同値類の集合を蝣9-3/-　　　を含む同

値類をOoで表せば,帰無仮説Ooは6)Oに属する

任意の閉集合6)1と識別されず,データから識別

できるものはるの点である各同値類である。

仮説の識別可能性の定義は,モデルのスペシフ

ィケーションに依存している。ある1つのクラス

F{6)の中では帰勲仮説6)o〔Sが識別可能であっ

ても, F(0)を含む更に大きなクラスF(6*)(6*
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⊃6))の中では識別不能となるかもしれない。勿論

モデルF(8*)は定義1の意味で識別可能である

ことを前提する。

次に,仮説の識別可能性の定義は尤度原理に基

づいていることに注意しよう。この原理に基づい

た理由として　Fisher, Barnard等の尤度に基づ

く統計的立場からの議論と関連ができ,更にNey-

man-Pearson的な立場からも多くの問題で尤度

此検定は最適性を示していることによる　Ney-

man-Pearsonの検定論からは, OoをOKに対し

て検定する場合の尤度此検定は

(2. 4) [sup/010)/sup/(x 0)]<a
∂o　　　　◎∬

のとき帰無仮説のOを棄却することになる。ここ

でkは有意水準から決められるので,6)ムに対して

(2.2)の代りに適当なC>0に対して

(2.S) supf(x¥0)-osupf(x¥0) a.e.x(fi)
Bo　　.　　　Si

を満たす611〔Sが存在すれば, (2.4)に基づく棄

却城と尤度此

(2. 6) [sup/(xl<50!supf(x¥O)J<k′

01　　　　Sk

に基づく棄却域とは同じものになる。ただし, 01

∩6)K≠¢かもしれない。従って,このような視点

からは,定義2の(2.2)を(2.5)で置きかえて仮説

の識別可能性を定義できることになる。

定義3　6>。〔SがNeyman-Pearsonの意味で識

別可能である.とは,ある6)1〔Sに対して(2.S)が

成立するとき, 00-ョ!である場合をいう。

最後に,モデル選択の問題にふれておく。いま

βoCβ,@1〔βでの最尤推定量をそれぞれβ0-

βo(〟),β1-β1(〟)とすれば, (2.2)は

/(* 00(*)) -/(〟 01(∬')) a. e.x(ft)

であり,従って最大尤度に基づくモデル選択の議

論においても識別可能性が問題となる。特に赤池

情報量基準(AIC)では, ∂Oに対しで情報量を

(2.7) !(ゥ)--2log/(∬ea{x))+2p

(pは¢Oの自由度)

で定義し, 0。と6)Kのモデノレ選択は, Kfi。)と

H@k)の大きさに基づいて行われる。この基準は

尤度此検定で棄却点を有意水準に俵存させないで

パラメータの自由度だけから決めるモデル判別方

式と考えることもできる.このAICにおいても,
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6)Oと6)Kがモデルとして唯一の代替的なペアで

ない限り,モデル6)。が選択されたとしても,ョ。

が識別可能でなくてかつ6)。と6)1のパラメータ

の自由度が同じである場合には, e∈6)oなのかe

COlなのか識別されない。また,パラメータの自

由度が異なっていても, OoがNeyman-Pearson

の意味で識別可能でないならば,やはり問題が起

こる手とは明らかである。

卓3　一般線型仮説の識別可能性

線型回帰モデル(1. 2)で一般線型仮説(1. 3)の識

別可能性を考察する。ただし)-02Inとする。

f(ylβ,ol)でこのy Oj密度関数を表せば,モデル

は

F{O) -{f{ylβ,O*)Kβ, <r C 6)i

6-R XR+,B+-{c>0}とかける。 Ooは(1.3)を

満たす(βV)であり,対立仮説をK:R。β≠roと

すれば㊥・k-0-6。となる。従って

(3.1) h-(X′X)~'X′y,

At- (X'X) -1RQ'[Ro (X'X) -1Ito'2-

(3. 2) <?02-|lyニXb-XA。(Rob-r。)f/n

とおけば,容易にわかるように

sup/(サ|β, 02) - [27id。2e]-
◎o

と(2.2)の意味で恒等的に等しくさせる閉集合6㌔

で,ョ1∩OK-車となるものは6㌔以外に存在しな

い。更に, (2-2)を満たす閉集合01はOo以外存

在しないことが証明される。従ってEoは常に識

別可能であるo　しかし,これは　=**/サというモ

デルスペシフィケーションのもとに成立している

ことを注意しておく。

卓4　分散行列の構造に関する仮説の識別可能

性

正規回帰モデル(1.2)のパラメータ(fi,O)の空

間をRkx遜(n)とする。ただし』W(まnXnの正

値定符号行列全体である。ここで

(4.i) a--(o¥2)

ff2-|i2】　I- (a2) -

と変換すれば　I-1でBとi.o¥2)とは1対1

対応をし,(4.1)は同相写像である。.従って,以下



276 経　　済

では一般性を失うことなく12-0*2日I -1とす

る。このときのyの密度関数をAv¥β,o¥2)と書

き,彦M-{I〔遜(n)||*|-U, e-BXB十×彦

(n)とおくと,モデノレ(1.2)は

F(e)-{f(v¥β,o¥Z)¥{β,o¥2) 〔即

と表わされるo Eに関する仮説の識別可能性を調

べるために,与えられた1つのE.(逮(n)に対し

て

(4. 2) sap/fa|β, a2,10)--sn-pf(y牌-¥Zd
J9*"　　　　　　β,q2

を満たすEl∈彦(n)のクラスを求めよう。いまE

のもとでのGLSEと残差平方和をそれぞれ

(4. 3) P(2) -(X′s-^xy^x'S~1y

(4. 4) S¥Z) - {y-Xp{2))′2-s (y-Xp(Z))

-y′ (S-'-S-'xiX′Z~lx) -lx'S-1) y

とおくと, (4-2)は

(4.5) S2(So)-sHSl)

と同等であることが簡単に示される。

補助定理l(Khatri(1966))任意のPC』(A)ど,

C: nメゐ, D: nx (n-k)でC′Z)-0, rank([C.Z)])

-nを満たす任意の行列CとDに対して

P~i-p-1C(C′p-lc) -lcp-

--D (D'PD) -1D'

が成立する。

この補題を用いると(4.5)は

(4. 6) Z'」oZ-Z'2iZ

と同等である。ここでZ:: ×(n-k)はZ'X-O

を満たす任意の行列であるが,以下では(1.4)の

Nを用いて

(4.7) ZZ′-N, Z′Z-In-lc

となるZを選択する。(4-6)をElについて解くと

(4. 8) Z^NZ。N+B-NBN

- NSoN十MBN+NBM+MBM

となる。ただし, BはEl∈彦(n)となる任意の対

称行列である。 (Rao and Mitra(1971)pp. 24-25

を見よ。)以下では,与えられたEoに対して(4.8)

の形に書けr, Si∈sA(n)となるElのクラスを

3)(S。)と表す。 (4.8)でB-Soとおけば21-So

となるo El幸EoとEl∈si(n)となるBの存在を

示すために,

(4. 9) B-xrx′,磨-x(x'x)-m,r C 逮(k)

研　　究 Vol. 28　No. 3

とおき,Q-LX,z-¥を用いて(4.8を

(4.10)Q'IIQ-r

loo

z'Z。Z]
と変形する。従ってXA-Q′SiQ¥-¥r¥¥z′s。z

-1,すなわち¥r¥-i¥z′ZtZとなる任意の

Il∈』(k)をもつ(4.9)のBを選ぶとEl〔彦(n)ど

なる。このときFキX′EoXである限りElキXo

であることが,Q′EoQと4.10とを比較すれば示

される。更に(4.9)でr-(x′xy/2w{x'xyと

おき1-1/X′XZ'SoZを満たすF〔s&Oc)

とすれば,(4.1は

(4.ll)2t-X野X′+NIoN

と表わされ,El〔彦(n)となる。以上を次の形に

要約しておく。

定理1.任意のEo〔sA(n)に対して,すべてのy

に対して(4.2)を満たすEl〔s&{n)で,ElキEoと

なるものが存在する。このようなElは(4.8)の

形をし,特に(4.ll)の形をもつElで-1/

X'X¥¥Z′EoZLW〔』(k)をもつものは(4.2)を満

たす。従って,任意のE.〔彦(n)に対して仮説E

-Eoは識別不能であ草。

この定理は,最大尤度(4.2)の視点から見る限

りEoと<Z>Wの任意の要素とは観察上仮説とし

て同等であるOこれは任意の対立ノ仮説2-2*に

対しても,これと観察上同等な仮説のクラス

S(Sx)が存在することを意味し,EoをEKに対

して検定する問題は,サ(20)をカ(」x)に対して検

定する問題と区別できない。Eoの採択は実は

awの採択であるから,Eoが採択されても直

ちに21-2。とするわけにはいかない。例えばE

-Zとしよう。このときZと観察上同等な仮説の

クラス」(/)は,(4.8)から

(4.12)Z^N+B-NBN,I,¥-l

と書けるElのクラスである。そして対立仮説K:

2-2*¢<ゥ(/)に対してノ仮説H:I-Iが尤度此検

定に基づいて採択されたとしよう。このとき通常

I-Zのみが採択されたとして,(4.3)のGLSE

の代りに(3.1)のOLSE6が用いられる.この場

令,モデルとして可能な分散行列がZまたはEK

であるということがわかっていればこの方式は妥

当であるが,そうでない場合は,採択されたもの
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はZのみでなくW)であるから,必ずしも0hSE

は適当でないかもしれない。このときもしすべて

のElCW)に対しで恒等的にb-βW(すなわ

ちOLSE-GLSE)であれば,結果的にOLSEを

用いたことになるが,後に見るように恒等的には

bと等しくないβwを生むElが蝣8(7)の中に

存在している.他方, ZのもとでOLSEを用いた

残差平方和(4.4)と, El∈#(/),*!キZのもとで

GLSEβwを用いた残差平方和は, (4.5)に示さ

れているように恒等的に等しいO　この意味では

OLSEを用いてもを用いてもGLSE同じである

が, bの分散行列とβwの分散行列は必ずしも

等しくない。従って, Zに比べてElの方が与え

られたデ-タを生成したEの構造として近い場

合, t統計量はt分布をしなくなり係数のt債は

そのまま解釈できなくなる。この点にういては

§5で再論する,0

具体例として系列相関の検定問題を考えよう。

1階のマルコフ型モデルを含む多くの系列相関の

モデルは, u-N(O,zO(p))

(4. 13) 0(p)-1-I+pA,

PC〟-tP:¢(〟)-1>o}

と(近似的に)表わされる。 T¢(p)-022{p),2{p)

-¥ョ(p)¥-vn¢(p)と書き直せば. ITOI-1となるO

帰無仮説はH:2-2(o)-1であり,対立仮説は

K:I-S{p),p≠Oとしよう。この場合,モデル

がデータの生成過程を十分よく反映しているとし

ても, Zと観察上同等な仮説のクラス」(/)の中

に適当なpoに対してZ(p。)が含まれるならば,

J?(O)-JとX((h)が識別できないことになる。す

なわち(4.6)から

(4. 14) Z′S(po)Z-In_k

となればTと2{po)は識別不能となる。これは

XとAに依存するが,一般に与えられたデータ

方に対して(4.14)が正確に成立することははとん.

どありえないかもしれない。しかし(4.14)が近似

的に成立するような状況では,仮説HをKに対

して検定する問題で尤度此埠p-poの近くで1の

近くの債をとることになる。従ってNeyman-

Pearson流の検定方式を形式的にあてはめI-Iま

たはKを採択しても,その精巣は,表がでる確

率が与えられた有意水準と向じ確率をもつ硬貨を

投げて裏がでたら仮説Hを採択するというtriv-

ialな検定と差があまりないことになる。勿論,

尤度此検定を近似したとみなしうるDurlJin-

Watson検定の場合も状況は同じであるO他方,

≠一夕がi.13)の構造から生成されたとみなしに

くいような状況では,定理1にあるようにZip)

と蝣ZW/o))の要素とは識別できないO

卓5　OLSEとGLSEの選択

線型回帰モデル(1. 1)でOLSE(3. 1)とGLSE(4.

3)の選択問題を考察する。 u-N{0,02Z)とし,

trZ-i　または§4のようにI-1とする。

GLSEはβ(o*2)-メ(I)を満たすことに注意せよ。

§1で述べたようにRao(1967)は, OLSE6と

GLSEβ(E)とが恒等的に等しいための必要十分

条件は, uの分散行列62Eがク≠ス(1.5)に属す

ることであることを証明した(1.S)のZとして,

一般性を失うことなく(4,7)を満たすZをとる。

Geisser(1970)は, (i.s)のクラスは

(S.I) 6-{0¥¢-xrx+zjz′, TC』(*),

A ∈ s&(n-k))

と同等であることを示した。以下この形で考える。

OLSEを用いるかGLSEを用いるかという問題

は, Eが未知であってもとにかくそれがクラスC

に入っていればGLSEを用いても結果的にOLSE

に等しくなる。従って最初からOLSEを用いる

ことができることになる。E∈6をみるための1

つの方法として,仮説検定問題

Ha:S〔　　　K:S唾G

が考えられる。しかしEが全く未知という状況

では,データの数nよりEのパラメータの数

[サ(ォ+!)/2]-1の方が大きくなってこの問題は検

定不能である.このため任意に2-2K¢Gを与

え, EKと観察上同等な仮説のクラス&Gk)を考

えてみよう。§4の議論とあわせるために2K-1

としておく。 (4.ll)から,ョ(Zk)の要素で,

(S. 2)　　Si -XWX′十NSKN

なる形のものは明らかにEl〔Gであるo　ここ七

g∈』(*)サま　¥-アI¥X'X¥¥Z′2kZ¥を満たすもの

とするo従って任意のEK唾Gに対して, Gの要
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素ElでEKと観察上同等,すなわち

(5.3)sup/(s,|JS,<72,2'1)/sup/(yβ,o¥2K)
jV2β,02

-1

を満たすものが存在する。更に(4.4),(4.5)から

(S.4)s*(Zl)-s*(ZK)

となるO尤度比(5.3)はデータからElとEKが識

別できないことを示し,5.4)はElのもとでの残

差平方和とEKの残差平方和が等しいことを示し

ている。従って,たとえ2-2.唾Gであっても,

2-2,〔6と装って常にOLSEを用いてもよいと

議論しうるかもしれない。これは,ElとEKが

データから仮説として識別できず,更に(5.4)が

成立するから,我々にとって便利な方を選択する

という議論である。しかし,上で明確にされたこ

とは,ElとEKとは仮説として観察上同等であ

るから検定不可能であるということであって,周

知の如く2-2*¢Gが「真」の分散行列である

とき1-1,CGを装ってOLSEを用いると,

GLSEに比べてOLSEの相対的効率は小さくな

る。この点を詳しくみる前に,正規化ルールにつ

いてふれておくoこれまで正規化ルールIk-1

のもとで考えてきたが,勿論他の正規化ルール,

例えばttSK-K-n,等でおきかえてよい。
この場合(S.3)の右辺はもはや1にならずEKに

依存した定数となる。従ってそこでは定義3の意

味で,すなわちNeyman-Pearsonの意味でEl

とEKは識別不能となる。以下の議論でも一定の

正規化ルールのもとで考えられている。

Eに関するアプリオリな情報が十分でない場

合OLSEとGLSEの問の選択は仮説検定に基

づくことができないことがわかった。以下では

OLSEのGLSEに対する相対的効率を考察する

ことでOLSEとGLSEの間の選択基準,選択の

1つの尺度を作るoEK¢6が「兵」の分散行列で

あるときOLS由bの分散行列

(5.5)Var(6)-ff2(x′x)~lx′sKX{X′xy

と,GLSEβ(Zk)の分散行列

(S.6)Var(β(IK))-a¥X′Sk-'x)~1

に対し,その差は非負債定符号

(5.7)Var(6トVar(β(**))≧0

研　　究 Vol. 28　No. 3

となる。 (5.7)の左辺は補助定理1を用いると

α2 (x′x) ~Lx′IKZ(Z′SKZ) ~1 ×

Z′SKX(X′xy

となり,従って(5.7で等号が成立するための必

要十分条件は

X′SKZ- O

である。これはRao(1967)が示しているように

EK∈Gと同等である。それゆえXKi牀のもとで

は(5. 7)は半正値定符号となる0期対的効率を

(5. 8)で-】Var(β(**))|/|Var(6)|

- {¥X'2K-1x¥ ¥x′2KX¥l¥X'X¥2} ~1

の形で定義すると,ランクkをもつ任意の行列

X:nxkに対して

I

(5. 9) 1≧り≧ ll [4γiγn-i+1/(?'i+rォーォ+i)2]

l-min(n-k,k)であることが証明されている.た

だし, rl≧γ2≧・-≧γn>0はEKの固有値である

(Bloom field and Watson (1975) , Knott(197S)を

参照)。従ってOLSEのGLSEに対する相対的効

率りの下限はXKの固有値riのちらぼりに依存

し, EKが単位行列Zに近くない限りその下限は

1に近くなれない。しかし下限はすべての∬に

対して求められたものであるから,ある特定のX

に対して効率中ま1に近くなりうる。実際,Xの

列ベクトル空間がEKのあるk個の固有ベクトノレ

に張られていれば,あるいは同じことだがEKCe

であれば,ワニ1となる。それゆえたとえEK唾G

であっても, Xの列ベクトル空間がEKのあるk

個の固有ベクトルの張る空間に近ければ,相対的

効率がま1の近くにとどまることを示すこ.とがで

きる。そこで0LSEとGLSEの選択の判定尺度

として次の2つの基準が考えられる。第1の基準

は, EKとクラス.Gとの距離を考え,それが十分

小さいときOLSEを用いる方法である。第2の

ものは,Xの列ベクトル空間とEKのk個の固有

ベクトルの張る空間の近さを判定し,それが十分

近いときOLSEを用いる方法である。

第1の基準を考えよう。行列Aに対しユーク

リッドノルムをlIA】-(trAA′¥1/2とし, EKと¢

-xrx′ -ZAZ′Ceとの距離

(S. 10) d(SK, ¢) -lisK- {xrx'+zAZ′)Ll
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をF〔ii(k),J〔』(n-k)に関して最小にする¢

を求める。いまEKとGの距離を

d{SK,牀) -iL】」 d(ZK, ¢)
¢(6

と定義する。

補助定理2　距離(S.10)`は

f- {X′x) -lx′2KX(X′X) ~1,

d- {Z'Z) -lz′IKZ(Z′Z) -1

のとき,またそのときに限り最小となる。その最

小値は

d(2k, (5) - (trMIKNIK) m>0

である。

証明　X′Z-Oから

d(zK,ョy-¥¥zK-xfx'-ZAZ"

+ix(r.-r)x′ ¥2+¥¥Z{d-A)Z'f

であることが容易に示される。従って右辺の第2

項と第3項がゼロになるとき,またそのときに限

り(5.10)は最小となるOこれから直ちにd(ZK,6y

-ttMSKN2Kが計算される。更に

d(SK, iS) -O ⇔X′IKZ-O⇔EK 〔 6

であるから,EK唾Gに対してd(IK,6)>0である。

これからEKに最も近いGの要素SKは

2K - MIKM+ NIKN

と表わされる。距離dCIK.tS)が十分小さいとき

OLSEを用いても相対的効率がそればど落ちない

ことになるが,どの雇庭中さければよいかという

問題が残る。しかし,この距離を効率り阜関係づ

けることが難しいため,この間題を一般的に取扱

うことは困難であろう。またそれは正規化ノレール

にも関係している。 1つの実際的判断として,正

規化;U-ルが(tr^2)1　の場合, d(IK,6)

≦O.IraであればOLSEを用いるという判断を提

案しておくが,あくまでもこれは便宜的なもので

ある。ここではStrand(1974)Theorem5.1の結

果を修正して援用しておく。

定理2　d(lx,牀)≦eならば

E[β (2k) -6]′X'X[_β&k) -b]/02

≦e2/2+003)

である。

第2の方法を考える　IKCD互いに直交する固

有ベクトノレを∂ォ(ォ-!,～,n)とする。理論的には

n個の固有ベクトノレからk個を取り出し,そのk

個の固有ベクトルの張る空間とXの列ベクトノレ

空間の間に近さを測る尺度を導入し,その尺度の

最小な値が十分小さければOLSEを用いればよ

い。しかLnがkに比べて相対的に大きいと,

計算量が莫大になるため次の方式を提案する。ま

ず固有ベクトル8iをXに回帰し, Xの列ベクト

ル空間上へのei正射影による像∂:-Md<と,残

差et-Ndtを求めるO　そのときXの列ベクトル

空間と8iの角度をOiとすると

tan &i-¥¥e拙睡iH

と表されるから

(5.ll) Tt-¥¥

を大きさの順に並べて,大きい方からk個の添数

に対応する固有ベクトル<Mj-V　　を取りだ

す。一般性を失うことなくそれをdi(i-l,～,k)

とL A^ldu一,ォ*]:nxkとおく. Xの列ベ

クトル空間とAlの列ベクトル空間の近さを測る

尺度としては, (5.8)のりの定義との関係から

(5. 12) Tl-¥X′Ai¥*l¥X-′X冊1′AII

-IX′Ay !¥X'X　　　(W-D

を採用する。勿論他の定義,例えば

tr (X'X) -'x'A, Ui'AO -'Ai'X

等も同じ意味をもつ尺度である(5.12)のTlは,

0<T!≦1で　ri-lのときXの列ベクトル空間は

Alの列ベクトル空間,すなわち∂1,～,akの張る

空間と一致するから,ワニ1となる。 Tlがどの程

度大きければよいかという問題は, EKの固有値

の大きさとちらぼりにも依存する。ここでは慈恵

的ではあるが,Tl≧0.9を1つの目安として与えて

お50

以上の議論はEKが既知でない場合,そのまrま

の形では適用できないO他方,もしEKが既知で

あればGLSEの適用が可能になるので,上の議

論は実際的な意味をもたないように思われるかも

しれない。この点については次の節で具体例を示

し,上の議論が実際的にも有効であることを示す。

最後に, 1つの注意を述べておく　2KCeであ

ればGLSEとOLSEは恒等的に等しく,従って

最初からOLSEを用いた場合と同じ結果を生む。

しかし　iK-xrx′+ZAZ'のもとでのOLSE6
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の分布は, h-N(β,-*r)となり,T≠{X'xy　で

ない限り,通常の各係数に付されるt値は意味を

なさないことになる1)0

卓6　系列相関の場合への応用

この節では4.13)の形で与えられる系列相関を

もつ分散行列の構造に対して第5節の結果を通用

する。第1のアプローチとしては,(4.13)の¢(p)

-d+pA)-　とクラスGの距離が

(6.1) d{¢(p),tS)

- [tr(I+pA) -lM{I+pA) "W]1
≦E

を満たすとき,定理2の結果が成立する　6.1)

は, pが十分小さいときだけでなく, Xの列ベク

T/レ空間が(I+pA)のk個の固有ベクTJレによっ

て張られる空間に近いときにも成立する。

次に第2のアプローチについて考えよIう。Aの

固有値を∂1,～,anとする。 Aが既知であるから

8iほ既知である。従って, aiは¢(p)の既知の固
^_ i

有ベクトルである。与えられたXに対して8i-

Mdu et-Ndiを計算し　2V eォ　を大きい

順に並べて大きい方からk個の添数をもつk個

の固有ベクトルを選び,Alをつくる。一般性を失

うことなくA,-[　-,ォ*]とする。Alが求まれ

ば, (5.ll)からTlが計算でき,それが0.9以上で

あればOLSEを用いてもそれほど木目対的効率の

損失は少ないと考える。この方法はH:p-0を検

定する場合に用いられる検定統計量

(6. 2) d-y'NANvly'Ny

を補う意味をもつO　例えば　NANが極めて0に

近いとしよう.この場合, dに基づく検定によれ

ば正の相関が極めて強いと判断されがちである。

しかし,Aのaiに対応する固有債を右,At-[_dk+l,

・-,3J, Dl-di&g{Ai,　ん}, D2-diagy4+i -,

U, N-ZZ′とすれば,

(6. 3) Z'AZ-Z′AyDyAy′Z+Z′A2D9A9′Z

と書けるから, Z'A⊥≒O, D2≠0の場合, Z'AZ

≒0,従ってNAN≒0となる。それゆえ, Xの

列べク下ノレ空間がAlの列ベクトルによって近似

1)溝口敏行教授の指摘による。
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的に張られ, A2の列ベクトル(固有ベクトル8j,

j≧k+1)に対応する固有値が0に近い場合,通常

の検定統計量では正の系列相関があると判断され

がちである。 (6.3)の関係は,既知行列AとX

の関係であって,確率ベクトル〝に依存していな

い。このことは, (6-2)のd統計量が系列相関を

必ずしも正しく判別できないことを示している。

他方, (6.2)でZ′Al≒0が成立することは, Xの

列ベクトル空間が41の列ベクトル空間で近似さ

れることを意味し,それは(5.12)のTlを用いて

判断できるO　また,そのときD2,すなわち固有

催*jU≧fc+1)の大きさも既知である。ここで,

),・はTiを大きさの順に並べた場合の第j番の大

きさに対応する固有値であることに注意されたい。

更に,ある定数Cに対してNAN≒eNとなる場

合を考えよう。この場合(6.2)のdGま,すべての

yに対してd≒Cとなり, dに基づいて系列相関

の検定をしても意味がないことになる。注意すべ

きことは,このような場合もコンピューターは機

械的にd≒Oを計算するだけである　NAN≒cN

が成立するのは, AがあるnXnの対称行列Bl,

β2を用いて

A ≒ cN+MBtM+ NBzM+ MBzN

と書ける場合である。これが成立するのは, (6.3)

からDI≒c/*,A≒eln-1か, AuA2の選び方から

Z'Al≒0でD2≒dn-kのいずれかの場合である.

最初の場合は,全部の固有値右0-i,～,n)のち

らぼりが小さい場合で, 珍(p)の固有値はri≒1

+pc(i-l,-,n)とであるから, (5.;からり≒1

となり　OLSEを用いても相対効率は落ちない。

2番目の場合は, Tlが1に近く, Zj(j-k+l,～,

n)のちらぼり

n

(6.4) r2-星1(1一)2/(n-h),
n

が小さい場合であるoただし7-見zjKn-k)で

ある。このような場合, dの値はあまり意味をも

たず, OLSEを適用しても相対的効率はそれほど

落ちない。

(一橋大学経済研究所)
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