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この論文の目的は,線型回帰モデルy-Xβ巾りこお

ける係数βの推定問題を,決定理論的視点から眺め,

これまで支配的であり続けてきた最小2乗推定量の性質

を再吟味するとともに,バイアス推定量を展望し,その

性質と適用可能性を考えることで,新しく推定量を提案

することにある。ただし,誤差項uには,主として平

均0,分散行列alnの正規分布を仮定し, Pについて

は先験的情報がないと仮定する。

最小2乗推定量が基本的にその正当性を主張する性質

は,いうまでもなく不偏健である。しかし,不偏性は,

推定量の標本分布の平均値が「兵」の係数βと一致す

ることであって,それ自体推定量がβの近くに落る可

能性を保証するものでない。とく、に,繰返し実験が不可

能な経済分析においては,推定量の標本分布は,いわば

アプリオリな期待分布というような意味しかもたない場

合が多く,そこにおいては,その分布の平均値がβで

あることを要求するより,最初から推定量とβとの何

らかの意味での平均距離(リスク)を小さくすることで,

推定量がβの近くに落る可能性(期待)を高めた方がよ

いと考える。すなわち,不偏推定量のクラスに推定量を

制限し,その中で分散行列(ちらぼり)を最小にするとい

う2段構えをとるより,最初からすべての推定量の中で,

1つの指定した平均距離函数をなるべく小さくした方が

適切であると考える。経済分析では,他の最通性(opti-

malities)をもつかもしれないバイアス推定量の選択の

可能性をすべて排除してしまうことができるほど,不偏

性は重要な性質だとは思われない。不偏推定量のクラス

は推定量全体の中では相対的に小さく,とくにuの正

規性のもとでは,十分統計量に基く不偏推定量は,最小

2乗推定量ただ1つ(a.eつである。

他方,推定量全体の中で,一つの平均距離函数(リス

ク函数)をなるべく小さくする推定量を選択するという

立場に立った場合,問題となるのは. (1)距離函数(損失

函数)の指定,及び(2) 1つのT)スク函数が指定されても,

一般にそれを一様に小さくする推定量が存在せず,推定

*　この研究は, 「日本経済研究奨励財団の助成によ

る」研究の-一部である。

畳が一意に決まらないことである(1)については, a

の正規性のもとでは,問題の構造から自然な距離として,

(a)推定量βとβとのユークT)ッド的距離の2乗(β-

β)′(β-β),あるいは(b) (β-β)′X′X(β-β),が考え

られる。後者の距離函数(損失函数)の合理性については

§1を参照されたい。この論文では. (b)が採用される。

(2)の問題は,個別的な問題の性質に応じた推定量を,

リスク函数(平均距離函数)のbehaviorとの関連で選択

すればよいと考える。決定理論的には, admissibility

とミニマックス性(mmimaxity)が客観的な選択基準と

なる。推定量がadmissibleであるということは,伯に

一様にリスクが小さい推定量が存在しないことであり,

ミニマックス推定量は,現在の問題ではリスクの意味で

最小2乗推定量よりよい推定量か,またはそれと同等な

推定量である。従って,ここではこの2つの視点から

問題を眺めることになる。これは,形式的にはStein

(1956)に始まる正規分布の平均値の推定問題の議論を,

回帰分析の議論へ翻訳あるいは拡張することにはかなら

ない。

内容を要約しておく。 §1では決定理論的に扱うため

のframework,とくに損失函数を指定する。 §2では,ノ

最小2乗推定量の依拠する線型性及び不偏性を吟味する。

線型性については,不変性との対応から議論する。また,

誤差項uの正規性のもとでは,最小2乗推定量は最良

不偏推定量(十分統計量に基く不偏推定量は最小2乗推

定量ただ1つ)であるが,これに対して,最小2乗推定

量は最良不変推定量であることを証明する。十分統計量

に基く不変推定量は,最小2乗推定量以外にも存在する

ので,この命題の方が,最良不偏推定量というより強い

ものといえる。 §3では,推定量の選択基準として,ミ

ニマックス性,・及びadmissibilityがとりあげられる。

また関連して,ベイズ等の概念が用いられる。論文をな

るべくSelLcontainedにするため,これらの概念の定

義を与えてある。 §4では,ミニマックス推定量の候補

として, Elliptotically Symmetric推定量のクラスを導

き, Efron-Morris(1976)に基いて,その部分クラスと

してミニマックス推定量のあるクラスが与えられる。こ
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のクラスに属するいくつかの推定量を吟味し,一つの新

しい推定量を提案する。しかし, admissibilityについ

てはこれまで十分研究されていないた軌十分議論され

ていない。また,いわゆるJames-Stein推定量の平均,

及び分散行列を求めておいた。 §5では, βについて仮

説検定をしてモデルまたは変数選択し,その後に最小2

乗推定量を用いる場合を考察する。 1つの仮説が採択さ

れた場合,それが正しいとしてそのもとで別、2乗推定

量が通常適用されるが,このような方式に基く推定量(チ

備検定推定量)は,結果的には不偏推定量でなく,ミニ

マックスでもなければadmissibleでもないことが証明

される。なあ　alternativeな推定量が与えられるoこ

の議論は, Bock-Yancey-Judge (1973)およびSclove-

M。rris-Radlhakrishnan(1972)に負う. §7毒は,線型

バイアス推定量を取りあげる　Cohen(1966)に基いて,

線型推定量が推定量全体でadmissibleであるための必

要十分条件を述べる。 (証明はAppendix 3にあるo)一

定の(β>2)の範囲では,最小2乗推定量よりもよくなる

線型推定量をR-推定量とよび,そのクラスに属する推

鬼量として, Ridge推定量をとりあげ,それはadmissi-

bleであることを示す　Appendixlでは,多変量正規

分布に関する補助定理が, 2では, Efron-Morris(1976)

の証明の概略とJames-Stein推定量のリスク函数につ

いて述べられている。

なあリスク函数の代わりに距離とか平均距離函数と

いう言葉を上で用いたが,ここでいう距離は直観的な意

味で推定量とβとの平均的な"近さ"を表わす尺度とい

う意味で,数学的な意味でのそれでない。以下も同様で

ある。

§1問題の設定

1.1モデル　線型回帰モデル

(1. 1)　　　　　y-Xp+u

において　係数β(kxl)の推定問題を考察するOここ

で, Xは解×k,rank(X)-kの既知行列誤差項uは,

平均0,分散行列E(uu′ -oHnをもつ正規分布N(fi,

-*In)に従う。

(1. 2)　　　　u-N(fi, aUn)

誤差項uについての正規性の仮定は以下の議論で積極

的に用いられるが,いくつかの結果についてはその仮定

は弱められる。方は既知行列であるから観察可能な確率

変数(べクいレ)はyのみであって,標本空間はyの空

間であるg…Rn{n次元ユークリッド空間)である.

(β'.Oの空間であるパラメータ空間6)としては, βに
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っいて全く先験的情報がない場合を主として扱うたれ

断りのない限りd-RkxR+(R+-{x∈R¥x>0})とす

る。従って,行動空間(actionspace)AはA-Rkとな

Jる。

1.2　推定量のクラスと十分統計量　以下の議論では,

損失函数(loss function)としてa∈Aに関する凸函数

(2次形式)を用いるから, βの推定量として一般性を失

うことなくnonrandomized推定量のみを考察する。

(詳細はFerguson(1967)第3章参照。)従って推定量全

体をボレル可測函数

/S:x-Rn-A-R"

全体(それを以下Jで示す)と考えることができるO次

に一般性を失うことなく問題を十分性(sufficiency)によ

って簡単にする(1.1), (1.2)からy-N(XO,oHn)と

なり

(1. 3)

w= (x'x声x,y
v- (y-Xb) '{y-Xb)

は十分統計量である。ただし, bは最小2乗推定量

(1. 4)　h- (X'′X「 -X'y- (X'Xy昔W

であり, (X′X)-　は[(X'X)一種-(x′xy　となる対

称行列とする.勿論(M)自体も十分統計量である。

従って, βの推定量として(w.サ)(あるいは同じことだ

が(M))のポレル可測函数

≠:RkxR十-Rk

全体を考えれば十分である。この十分統計量{w,v)に基

く推定量全体を以下Z)で示す。このときをデノレは

(1. 5)

w~N{X'X)一昔β, o*1*)

V-aYn-k, H>とVは独立

となる.ここにxm盟は自由度mのカイ2乗分布を示す0

1.3　損失函数　決定理論的に問題を取り扱うた桝こ,

損失函数を指定しなければならない。本論文では

(1.6)　L(.≠(p,v), (.β."・))

- [≠ (IB, V) -β]′X'X[_≠ (w, vトβ]!02

(≠∈D)を採用する。損失函数として

(1.7)　L{≠(w,サ), (β;al))-||*(サ.サ:トβIIV

(ただし¥¥af-a′a)でなく(1.6)を用いる理由は,既存

の諸結果の適用可能性という技術的理由の他に(M)

が十分統計量であり, b-N(β a¥X'′X)-1)であるから,

cov(6)-[<?2(X′X)-1]-　で正規化したという点があげ

られる。勿論, (1.7)の損失函数は,推定量少とパラメ

ータβの通常の意味での距離の2乗を02で正規化した

という意味で直観的に受け入れやすいが, (1. 6)の損失

函数自体も一つの合理的な損失函数と考えられるo実際,
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経済分析における回帰モデルの多くでは,定数項以外の

回帰係数は,例えば消費性向のように, -単位の所得の

増加当りの消費の増加の割合いといった物理的単位をも

ち,被説明変数であるyと同じ物理的単位をもたない

場合が多く, βは一般にyに対して位置パラメータ

(location parameter)の性櫓がうすい。あるいは逆に,

b-N(β蝣.a'iX'X)-1)からβが痘置パラメータの意味を

もつのは統計量bに対してであって,その場合bの分

散行列がa¥X'X)-　であるから,損失函数(1.6)はその

意味で-づの自然な損失函数ということができる.勿論

ここで(1.7)の形の損失函数を否定しているのではなく,

個別的な問題に応じて損失函数を選択していくのが望ま

しいと考える。しかし損失函数(1.7)を採用した場合,

問題の構造におけるある種の不変性が失われ,技術伸二

非常に取り扱いにくくなる　Sclove(1966)は(1.7)の場

合も(1.6)と同様に議論できるであろうと述べているが,

実際はそうでない。ただしSclove(1966)自身が扱って

いるX'X-h(直交多項回帰)の場合は, (1.6)が(1.7)

になる。なあ(1.6)の代わりに(1.7)を用いても,例え

ば最小2乗推定量がinadmissibleであるというような

結果は変らないことが随所ふれられる。

1・4　リスク函数(1.6)の損失函数を用いて,兵の値

がβであるとき推定量≠∈Dを用いるときのリスクは

(1. 8)　R(少, (β, <n) -EH≠(w,サ). (,β, tf2))

で定義される。これはパラメータβと推定量少の1つ

の平均距離である。われわれの間是酎ま,何らかの意味で

I)スク函数R(少,(β.*"))を小さくする推定量少をD

の中からみつけることである。恒等的に0をとる推定量

卓.(W.p)=0を用いると, β-0のときのT)スクはゼロ

(R(声,, (0,<r2))-o)であるから,すべての(β,′o空) ∈6)に

対してリスク函数R(少, (β."'))を一様に小さくする推

定量は存在しないO従って,リスク函数から推定量を選

択するための推定量選択基準を設定しなければならない.

これを§3で扱う。

1.5　最後にわれわれの問題を多変量正規分布の平均

値の推定問題と対応をつけておく。そのため1.6　の損

失函数を

(1. 9)　L{β >, '), (β, "*))

HI (X'X)昔S(w, vト(X'X)昔βIIV

と書き直し

(1.10)管-{X'X)妄β　y(tv,v)-(X'X)与k>w,v)

とおくと,甲を4で推定していると考えることができ

る。この場合モデル1.1を

研　　　究 Vol. 27　No. 3

(1. ll)　　　y-X(X'X) -zi}+u

と書きかえれば, βはβの任意の一つの推定量である

から,甲の推定量をゼ-(X'X)音βとおけば,モデル

(1.ll)において甲の推定問題を,損失函数

(1. 12)　Lo(萄(ォ・>.サ) , (蝣甲; <j')) -M(fB, v)一甲IV

で考えていることになる。逆にこの問題が与えられ

ているとき, β-(X′X)-i甲, βの推定黄としてβ-

(x′x)47^とおけば,損失函数

Z。(x<′x)一昔β(w, v), ((x'x)一昔β, 。%))

は(1,6)に等しくなり　v-X,β十uにおけるβの推定問

題となる。すなわち,損失函数(1.6)のもとでのβのリ

スク函数R(β, (β,<n)は,損失函数(1.12)のもとでの

ヮ-(X′X)与β,拒(X′X)昔pAの.)スク函数

(1. 13)  i?o(ゼ, (ヮ, oi)) -ELa{ゼ(サ.ォ>). (甲, tf2))

に恒等的に等しく,ある与えられた推定量4とパラメ

ータ甲のリスク函数Ro(頚,(ヮ."・サに関する性質は,

β- (x′　　で定義される推定量とβ-(X'X)一昔甲の

リスク函数R(β, (β,"*))に関する性質にそのまま翻訳

される。勿論(W,V)は(x,**)に対する十分統計量でも

あり,智の推定量全休もDである.以上のことを要約

すれば, βの推定問題は次の甲の推定問題と同等であ

る。 WとVが(1.5)の分布に従っているとき,甲の推定

量ゼ∈Dで, 1)スク函数(1.13)を何らかの意味で小さ

くするような寿をみつけることであるO従って問題は

Stein(19S6)に始まったともいえる多変量正規分布の平

均値の推定問題に帰着する。この意味で以下の内容はそ

の問題の展望と拡張とみなすことができる。しかし,

推定したいのは甲でなくβであって,例えば不変性

(invariance)等を適用する場合には注意が必要となるこ

とを後にみる.

§2　最小2乗推定量

2・1不偏性(Unbiasedness)本節では推定量選択基

準を設定する準備として,支配的に用いられている最小

2乗推定量(1.4)の性質を吟味する.推定量全体を3'で

表わし,十分統計量(ォ.サ)(あるいは(サ>ォ>))に基く推定

量全体をDで表わすことを再記する.

周知の如く, uについての正規性(1.2)の仮定のもと

では(1.4)の最小2乗推定量bは,不偏推定量のクラス

(2. 1)　　ォ-{|8 〔 7¥Eβ(サ) -β)

の中で,分散行列

(2. 2)　cov(β) -E(β(y) -1)(,β(2/) -β)′

を非負債定符号の順序(ordering)の意味で最小にする



July 1976 回帰分析におけるバイアス推定量の選択

唯一のものであるo Lかしこの事実は. (1)一般性を失

わず推定量のクラスを十分統計量に基く推定量のクラス

Z)に制限できること,及び(2)(W,17)は完備であるから

Dの中には不偏推定量は最小2乗推定量以外(a. eの意

味で)存在しないこと,を述べたものにはかならない。

すなわち,

(2. 3)　　蝣OnU- [b}　(a. e.).

また,上の結果は(w,v)が完備十分統計量であるという

性質に依存し,正規性に直接には依存しない(2.3)は

Dの中の不偏推定量は最小2乗推定量bだけであるこ

とを示し,従ってそこではもはや分散行列(2.2)を最小

にすることは不必要になり,推定問題はtrivialなもの

となる.上の事実を,正規性の仮定のもとでは,最小2

乗推定量bは最良不偏推定量といわれるが,ここでの

「最良」という形容詞は(本質的に) 「唯一」という形容

詞におきかえた方がわかりやすい。この意味で,不偏性

の要求は最小2乗推定量の選択の要求にはかならず,非

常に強い性質といえよう。勿論不偏性が,推定量の満た

す必要欠くべからざる性質であることが示されれば,不

偏性を課して最小2乗推定量を選択することに問題はな

い。しかし,推定量βCZ)の模本分布の平均値が真の

パラメータβと一致することを要求する不偏性は,推

定量の良し要しを示す性質でなく, 1つの望ましい性質

であることを認めたにしても,例えば何らかの意味で推

定量βと兵のパラメータβとの平均距離をなるべく小

さくするといった性質に優先するものとは思われない。

むしろ,繰り返し実験が不可能な経済分析においては,

推定量の標本分布の平均値が真のパラメータβと同じ

であることよりも,推定量の選択基準としては,其の他

に平均的に近いといった性質の方が優先すると考える。

勿論,そこでの平均距離として何を選ぶかという問題は

別な問題であって,その距離函数の任意性　あるいは1

つの距離函数( I)スク函数)を採用しても推定量が一般に

一意に決まらないことから不偏性を正当化できない。距

離函数(リスク函数)の選択は,個別的な問題に応じて選

択するのが適当であると考える。

2.2　線型性と不変性　uの正規性(1.2)の仮定がはず

されても,最小2乗推定量わはE(u)-O,E(uu′)-Mn

である限り,線型推定量のクラス

(2.4)　　£-{A¥Aはkxnの行列)

かつ不偏推定量のクラスuに属する推定量,すなわち

(2. 5)　　　nU-{A ∈ 」¥AX-Ik]

の中で,分散行列(2.:を非負債定符号の意味で最小に

する。この結果はuの分布に依存せず,そこでは(w,v)
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は必ずしも十分統計量でない0線型推定量を考える理由

は,ときにモデルの線型的構造から直観的に与えられる。

しかしその直観的なものは,それを数学的に形式化した

不変性原理と一致しない.推定量がyに関して線型で

あることは,標本空間でα101+α2y2が観察されれば,

βの推定値としてα1β(wi)+α1/8(1/2)を用いることを意

味する。しかし§1で述べたように,実験計画等の場合

と異って,経済分析では一般にパラメータはyと同じ

物理的単位をもたず, yの変化が線型的に推定値に伝わ

るという性質は,最初からそれを要求するほど自然な構

造といえないように思われる。他方,モデルが線型とい

うのは, fL=E(y)-Xβがβに関して線型であること

であるが,これからβについて解けば,β-(X′X)~lX′jL

となり, FLの推定量としてはyが一つの自然な推定量

であろうから,その意味で自然なβの推定量はただ1

つしか存在しないことになる.次に不変性原理(invari一

年nee principle)に基いた場合,線型推定量が構造的に自

然な推定量であるかをみてみよう。 (不変性については

Ferguson(1967) , Lehmann (1959)参照。)仮に損失函数

を

(2. 6)　L(a, B) - (a-β)′Q(a-β)!62

Q : kxk任意の既知の正債鬼符号行列

としよう。このとき変換群(group of transformations)

G-RkxR+をとり, (a,α)∈Gに対して標本空間の点

y g

(2. 7)　　　　y -- αy+Xg

と変換した場合,対応してパラメータ空間の点(β>2) ∈

6-R*×R+及び行動空間の点a〔 A-Rわを

(2. 8)　β一・一αβ+0,　　- α262

2. 9　　　　-αa+g

と変換すれば, βの推定問題は不変である。ただし,こ

こではuの分布が任意であるた糾こ,分布が　2.7)及び

(2. 8)の変換に対して不変であることを仮定すれば通常

の理論があてはまる。しかし,ここでは推定華の自然な

構造にのみ興味があるた糾こ,分布の不変性の代わりに

1次及び2次のモーメントの不変性でおきかえればよい。

不変憧原理によれば, yが観察されたときlを(2.6)の

損失函数に基いてaで推定することと, αy+Xgが観

察されたときαβ+gをαa十gで推定することを同等と

みなす。従ってこの場合,推定量少の満たすべき自然

な構造として

(2. 10)　　≠(αy+Xg) -α≠(y)十g

を要求し,これを満たす推定量少を不変推定量(invari-

ant estimatorあるいはequivarient estimator)とよぶo
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以下不変推定量のクラスをLgで示す(2-10)では,

≠∈Lgに対し標本空間に変換(2.7)がほどこされたとき,

対応して行動空間で変換(2. 9)を行えば両者は等しいこ

とを示すO　ここで注意したいのは,不変推定量のクラス

Jtは正価定符号行列Qのとり方に依存していない点で

ある。このことは分散行列(2.2)をリスク行列と考えて

もよいことを示す。いま線型推定量A∈Eが不変推定

量であるとする。このとき　2.10から

A(αy+Xg) -αAy+g

が,すべてのy,a,αに対して満たされなければならな

い。このことは明らかにAX-I,と同等であるO従っ

て,線型不変推定量のクラスは,線型不偏推定畳のクラ

ス(2.5)に等しい:

2.11　　　　　　　g∩ーダニEnu

しかし,例えば任意に固定したkxlベクトルaoを用

いて非線型推定量

(2.12)　卓.(3/)-6+1榊。, 'e-y-Xb

を作ると, ≠o〔Lgであり,それゆえ£∩しダヰJtである。

従って,

ZnuCLg

となり,不変推定量のクラスLPは,線型推定丑のクラ

スZを含まないが,線型不偏推定量のクラスZn'uを

含む。他方, (2-12)の推定量は不偏でないから, Sは

uに含まれないO

以上の議論では打の正規性を仮是しなかったが,そ

れを仮定すると(M)は十分統計量であり, bとVは独

立に,

(2. 13)　b-N{β a2(X′X)-1), v-aYn-A

であるから,これに変換群G-RkxR+

・2.14)つ
b→αb+g, v--α2v

P-・-αβ+ff, a -　　α(7

を作用させても問題は不変である。この場合,不変推定

量は

Q(αb+g, α<v) -α≠(b) +g

を満たすものであり,これから直ちに

(2. IS)　　　≠(b,v)-6+V17 c

が導出される.ここでCはkxlの固定したベクターで

ある。変換(2. 14)は変換(2.7)-(2.9)を十分統計量(b, v)

で表わしたものに他ならないから,十分統計量(M)に

基く不変推定量のクラスBnJ7は, (2-15)と書き表わ

される推定量のクラスとなるOすなわち, uについての

正規性のもとでは

Z)∩21-{b}⊆Dn汐

となって,次の定理は不偏性の場合より意味が大きい。

研　　　究 Vol. 27　No. 3

[定理1]最小2乗推定量bは敢良不変推定最であるO

すなわち, bはBnJ7の中で分散行列が最小となるも

のである。

証明は≠∈Z)∩しダに対し

E[≠(6, v) -β][≠(M) -β]′

-cov(6) +E(v)c&>cov(6)

から明らかである。

最後に, uに正規性を仮定し,十分統計量(サ.サ)の

termで問題を考えると,新しい変換群0*(k)×R+,た

だし

O*(k) - {A : kxk¥¥A庫0, AX'XA′-X′Xl

が問題を不変にすることを指摘しておく。実際, 0*{k)

×R+を, u,α)〔0*(k)×R+に対し

(2. 16)

b → αAb,　　一一一α20

β一一→αjlβ,　62-ll-α202

と作用させればよいO　ここで0*{k)はkxkの直交行列

群0(k)と同型で,従ってコンパクト群である。 §3で

は, (M)の代わりに(w,v)を用いるが,その場合0*(k)

×R+は0(k)×R+となる。しかし,これらの変換群は,

直接観察されるyに対して作用するものでなく,十分

統計量に要約して初めて群構造が生じたものである。そ

の意味では自然な構造といいがたい。この点が正規分布

の平均値の推定問題とニュアンスが異るところである。

§3　推定量の選択基準

3.1推定畳の選択は基本的にはリスク函数(1.8)に基

く。しかしすでにみたように,一様にリスク函数を最小

にする推定量が存在しない。そのため一つの方法として,

何らかの基準でZ)の一つの部分クラスをとり,そのク

ラスに推定量を制限し,その中でリスク函数(1.8)をな

るべく小さくするか,あるいはリスク函数のbehavior

が目的にかなうものを選ぶ。これは推定量Z)の中でも,

例えば恒等的に定数をとる推定量≠(w,v)≡Cのような

初めから興味のない推定量をとり除くことになる。しか

し,何が興味ある推定量かという点になると問題によっ

て其るであろうし,決定理論的にはリスク函数のbehav-

iorから議論されるであろうが,ときにはそれ以外の基

準が問題の性質から要請されるかもしれないO　ここでは

部分クラスをみつける基準として,便宜的に次の4つに

分類しておく。

(1)例えば,不偏性,一致性のように推定量が満たす

ことが望ましいと考えられる標本的性質をリスクと

独立に課す。

(2)線型性のように,リスクとは独立に推定量に何ら
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かの構造を要求し,その構造をもつ推定量のみを考

察する。

(3)不変性のように,決定理論的な問題の構造と関連

して自然な構造をもつ推定量を考えるo

(4)以下にみるミニマックス基準のように,リスク函

数のbehaviorに何らかの性質を要求する。

われわれの基本的な立場として(4)の基準を採用する

が,他の基準を全く捨てさるわけではない。

3.2　AdmissibilityとMinimaxity yは推定量全体

を示すことを再記する。

((定義1)) 2つの推定量βi,A∈3)が与えられたとき,

すべての(Aォ* ∈6)に対し

(3. 1)　R{β2, (メ.*・)) ≦B(β1, (β, "'))

が成立し,かつある(βi)"'02) (6)に対して

(3.2)　R(β2, (β　*02))くR(β., (β　T。2))

が成立する場合, β2はβ1よりよい推定量という。

((定義2))推定量β1。DJに対し. Aよりよい推定量が

存在するときβ1ほinadmissibleであるといい, inad-

missibleでない推定量をadmissible推定量という。

十分統計量(w,v)に基く推定量のクラスZ)の中の

admissible推定量全体をJQで示す。定義1,2より, β1

がinadmissibleであれば他にそれよりよい推定量の存

在を許すから,一般性を失うことなくβ1を選択の対象

からはずすことができる。従って,リスクの視点から

Bの中で選択対象となる推定量は, admissible推定量

のクラスAである。しかし, Aの中にも例えば, ≠(W,

V)≡const.となるような推定量も含まれており, admis-

sibilityは必要な性質であっても何らoptimalityを示す

ものではない.

((定義3))推定量≠o〔3'が

(チ3) supiJ(j50, (β."'))

=i訂fsupR(A, (β.*・サ<-

を満たすとき≠Oをミニマックス推定量という。

以下Dの中のミニマックス推定量全体を淵で示す。

pA∈Jffとし, (3.3)の右辺の値をlとすれば,すべての

(β;<") 〔0に対して

(3. 4)　　　　B(β, (βX)) ≦l

であり,ミニマックス推定量のクラスJ41の中にはリス

クがlより大きくなる推定量は含まれない。例えば,檀

等的に定数をとる推定量≠(IV,V)…const.辛,線型バイ

アス推定量はミニマックス推定量となりえない。実際,

線型推定量≠(サ)-Ayに対して))スクは

(3.5)　R(.少, (β',a2))-ttAA′X'X
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+β′ (I-AX) ′X′X{I-AX) β!62

となり　AX-Iでない限りB(少, (β,tf2))--となりう

る　AX-Uならば

R (声, (β, a2)) -trAA'X-′X-const.

となるが,勿論これを最小にするのは最小2乗推定量

A-(X′X)-XX′の場合であって,そのリスクは

R{b, {β>2)) -/<

従って, (3.3)の右辺の債lはkより大きくない。実際

にはl-kであることを後にみる。これを先取りすれば,

Dの中のミニマックス推定量のクラスJ4gは,最小2乗

推定量を含むクラスとして

(3.6)　M-{≠∈3)¥R{卓, (βxサ≦B(P, (β.サ*))

-Mβ, or包) ( 6))

と表わされる。従って,ミニマックス推定量は最小2乗

推定量に等しくない(a.e.)限り,最小2乗推定量よりよ

い推定量である。また, minimaxityはリスク函数の

behaviorに関するひかえめな要求であって,パラメー

タ空間の構造にinformationがないという現在の仮定

のもとでは,興味ある推定量はこのクラスに属している

と考えられる。この意味で選択対象となる推定量のクラ

スは, Z)の中のadmissibleかつミニマックス推定量の

クラース

AnM

といえよう。しかしAnJ4Lが2つ以上の推定量を含む

場合,その中から1つの推定量を選びだす基準を一般的

に与えることは難しい。すなわち, β∈JgnJ41ならばそ

のリスク函数はkより大きくなく,またadmissibleで

あるから他にそれよりよい推定量が存在しない。このこ

とは,リスク函数の(β.Oに関する連続性から,他の

任意の推定量≠1に対して≠1のリスク函数が恒等的に

βのそれと等しくない限り,過当な点(β　V)∈61の近

傍』*をとれば

R(β, (β,02))<R{≠1, (β,<72)), (iM2) ∈A*

となることを意味する。この意味で, βに関する先験的

情報がないという仮定のもとではJ4∩減に属する推定

量の間では,リスクの視点からは選択順序がつけられず,

AnJWに属することが必要十分と考えられる。しかし,

J4nJtt自体を記述することは勿論, J4∩ノ経に属する推

定量をみつけることも一般に容易でないo

以上の基準は,リスクの視点からのみの理想を述べた

もので,分析の目的に応じた他の基準の選択をはばむも

のではない。更に,この論文では, J4∩`ノtlに属するこ

とを理恵としながらi,, Anノttに属する適当な推定量

をみつけることができないため,主としてJWに属する



-256- 経　　　済

推定量(最小2乗推定量よりよい推定量)に視点をあてて

いる。

3.3　ベイズ推定量　Aに属する推定量をみつける1っ

の方法として,ベイズの概念がある。 ?-ォ*×R+の空

間をボレル可測空間として, 61の上に確率測度n:を考

えるo　この7Tのことを事前確率分布とよび,事前確率

分布全体をIIで示すO　また,任意のβ∈3'と任意の

打〔Hに対し

(3.7) rtf,*)-JR(β (P.a^dxtf.ol)

で定義される函数r¥Jx〟-Rlをβの7Tに関するベ

イズリスクとよぶ。

((定義4)) 1つの方∈Hに対して, β∈Jが

(3. 8)　r(β, n) =欝r(歩, *) <∞

を満たすとき, βをfrに関するベイズ推定量というO

また, βが適当な7T∈IIをとれば(3.8)が成立するとき,

βをベイズ推定量という。

βが7Tに関するベイズ推定量とする。このとき

Bo(w, v) -E[BI(w, v)-]

と定義すると

R(β, (β. *')) ≦R(β, (β. *'))

r(β　*)-サ・(β,サ)

となるから,十分統計量<w,v)に基くベイズ推定量全体

を考えればよく,それをBで示す。また(w,v)を与

えたときの(β, o*)の条件付分布である事後確率分布を,

7T(β,as¥w,v)で示すと, 77に関するベイズ推定量Pは

(β!げwβ, <72 W, V)

(3. 9)　β(W, V)

/ (l/a2)<fe(/9.軸V)
で一意的に与えられる。

[補助定理1] K〔Hに関してベイズ推定量が一意に定

まれば,それはadmissibleである。

証明はFerguson(1967)p.60参照.これは, B⊂JC

を意味し,従って

(3. 10)　　　　　nJ紘⊂L4 n JW

となる.それゆえ, J4nJ41に属する推定量をみつける

1つの方法は, BnJ銘に属する推定量をみつけること

である。

次に,推定量がJ4nJ4iに属するための必要条件を述

べる　n*を6)の上のor-有限測度全体とする. 7T∈H*

に対し,形式的に(3.9)から計算したP(w,v)が, Hj5(w.

V)"く∞を溝すとき, βを汀に関する一般ベイズ(ge

ahzed Bayes)推定量とよぶ。一般ベイズ推定量'全体を

研　　　究 Vol. 27　No. 3

B*で示す　Sacks(1963)は,平均2乗誤差のリスク函

数のもとでは,ベイズ推定量の列の(適当な位二相に関す

る)極限の推定量は,一般ベイズ推定量であることを示

したO　これは, J4⊂B*を意味し,従って

(3- ll)　　　　　nB⊂B* nJ46

となるOすなわち,一般ベイズ推定量のクラスB*に属

さない推定量はadmissibleでなく, J4nJdLに属さないo

最後に,広義ベイズ(extended Bayes)の概念を定義

しておくoある推定量≠oCDJが広義ベイズであるとい

うのは,任意のe>0に対し,適当にTE∈11をとれば

r(少.,*)≦i晋fr(少,W)十e<∞

を満たす場合をいう。

[補助定理2]リスク函数が恒等的に定数となる推定量

が広義ベイズならば,それはミニマックス推定量である。

証明はFerguson(1967)p. 91参照。これは次の節で

用いられる。

§ 4　Elliptotically Symmetric推定量

4.1最小2乗推定量の性質　最小2乗推定量bはミ

ニマックス推定量,すなわちb∈J4Lであるが, βの次

元kが3以上のときbは, inadmissible,すなわちb年

J4であることを示す。 b∈J給を示すた糾二は, R(b, (β,

<72))-kであるから,補助定理2より広義ベイズ(extend-

edBayes)であることを示せばよい。いま(3.9)で, 62

の事前確率分布として<72-1に確率1を与える分布をと

り, βの事前確率分布として, β -N(fi,al)をとると,

(3.9)よりベイズ推定量少は

(4. 1)　≠(w, v) -Ab- (
X′X+二Z吉　x'v

で与えられ,かつベイズリスクは

r(少, n) -tt A*+- tr(A-I)'X′X(A-I)
α

A-X′　aJX'X

となることから,任意の£>0に対し十分大きなα>0

をとることで

r(b, K) ≦r(少, 7C) +」

となり, bは広義ベイズとなる。従って,すでに述べた

ように,ミニマックス推定量のクラスJ縦は　3.6　で与

えられる。

k≧3のときbidを示すた捌こは, b以外にミニマッ

クス推定量が存在することをいえばよい　Kudo(1955)

及びKiefer(19S7)は,一般の推定問題でミニマックス
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推定量が存在すれば,適当な条件(これらは現在の問題

で満たされる)のもとで不変な(invariant)ミニマックス

推定量が存在することを証明した.そこで不変推定量を

考察する。 §2で述べたように,十分統計量(P,v)で問

題を考えると,新しい変換群(2. 16)は問題を不変にする。

これは(w,v)のtermでは,変換群0(k)×R+が

(4. 2)
all- αpw,　→ α2V

甲一一一αP甲,　02 - α262

と作用することと同等である((p.α)∈0(k)×iV)こ

のとき,甲の不変推定量すは,佳意の(w,v)と任意の

(p,α) ∈0{k)×R+に対して

(4. 3)　　や(apw, α'") -αpサ(w, v)

を満たすものであり,従って変換群(2.16)のもとでのβ

の不変推定量少は(4.3)を満たすサを用いて

(4. 4)　　o(ip, v) - (X′X) -Tサ{w, v)

と表わされる。

[補助定理3]変換群(2.16)のもとでのβの不変推定

量少は

(4. 5)　　≠ (P, v) -g (b′X′蝣Xbjv) b

の形をもつ。ただLgはR+-Rのボレル可測函数であ

る。

証明: ¥¥w‖ -b'X′Xb及び(4.4)から,変換群(4.2)の

もとでの甲の不変推定量サが

(4. 6)　　　y (u7, D) -?(||叫l2!V)W

となることを示せばよい(4.3)でα-1, W-(0,0,-・,

0)′〔 Rk(c≧o),

n
U

J
一

0r

-

i

 

O

　

蝣

蝣

・

　

ハ

U

A∈O(k-1)

とおくと, pw-w及び

(4. 7)　　　　サ(IP, V) -pサ(W, V)

となる。 ∠Iは任意だから. (4-6)は

サ(IP,V)-(サi(ip,v),0,～,0)′〔Bk

-(h(c,v),0, ～,o)′〔 Bk

を意味する。ただLhはR+×R+-Rボレル可測函数。

次に任意のZDCR畑こ対して, α-1,またpとして最

初の行がuP′/‖u7"である直交行列をとれば, pサ>-(‖ォ> ,

0,～,o)′∈B'kとなるから, (4.3)より

(4. 8)　サ(w, v) -p′ゃ(pw, v)

-p′ :imi,サ),0,-,0)′∈Rk

-A　叫,サ)w/|M|

となるO更にこれに牲3)におけるαの不変性を要求す

れば, (4.6)が結論される。
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(4. IS)の形の推定量をElliptotically Symmetric推

定量とよび,このクラスを8で示すO明らかにb∈8

であるから, b以外に8の中にJ4gに属する推定量が存

在するかどうかという問題が依然として残る。しかし

-Stein(1956)の議論に従えば,もし最小2乗推定量bよ

りよい推定量が存在すれば,それは

(4. 9)　　　≠(w, v) -k(¥¥wf, v)b

の形の推定量の中に存在する。実際,サ(w,v)をWよ

りよい甲の推定量として

a? (ォ>,サ) -!p'ty (pw, v) dv (p)

を定義すれば萄(Qw,v)-Qy(w,v), QC0(4)を満たす。

ただしpは0(k)の上の確率不変測度である。従って寿

は4.8の形をもち

(4.9)′　Ro(歩, (甲,ォ2))-E日歩(サ,蝣サ)一軒/62

・!榊(pw, v) -pyfdリ(P)/62

・ !JS||ip一紳{p)lo*-k

これは寿がzLPよりよい推定量であることを示す。スケ~

-ル変換群R+がコンパクトでないため. (4-9)の形を

(4.5)の形に直接的には帰すことができない。次の定理

は, k≧3の場合, (4・9)でなく(4.5)の形の推定量で, a

よりよいものが存在することを示している。

[定理2] (Stein(1956), James-Stein(1961))

(1) k-l,2の場合

(4. 10)　　　　　n l-{b)　(a.e.)

(2) k≧3の場合

(4. ll)　　　61-[l-cサ/||ic|円b

(4. 12)　　　62-[l-e!;/to! 2]+6

はミニマックス推定量である(i.e.bltbs∈M)また, bl

のリスク函数は

(4. 13)　R{bx, (βX))

-k-e(k-2)(n-k)E[志]
である。ここで, c-{k-2)/(n-k+2),また実数aに

対しa十-max(a,o)であり, Jはパラメータ

(4. 14)　　　/ == β′X'XjS/2<j2

をもつポアソン分布に従う確率変数であるO

(3) b2はblよりよい推定量である。

定理2 (1)の証明は上記の論文に委ねる(2)は定理3

の特殊な場合である。 (下の例1参照,) (3)の証明の概

略はAppendix2で扱われている。またb2のリスク函

数については,下の例2及びAppendix2で扱われる。
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なあ　この節の終りで(4.13)より一般的に, blの平

均,分散行列(及びリスク行列)が導かれる. bのinad-

missibilityは損失函数が,位置不変及び凸なものに対

して一般の場合に証明されている(Brown(1971)参

照。)

(4.ll)(4.12)のbl及びb2,は通常James-Stein推

定量とよばれる.この定理から,単純回帰式(*-1,2)の

場合,最小2乗推定量bはAnJdtに属する唯一(a.e.)

の推定量であるから, §3で述べた推定量選択基準によ_

れば,これを採択する。他方,多重回帰式(k≧3)の場合,

最小2乗推定量は選択されない。また定理は, k≧3の

ときblはbよりよい推定量であり, b2はblよりよい

推定量であることを述べているが, b2がadmissibleで

あることを述べるものではない。実際b2年.4であるこ

とが知られている。このことは, b2のような形の推定

量はベイズ推定量の列の極限となりえない,あるいは

Sacks(1964)の定理を用いれば,それは一般ベイズ推定

量となりえないであろうということから推察される。従

って, bl及びb2もJdnJliに属さず, §3で述べた選択

基準を適用すればそれらは選択からはずされることにな

る。しかし, J4∩淵に属する推定量をみつけることは

一般に容易でなく,またみつけたにしても,必ずしもそ

の推定量はリスク函数のbehaviorから言って望ましい

ものでないかもしれない。残念ながら,この論文では,

k≧3の場合にAnJ4gに属する推定量を例示していない。

一方, Mに属する推定量は, bを除けばbよりよい推

定量であるから,形式的にはbの代替物と考えてよい

だろう。例えば, blについてみれば,リスク函数は1-0

(ie.,β-0)のとき最小値

E(blt (0, 0*)) -k-c(n-k) £2

をとる)の単調増加な津続函数で,リスク函数のbehav-

iorからいえば望ましい性質を備えているO　とくに, k

が大きいとき, β-0の近傍ではbのリスクとblのリ

スクの差は,かなり大きなものになる。しかし, blの

欠点は,もしKevj‖wH2ならばbの符号が変化し,無

意味な推定値を生む可能性がある.他方, b2は形式上

これを避けた形になっているO実際, (4.12)からb2は

b,-L(サ,也:hiサ/p) 6i

と書ける。ただし,任意の集合A⊂Rに対し, 1;CAの

ときIA(X)-1,x¢AのときIa(x)-Oである。この式

から,推定量b2は　Nlサe=(k-2)∫(n-k+2)のと

きβをblで推定し, IMIl/U≦CのときPを0で推定す

るいわゆる予備検定(ノ仮説β-0)に基く推定量であると

考えることができるOこの場合,有意水準はP("叫7サ>
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elβ-0)であり,それは通常の場合より一般に大きく,

仮説β-0が棄却された場合,最小2乗推定量bでなく

blが用いられるという点が通常の場合と異っている。

以上から, b2は単に定理2 3　の性質のみならず,上に

述べた意味でもblよりよいbの代替物と考えられるO

ただ, b2を用いる場合"叫l2/U≦Oのとき, βの推定値と

して0を受け入れることができるかという問題が残る。

なあ　予備検定に基く推定量は次の§で扱われる.

最後に, blの平均,分散行列を導びく。 blの平均は,

Appendix lの補助定理2と5から

(4. IS)　」(60 -p-c {n-k)(X′X) -iE(vwl¥¥wf)

-β-c(n-k) E[_k+2J']-1β

となる。ただLo…(k-2)/(n-k+2)c従ってバイアス

行列は

(チ. 16)　Bias(60 -[β-」(&l)]] [β-」(&,)]′
-[o (n-k)E(k十2J) ^Tββ′

となる。 A-β′X′Xβ/2alであるから,もしX′xjnが

n-∞のとき正価定符号行列に収束すれば, A-　>(re-

∽)となり, Bias(60-0が証明される. blの分散行列

は

(4. 17)　Var(6j) -J-Bias (6j)

J-Elb,-j9] [&i-β]′

と表わされるから, Aを計算する。 y^iX'X)-^と

おき, Appendix l補助定理2,4,5を用いると

(4. 18)　4-{X'X)-すEIvi一甲][?!-甲]′(X′X)一言

1

= (x'X声E[_{w-野上ciw/IMI3]

× [(ォ>一管主evwj】u'1円, (X′X)一昔

-ai(X'X) -1-2c (n-k)

× [E[y¥l k+2)-]~WiX'X) -1

+Etfa, k+4-)y ββ′

-E[x¥*, k+2)T ββ/)

+c¥n-k)(n-k+2)

× {E[x¥l k+2)TW(X′X) ~1

+E[_x¥i, k+<m- ββ′1

- {l-2c(n-k)Elk十2J]-1

+c2 (n-k)(n-k+2)

× EUc+2J)(k-2+2J)']当<j¥X'X) -l

+o(n-k)(k+2)

× El(k+2J){k十2+2J)]-1ββ′

となる(4.18)と(4.16)から, blの分散行列が(4.17)

によって計算される。なあ(4.18)とリスク函数の定義

から
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ォ(&1, (β, <T2)) -[tr J(X'X)]!62

となる。これをAppendix l補助定理5(12)を用いて評

価すれば, (4-13)ができる. b2についても,例えば平

均は,自由度(k+2,n-k),非心パラメータ)をもつ非

心F分布に従う確率変数Zを用いて,

」(*サ) -βP(z>l) - β・EUa -> (*)!Z]

と表わされるが,分散行列は複雑すぎるのでここでは省

略する。

4.2　E王ron-Morris(1976)は, k≧3の場合に比較的

大きなJitn8の部分クラスを,興味ある議論によって

導いている。まず(4. 5)のElliptotically Symmetric推

定量を,一般性を失うことなく

(4. 19)　≠ :サ.ォ>) -[i- (k-2)v(F)/F]b

と書き表わす。ここででは, R+-Rのポレル可測函数

であり,また

F- {n-k+2)¥¥叫7サ

である。少のリスク函数は(4.14)における)の函数で

あるこIとが簡単に示されるし,また少はTを与えれば

決まる。このことを明示的に

p{T, X) …R(少, (β, "*))

と示し,与えられた丁に対し/サ*-,ス)の推定問題を考え

る。 Tが導函数T′(F)をもつ絶対連続函数で, p(r,X)

<-であると仮定すると, Fに基くp(丁,i)の不偏推定

量p(F)が一意的に存在し,それはTを用いて

(4. 20)　p(F) -k-{k-2)

× {lik-2) r (f)(2-r(F))/F]

+At'(F)(1+ot(F))}

で与えられる。ただし(4. 20)の各項の期待値は存在する

ものとし, c-(fc-2)/(n-k+2)である　(Efron-Morris

(1976)Theorem l参照。)従って, (4. 20)の推定量がす

べてのF≧Oに対して

(4. 21) p{F)<k

を満たせば

R(少, (β, o*)) -p{T, X) -Ep{F) ≦k

となり,少はElliptoticallySymmetricかつミニマッ

クス推定量となる。実際Efron-Morrisは, (4- 21)が成

立するための必要十分条件は,丁が遜色対連続かつ以下の

定理3の条件(i)-(iii)を満たすことであることを証明

している。従って,その条件を満たすTをもつ推定量

少はJ4tに属するが,もっと一般的に丁の絶対連続性を

仮定しない次の定理が成立する。

[定理3] k≧3のとき, (4.19)の推定量は,次の条件

(l)-(iii)を満たすときミニマックス推定量である。

(i)　　　　　　≦r(F)≦2
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(ii)で(F)<2となるすべてのFに対しT'

γ(F)-F昔　蝣>r(F)/(2-r(F))1+a

は単調非減少函数である。

(in)も♭t(Fl)-2となるFi>0が存在すれば,

すべてのF≧Flに対してr(F)-2である.

Elliptotically Symmetric推定量を(4. 19)の形に書い

たとき,定理3の条件(i)-(in)を満たす推定量のクラ

スを80とすると,定理3は

eo⊂Jgtn 8

であることを述べている。また上の定理から次のBaran-

chik(1970)の結果を得る。

[系] k≧3のとき次の条件(i)(ii)が満たされるならば,

(4.19)の推定量はミニマックス推定量である。

(i) 0≦T{F)≦2

(ii)で(F)は単調非減少函数である。

βOはβの中の比較的大きなミニマックス推定量のク

ラスであるが, Soに属する推定量がいかなる条件のも

とでadmissibleであるか,という問題については十分

研究されていない。 Efron-Morris(1976)によれば,吹

のようなTをもつ≠(80はinadmissibleである.

(a) r(F)は非増加で,丁(F)≧-1/a

この場合, James-Stein推定量61(rl(i^) -l)がよ

りよい推定量である。

(b) r′(F)≧Oでかつて(F)≦1-s (s>0)

この場合　r2(F)-r(F)+」をもつ推定量の方が

よりよい。

(c) v{F)≧1+6, T′(F)≦(&-2)e/4cF

この場合, ts(F)-t(F)-Cをもつ推定量がより

よい。

いくつかの例をみてみよう。

例1 zl(F)-t(const),　≦t≦2

このとき上の系の条件が満たされ

(4. 22)　≠ (w, u) -[l- (/t-2)t/F]6

は淵に属する(4.20)ゎらp(?i,X)=B(≠1, (β,tf2))の

不偏推定量は

(4. 23)　pl(F) -k- (k-2)H(2-t)IF

で与えられ,これを一様に小さくするのがJamesStein

推定量bl,すなわちt-1の場合である。

例2　72(F)-min(t,Fl(k-2)),　0≦t≦2

(4. 24)　≠ (w,サ) -[!- (k-2)tjFyb

はJ4iに属する　t-lの場合がJames-Stein推定量b2

である。定理2(3)と同じように,同じ古の値に対して

は, (4.24)の推定量は(4.22)の推定量よりよいことが示
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される.従って,(4.22)の推定量はinadmissibleであ

るoまた.,≠2のT)スク函数の不偏推定量は

(4.25)pi(F)-¥_k-(k-2)H(2-t)IFyld^(F)

+[(n-k-2)FI(n-k+2)-ft]

×-(O,d)(F)

d-(k-2)tで与えられる,'(Appendix2参照,)Efron-

Morris(1973)(1976)は,tの選択として

i*-min(2,[l+1.34/(&-2)]/[1-2.66/(ra-fc十2)])

を提案しているoこれはt(n-k)(k-2)/k(n-k十2)が,

自由度(k,n-k)のF分布のメディアンになる点である。

(4.24)の推定量もinadmissibleである。

例3T(F)-tlilk-2:;)t,-(F),0≦t≦2
≠:サ.サ)-[トctl(ct,-(||Hf/i>)i>/|af:i&

も減に属する。この推定量は,t幸1ならば,上の(b)

(C)と同様にしてinadmissibleであることが証明される。

£-1のときのadmissibilityは明らかでないが,一般ベ

イズ推定量になりえないであろうから,inadmissibleで

あることが推察される。

例4TOF)-tFI(F+(k-2)t),0≦t≦2

(4.26)≠(W,V)-帥舶/(!!叫!+ctv)-]b

はJ4tに属する。この推定量のリスク函数の不偏推定量

は

(4.27)p(F)-h-¥_{k-2)HI(F+(Jc-2)t)2]

×t(2-i)F十2(k-2)t+tt

十Aot2FI(F+(k-2)t)}

となる(4.26)の推定量は,0≦t<1ならば上の(b)が

適用されてinadmissbleとなるo他方,1≦t≦2の適当

なtに対しては,それはadmissibleであろうと推測す

る。

この節では,比較的広いJ紘∩8の部分クラス80が与

えられたにすぎず,J4nJttに属する推定量という形では

与えられていない。この節の結論として,例4の推定量

でt-1の湯合,それをbのtermで書けば

(4.28)β-[b′X'Xbl{b′X'Xb+ce'e)]b

e-y-Xb,c-(k-2)/(n-k+2)

となるが,これをβの推定量として提案する。この推

定量のもつ意味をみるた桝こ,いま

(4.29)U-b'X'Xbjde'e,d-kl(n-k)

とおけば,Uは仮説β-0を検定するいわゆるF統計

量であって,パラメータ1…fi'X'Xf/2Pをもつ自由度

(k,n-k)の非心F分布をする.このとき(4.28)のβは,

Uを用いて

(4.30)β-g(U)b,g(U)-dUI(dU+e)

と書ける。gはUの単調増加函数であるからg(U)自
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体, Uと同等な検定統計量であり,推定量βは,仮説

yS-Oにウェイト(確率)1-g(U)を与え, β(幸0)の推定

量bにウェイト(確率)g{V)を与える推定量と考えるこ

とができる。他方, Uは)に関して単調尤度比(mono-

tonelikelihoodratio)の性質をもつから, 1が大きけれ

ば大きい程(βが仮説β-0から離れる程), u.従って

9(U)は確率的に大きな値(stochastically larger)をと

る。これから, βはβを,常にbより絶対値において

小さく推定するが, 1が大きくなるにつれて次第にbに

近づくことがわかる。なあ　例4で述べたように, βの

admissibilityの問題は残されている。 80に属する推定

量がadmissibleであるためには, (4-9)の形をもつ推

定量のクラスでadmissibleであればよいことが, (4.9)′

と同様に示されるが, Sの中でのadmissibilityは推定

量全体でのadmissibilityを必ずしも意味しない。この

点が62を既知とする湯合と異る0

4.3　　が既知な場合に知られているいくつかの結果を

要約しておくoこれらの結果は, 62が未知の場合にも

同様な結果が成立するのではないかと推測させる意味を

もワo 02が既知な場合,十分統計量はWだけとなり,

βの推定量としてWのみの函数を考えるOこの場合,

Eiliptotically Symmetric推定量は

(4. 31)　　　サ(w) -h{¥¥wf)b

である(4.9)(4.9)′と同様にして, (1)もLbよりよ

い推定量が存在すれば, (4- 31)の形をもつ推定量の中に

存在する, (2)(4.31)の形をもつ推定量のクラスの中で

admissibleであれば,それは推定量全体の中でadmis-

sibleであることが証明される。従って(4.31)の形をも

っadmissibleかつミニマックス推定量が1つの興味の

対象となる。これに対して次の結果が成立する。

[定理4] Strawderman(1970) (1971)

or2を既知とする(1)k-l,2のとき, bは唯一の

admissibleかつミニマックス推定量である(2) k-3,4

のとき, (+-26)の形をもつベイズかつミニマックス推定

量は存在しない(3) *≧5のとき

」(ォ>) -

oHk+2-2a)

‖ォC

2(j2 exp仁志IM12)
f*T

・^。-αexp仁志酬)dz

はベイズか-ミニ-ックス推定量である。ただし, ‡≦

g≦l(/c-5), 0≦a≦1(k≧6)

02が未知な場合に(2) (3)の結果を拡張するのは容易
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でないように思われる。

§5　予備検定推定量

5.1 Testimator　変数選択,あるいはモデル選定問題

を統計的に扱う場合,仮説検定を行い,その結果に基い

たモデノレにおいて未知の係数を推定する。その場合,揺

択されたモ≠ルが正しいとして,その回帰係数の推定量

として最小2乗推定量が選ばれ,それが最良線型不偏

推定量といういい方がしばしばなされる。しかし,それ

は仮説検定によって得られた回帰式が「真」のモデルで

あるという条件付であって,他のモデルが正しい場合に

は,その最小2乗推定量は最良線型不偏推定量になりえ

ない。更に問題になるのは,一体何を推定しているかと

いうことであり,それと関連して,このような仮説検定

に基いたモデルにおける推定量の不偏性の概念である。

上の場合,選ばれた回帰式が正しいものとしてその回帰

係数に対する不偏性であって, 1つのモデルが選択さ

れる以前には,パラメ-タ空間に2つの可能性があり

(1つは他の1つの部分空間であるが),不偏性の概念が

はっきりしていない。以下この間題を取り扱う。回帰式

y-Xβ+uにおいてuの正規性N(0,0*In)を仮定し,

・一般線型仮説検定問題

(5.1)　Ha:Rβ-r v.s. Hx:Rβ幸r

を考えるo　ここでRはランクqをもつqXkの既知行

列　rはqxlの既知ベクターである.仮説Hlが正し

い場合

(5. 2)　　　　　∂-Rβ-r

は仮説のスペシフィケーションエラーを示すと考えられ

る.仮説Hoが正しい場合,制約付最小2乗推定量

(5. 3)　　　　P-b-A(Rb-r)

(5. 4)　A- (X'X) -lR'[_R (X'X) -iR']-

が通常選択されるo勿論この推定量は,仮説Hoのもと

で最良不偏推定量である。またβの標本分布は

(5. 5) iV(.β-Ad, a¥{X'X)~^-ARtX'′X)-i])

となり,線型仮説が正しくない場合(i.e.,∂幸0), βはβ

のバイアス推定量である。他方,対立仮説Hlのもとで

は,最小2乗推定量bが選択され,その標本分布は,

どちらの仮説のもとでも

(5. 6)　　　　N(β G2{X>′X)当

であるO従ってbはHoのもとでも不偏推定量である.

しかし(5.5)と(5.6)から直ちにわかるように,仮説の正

しさに関係なくβの分散行列はbの分散行列よりも,

非負債定符号の意味で小さい。この視点に基いた変数選

択の議論を5.3で扱う。
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βの推定量としてβを用いるかbを用いるかは,検

定統計量

(S. 7) T- (Rb-r) ′DR CT′X) ~1B′yl (Rb-r)(n-Jc)

÷ (V-Xb) ′(y-Xb) q

を用いてF検定を行う。 Tは自由度(q,n-k),非心パ

ラメータ

(5- 8)　　X-l ′[ォ(X′X) -1/?′]11∂`/202

のF分布をするから,有意水準αに対応して決まる仮

説HoのもとでのF値よりTが大きければ,仮説Ho

は棄却される。このF値をCで示せば,仮説検定を行

う前にはβの推定量として

(5. 9)　」-i(0,c](r)i8+i(( 孤 (T)b

を選択していることになる。すなわちデータから計算さ

れるTの値が(0,和こあればβが選択され,そうでな

ければbが選択される。推定量βは予備検定推定量

(pre】iminary test estimatorあるいは単に"testimatorつ

とよばれる。 βの期待値及び分散行列はBock-Yancey-

Judge(1973)が次のように導いている。

(5.10)　E(β)-β-EIla,e)(T) (6-PA)

-β-pl (X) Ad

(5, ll)　VarQS)-02(X'X)^-a^(X)AR(X′xy

+ [2pl {X) -ps W -pi WJAd,∂′A′

ただし

(5.12) pJ(X)-P
r& a十2j)

x (n-k)

egN

n-k.

ここで, f(K<i+2i)は自由度q+2i#心パラメータ1

をもつカイ2乗分布に従う確率変数　xs(n-k)はx¥K

9+2.7)と独立な自由度n-kをもつカイ2乗分布に従う

確率変数である。なあ(5. 10) (5. ll)の証明はAppendix

の補助定理2・4を用いて示される(5.10)からβはβ

の不偏推定量でない。すなわちβはHoのもとでβの

最良不偏推定量という理由で選択され, bはIflのもと

で最良不偏推定量という理由で選択されるわけだが,結

果的に選ばれる推定量はβであって,それはもはやβ

の不偏推定量でなく,従ってβの推定という目的から

は,不偏性をそれぞれの仮説のもとで推定量に課す意味

がなくなる。不偏性の見地からは, βは平均的に(5.10)

の」(<8)を推定していると考えられるが,勿論且(P)の

推定に興味が.あるわけではない。他方, βをβの推定

量と考える立場は,パラメ-タ空間をRk全体(あるい

はRkの開集合)としてβの推定問題を考えていること

になり, Rβが近似的にrに等しいかもしれないという

先験的情報を無視して, βの推定量をD(十分統計量に

基く推定量全体)の中からみつけようO従ってPもD
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の1つにすぎないとする立場であると考える。すなわち,

(5.9)の形の推定量として結果的に表わされるにしても,

そしてそれが5.2でみるようにB全体の中ではoptimal

な性質をもたないにしても,それは先験的な情報を尊重

した結果である.その際,もし仮説Hoが採択されたな

らば,モデルとしてはRβ-rの条件付のもとでβの推

定問題を考えることは,基本的に正しい態度であろう。

問題は, 1つのモデルが選択されたという条件付で考え

るべき問題を,単に確率的な視点から条件をはずし,デ

ータをとる以前のアプリオリな推定量選択問題に帰して

いる点にあるように思われる。同じ説明変数行列Xの

もとで何組ものyの値が観察可能であったにしても,

上に述べたF検定を各組のデータに行い,それぞれの

結果に対応してβまたはbを選択していく想定は不自

然である。 βの標本分布はこのような想定にたって初め

て意味をもつものと考える。ただ一回限りのデータに対

しても,標本分布をアプリオリな期待分布として解釈す

れば別である。この間題は,同じデータで検定と推定を

同時に行うという上の予備検定推定量という考え方自体

に起因する。本来予備検定は別なデータを用いて行い,

その結果に基いて手中のデータを推定するものであろう。

しかし,経済分析においては予備検定のデ-タの利用可

能性が問題になるであろう。とくに過去のデータでモデ

ルを選択した場合,そこで選ばれたモデルはいわゆる

構造的変化によって,もはや手中のデータのrenerator

として考えるにはほど違いという場合もしばしば起るで

あろう。従って,現実的には同じデータで検定と推定を

行わざるをえないことになるかもしれない。このような

場合には, βの標本分布はアプリオリな期待分布という

考え方になり,それを認めれば以下にみるように,そこ

から結論されるβの性質によってβは選択されなくな

る。

5.2　Nonoptimalityoftestimator　ここでは,予備検

定推定量βを, βの1つの推定量としてリスクの視点

からその性質を調べる。 βのリスク函数は,バイアス行

列を

Bias (ft -[」(# -β][」(# -β]′

とすれば, (5.10) (5.ll)を用いて

R&Aβ, <rサ)) - {tr Var(/3)X′X

+tr Bias (J8) X'X} /<72

として次のように計算される。

(5.13)　R(β, (β,<r*))-?c-pi(ス)q

+l2pl {X) -p2{X)-¥21

ここで, pjWiま(5.12)に定義されているO
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[定理5] (1) X>qj2ならば

R(S, (β, <T2)) >k

従って, βはβの推定量としてミニマックス推定量で

ない。

(2) X<qjAならば

-BQ9, (β, <**)) <k.

証明: (1) (S.12)からpiW>p*Wが成立するO従っ

て, (5.13)のp2(A)をpiWでおきかえれば

R(声, (β, ai)) >k+ (2X-q)pl(X) >ic

が成立する(2) jSj(X)-l-pi(A)とおくと

R(β, (β, o*)) -k-q十Al(l)(q-41) +Ji(l)21+21

くk-q+A2W(q-U) +A2(X)2i+2ス

-k- (q-2X)(l-MX)) <k

が, 4iサ<^サより成立する。

この結果はSclove-Morris-Radhakrishnan (1972)の

定理1.2を一般化したものであるO上の定理は, Gが

J4Lに属さないことを示しているが,更にq≧3のときβ

はinadmissibleであるOこれを示すた軌βを

(5. 14)　β-1(0,0) (T) β1+Ite,~) (T)b+ao

と書き直す。ただし

(5. 15)

(

^1-^-ao-b-ARb

石-b-a。- (X'X) -1X′ (y-Xa。)

a。-Ar- (X'X) -1R'lR (X'′X) ~1R′Tlr

である。これは非同次の制約Rβ-rを,同次の制約

Rγ-0, γ-β-ォ。に直したものであるOすなわち, β-

α。はγの予備検定推定量である。ここで

(5.16)R*

w=

-R(X'X)-hiW-iJ*'[i2*B*']-1ォ*

--Q(X'X)一昔x′(y-xa。),ただしQは

QMQ'-LoOlq

O¥k-qなる直交行列,

(5. 17)　挺(::)ZIq

とおくと

(5. 18)

となる。更に

(5. 19)

テ≡序-O。- (X′X)一昔Q'{Ii。tc) (T)S

+^<c,∞ (T)w)

d-w-QMQ′w- (O', wi′)′

T- (n-k)w'QMQ′wjqv- (n-fywi W-L/qV

テ=Q (X′X)昔f-/(。,。) (T)d+Iic,印(T)w

t=Q (X′X)音γ=Q (X′X)与(β-a。)

とおくと, βのリスク函数は

(5. 20) R(β, (β, <j2)) -」[(β-β)′(X'X)(β-β)!OB]

-」[(蝣テ-γ) ′ (X'X)(チ-γ)!02]
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-」[(蝣モー*蝣)'(テ～T)/62]

となる。これを

w-N(t,o*Ih)

を用いて評価したものが(5.13)である(S.18)5.19で

・5.21)テMe,-'l㌃)ォ>l¥≡(;:)・T≡

とおくと,5.20のリスク函数は

(5.22)B(fi,(メ,-*))-Mテi)+A(テ2)

(5.23)44(fi)-E[(fi-Ti)′(テi-Ti)!<T2](4-1,2)

と書き表わせる。(5.22)は,Pのリスクは(5.23)の意疎

でのテ1のリスクとちのリスクの和であることを示して

いる.テ2をr2の推定量と考えると,テ*N(t2,aUk-ヴ)

であるから,k-q≧3のときテ2よりよい推定量が存在

する。(§4参照。)例えばJames-Stem推定量

(5.24)*蝣/-[!-c,vそ蝣II2!21Jそ2
ca-(k-q-2)∫(n-k+2)はその1つであり..(4.13か

ら,すべての(メ.ォ・)に対して

J2(r2*)-k-q-c2(n-k)(k-q-2)E[_k-q-2+2/]"

<Mf>)-&-q

となるOただし,Jはパラメ-タォ2-2-2′r2/202をもつ

ポアソン分布に従う確率変数である。他方,そ1に対し

ては次の補助定理が成立する。

[補助定理3](Sclove-Morris-Radhakrislman(1972))

q≧3のとき

(5.25)r^Cl-dP/M2]テI,Cl-(?-2)/(n-k+2)

とおくと,すべての(β,"*)に対して

A(*-!*)<A(テ1)

が成立する。

従って,q≧3または(k-q)≧3のとき,子よりよい

Tの推定量,それゆえGよりよいβの推定量が存在す

ることになり,βはinadmissibleとなる。すなわち,

いまmi-q,m2-k-qとし

(5.26)　ht-ht(witv)-

(5.27)H-hilq

.o

ll-ciol¥¥wff

O

M*-g
:kxk

(TO4-1, 2

(m{>3

とおくと, q≧3またはk-q≧3のとき,すべての(β,

02)に対して

(5. 28)　E¥¥r*-Tf<E¥¥テ　　　(r*=Hf)

示成立する。 ℡・に対応するβの推定量は,テとβの関

係5.15 -(5.19)から

(5.29)　β蝣-7,0,e)(5P)G/8+I(e,印(T)Gb

となることがわかる。ここでGは

(5. 30) <?=(X′X)一昔Q′HQ(X′X)昔
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と表わされる(w,v)に依存するkxkの行列であるo　た

だしQは(5.16)で, Hは(5.27)で与えられる.勿論

//-/の場合(q≦2かつk-q≦2)はβ*≡βとなるO

(S. 20)及び(5. 28)と上の議論から次の定理が証明された。

[定理6] q≧3またはk-q≧3のとき, (5-9)で定義さ

れる予備検定推定量Pは, βの推定量としてinadmis-

sibleである。 Pよりよい一つの推定量は, (5.29)の

β*で与えられる。

定理5,6から, q≧3またはk-q≧3のとき,予備検

定推定量βはβの推定量としてadmissibleでなくま

たミニマックス推定量でもない。従って,針ま選択対象

からはずされることになる。しかしこれは, βをβの

推定量とみなす場合であって,すでに述べたようにβ

を用いるのは,近似的に先験的情報Rβ-rが成立して

いるかもしれない,そしてそれが近似的に成立している

場合それを積極的に利用していこうという立場である。

他方,例えば変数選択のやり方としては,このような先

験的情報を重視するのでなく,いわゆる親モデルですべ

てのあるいはいくつかの変数の組み合せを考え,データ

に最もフィットするものを選ぶという立場もあるわけで,

このような場合,どの仮説も同じウェイトをもち,針ま

βを推定していると考えることもできる。このような場

令, 1つのalternativeな推定量として(5.29)の形のち

のを用いることができるであろう。なあ(5.27)のh2

を/t3-max(O,hi)でおきかえて(5-29)を作れば,更に

よい推定量が得られることは,定理2並びに上の議論か

ら明らかである。

また一方,先験的情報Rβ-rを仮説検定することで

1つのモデルを選択しても,選択後のモデルの回帰係数

の推定量の選択は,最小2乗推定量である必要はない。

勿論, F-検定を分散分析的に解釈可能であるが,得ら

れたモデルの推定量としては,仮説Rβ-rが採択され

たならば

fi '^l -dplpX'Xfi fi

を用い,それが棄却されたならば

b* - [l - d.vjh′X′X6] 6

を用いることができる。ただし,q≧3のときサi-W-2)/

(n-k+2), q≦2のときdi-O,またk-q≧3のときd2

-(k-q-2)l(n-k+2), h-q≦2のときd2-0n　この場

合,予備検鬼推定量は

(5.31)　β:-/(0,c)(T)/S*+J(c,∞ {T)b*

となる.ここで注竃に値するのは,この推定量は(S.29)

の推定量と異っている点である(5.31)の推定量の性質

についての吟味は,即の機会にゆずる。
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上の議論はq-1の場合にもそのまま適用されるから,

t検定に基くt値の値による変数選択の問題も含まれて

いることを付加えておく。

5.3　5.1で述べたように,仮説の正しさに関係なく

制約Rβ-rを課した推定量βの分散行列は,最小2乗

推定量bの分散行列より非負債定符号の意味で小さいo

また,それらの分散行列はβに依存していない。他方,

βはβのバイアス推定量であって, d-Rβ-rに依存す

る。このtrade-off関係に注目して, Toro一蝣Vizcarrondo

及びWallace(1968) , Wallace(1972)は次の議論を展開

している。まず,リスク行列において

(5. 32)　E(β-β)Qァーβ)′≦E(b-β)(b-メ)′

が成立するような(β,02)の値に対しては, βの方がb

よりよいから, Rβ-rが成立していなくてもβを用い,

それ以外の場合にはbを用いることを提案している。

この方式を,変数選択あるいはモデノレ選択におけるMSE

(mean squared error)基準とよんでいる。この場合,未

知の(β.-*)が(5.32)を満たしているという仮説を検定

することになる(5.32)は

EIFβ-β112≦E¥¥b-β日2

あるいは

(5. 33)　R{β, (β, <n) ≦R(b, (β, "*))

を意味する。このような考え方をする理由として. (i)

通常の有意水準α-0.05あるいはα-0.01では,デー

タをプールして用いる場合等ではF値(またはti直)が

常に有意になりやすい, (")帰無仮説Rβ-rは,デー

タの数nを限りなく大きくすれば結局棄却されてしま

ラ,ことを挙げている(li)はF検定(またはt検定)

が一致性をもつことを述べている。

[補助定理4] (5・ 32)が成立する(β・ffl)の集合は

x-d'¥_R {X-′X) 'R′]-13/2<72≦1
2

を満たす集合である(5.33)が成立する(β,o*)の集合

は, l≦g/2を満たす集合であるo

証明: (5.5)(5.6)から, (5.32)は

E(a-β%b-β) ′-E(β-β)(β-β)′

-o*AR (X′X) ~1-A∂∂′A′

-<T24[iJ (X'X) -1JB′-∂∂′/a2}A′

が非負債定符号であることを示す。これは, [ ]の中

が非負債定符号であることと同等であり,それから1≦

が結論される(5.33)はその結果を用いて容易に導

びかれる。

従-て,仮説即-rは仮酎≦‡でおきかえられ,
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-A≦‡が採択されたときはβを用い,それが棄却
されたときにはbを用いることになる。この仮説に対

しても, (5-7)の統計量Tに基くF検定は,一様最強

力不変検定である。この場合,有意水準をα-0.05とし

ても, A-吉で有意点を削るた軌有意点はユニ0の
場合よりかなり大きくなり,上に述べた(i)は解消され

ることになるOしかし,可であ-てもjが吉に近
いときは, F検定の検出力はαに近いから特にデ-メ

雲ごこJ、言霊票霊喜子警芸芸言票芸
く,それより小さな低例えばl≦寺を検定する方が
よいと考えられる。

例として, v-xxβi+X,β2+uにおいて∴仮説β2-0

を検定する場合を考えてみよう。この場合,

β′- (ft′・ oo (β1- (^′Xl)-1*!′y), b- (X′X)^X′y

また^-β2′[X2′-Ao-JLサ′x^x,′Xl) -'XJβ2/292となる。

仮にX'X-I,とすれば,ス≦吉は鵬≦02に等しく,
これを満たす範囲のβ2に対してはそれを0で推定した

方がβとの平均距離が近いことになる。しかし,この

場合どの変数を0とするかで問題が残り,仮説が先験的

情報としてある程度はっきりしていないと,重要な変数

も落す結果になる可能性がある。

結局,上の議論はF検定の有意点を大きくすること

に他ならず,上の推定量は予備検定推定量(5. 9)の形に

書き表わされるから, βの推定量としては5.2の議論が

あてはまる。とくにここでの議論は,上の例のように

β′-(β1′,0′)をβの推定量としてみなしている性格が強

く,その意味ではよりよい推定量である(5.29)のβ*に

とって代わられる可能性もなくはない。すなわち,ノ候説

が単にβの推定量としてリスクを小さくする目的でた

てられるのならば,最小2乗推定量と比較するのでは十

分でなく,他のcompetitorsと比較されなければなら

ない。

最後に,最初からβの推定問題を考えるが,先験的

情報Rβ-rが近似的に成立しているかもしれないとい

う状況についてふれておく。この場合,すでに述べたよ

うに1つの立場として,つ反説検定により1つのモデル選

釈(決定)を行い,そのもとで推定するいわゆる予備検定

推定量の立場がある。他の1つとして, §4で(4.28)式に

関連して述べたよう一に,仮説Rβ-rに対する信頼性の

尺度をデータに依存させ,それを検定統計量の単調函数

として表わし,それでもってRβ-rのもとでの推定量

と,そうでない場合の推定量とにウェイトをつける方法
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が考えられる。具体的には. (5-7)のTは,仮説Rβ-

rの成立の程度を表す尺度と考えられるから, Tの単調

非減少函数hで, h(O)-O,h(-)-i,o≦h(T)≦1なる

ものをとり,

β- (l-h(T))β+h(T)b

でβを推定する方法である。ただし, Pは(5.3)で与

えられる。この考えは,これまでとられた例を筆者は知

らないが,予備検定推定量の考えの拡張とみなすことも

できるo　ウェイト函数hの選択と,推定量の性質につ

いては別の機会にゆずる。

§6　線型バイアス推定量

6・1線型推定量のadmissibility　すでにみたように,

線型推定量は最小2乗推定量を除いてミニマックス推定

量になりえない。一方, k≧3のとき最小2乗推定量は

inadmissibleであった。このことは,誤差項打の正規

性の仮定のもとでは,最小2乗推定量は唯一の最良不偏

推定量であるから(§2参照),線型不偏推定量を含む他

の不偏推定量は,ミニマックス推定量でなければ,また

admissibleでもないことを意味する。従って,リスクの

視点に立つ限り, k≧3のときadmissible推定量のクラ

スJQに属する不偏推定量は1つもないことになるO　こ

の事実は,現在のリスク函数(あるいは損失函数)の形盈

びuの正規性の仮定に特別強く依存するものでないこ

とが知られている。この節では線型推定量のadmissibil-

ityを考察するが,.上の議論から1つの線型推定量が

admissibleであるとすれば,その推定量はバイアス推

定量でなければならないことがわかる。

以下この節では〟の正規性を仮定する。その場合,

十分統計量(w,v)に基く線型推定量は, kxkの正方行

列Gを用いて

(6.1) ≠(w,v)-Gw-G(X′X)-昔x/y

と書ける　H-(X'X)iGとおけば, Gと郎ま一対一

に対応するから. (6-1)のかわりに

(6.2)細,v)-{X'Xy昔H(X′X声x,y

と最初から考えてもよい。このとき次の定理が成立する.

[定理7] (Cohen(1966))

線型推定量(6. 2)がadmissibleであるための必要十分

条件は. (6-2)のkxkの行列Hが次の条件(i) (ii)を満

たすことである。

(i)ガは対称行列である。

(ii) Hの固有値をhiとすれば, 0≦hi≦1で,かつ

hi-lなる固有値は高々2つである.
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この定理の証明はAppendix 3にある。

この定理のadmissibiiityは,推定量全体のそれであ

って,線型推定量のクラスに限るものでないことを注意

しておく。例として,ガとして対角行列で,対角要素

hiが0<htく1を満たすものをとれば. (6-2)の推定量

はadmissible推定量となる。とくに, H-hlk(O<h<l)

をとれば

≠ (w, v) -h (X-′X) -*X′y-hb

となり,これもadmissible推定量である。実際的な例

としては次の節で扱うRidge推定量がある。

6.2　Ridge推定量　最初はuの正規性を仮定しない。

線型推定量A∈ (-{*×nの行列全体), §2参照)に対

し,リスク行列を

(6. 3)　R(A, (β, o*)) -E(Ay- β%Av-β) ′/62

-AA′+ (AX-F) ββ′ (AX-I) ′/62

とする。また,与えられたA∈岩に対し,最小2乗推

定量B-(X-′X)-lX'′のリスク行列とを此べて

(6. 4)　原(A (β. O) ≦a(A (βX)) -(X′X)->

を満たす(β,サ*)の集合を¢(A)で表わす。ただし,

(6. 4)の不等式は非負債定符号の意味である。 Aが不偏

推定量(AX-It)ならば,最小2乗推定量は,非負債定

符号の順序の意味でリスク行列の最小値を与える唯一の

ものであるから, A幸Bである限り¢(A)-声(空集合)

である(6.3)の第2式第2項は非負債定符号行列であ

るから, ¢(A)幸声となるための条件は, A示

(6. S)　　%-{A∈ 」¥{X'X)-*≧AA′)

に属することである。これは,線型推定量で分散行列が

最小2乗推定量の分散行列より大きくないクラスである。

鬼に属する推定量をB-推定量とよぶことにするoいま,

AをR-推定量としよう。このとき. (i)すべての02に

対して(OX)∈¢(A), (ii)各02に対して¢(A)はβ

に関する凸集合. ("i)各βに対して¢(A)は02に関

する凸集合である。従って,ある(β,,"")∈¢(A)なら

ば, (CV)と(βO,<*02)を結ぶ線分は¢(A)に属する。

¢(A)は(6.4)を満たす(β,**)の集合だから,これらの

性質は任意の正値定符号行列Qを用いて定義されるリ

スク函数

(6. 6)　　　E{β-β) ′Q (β-β)

に対しても保存される.

鬼に属する推定量として　Hoerl-Kennard(1970)に

よるRidge推定量

(6. 7)　　　K- (X'X+D) -lX'

を取りあげよう。ただし, Dは対角要素di≧0をもつ

対角行列であるo K∈鬼であることは直ちにわかるが,
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更に∬の形から最小2乗推定量に比べて,重共線性に

対してより安定的な推定量であることがわかる(X'X

+Dyux′X十/))-/より, ¢(K)は, (6.3)から

(6. 8)　Dββ′D/ff2≦ 2D+D {X'X) -1D

を満たす(βX)の集合である　<Zi>O(i-l,・-,k)ならば,

6.8　は

(6. 9)　　ββ′/62≦ 2D-1+ (JTX)-1

となり, d-tnaxdtとおけば,とくに

(6. 10)　　　　β112/202≦ 1/d

なる集合は, ¢(K)に含まれる。明らかに(6.10)の(β,

02)の集合は, dを小さくとれば大きくなる。従って,

diをある程度小さくとれば,実際的と考えられる範囲

の(β.<nに対してRidge推定量Kyは最小2乗推定量

よりよく,また重共線性に対してより安定的な推定量と

なる。とくに,先験的情報として

5.ll)　　　βll≦r,　oo≦62

が利用可能な場合, diとして

O<di<aos!　(j-l,蝣蝣; k)

をとれば, (6.ll)のすべての(β.**)に対してRidge推

定量は最小2乗推定量よりよい推定量となる(6.ll)の

IIβ瞳rという情報は,多くの経済分析で利用可能であ

ると考える。というのは,問題とする回帰方程式が何を

表わす式かで,先験的に十分大きなγを与えることがで

きる場合が多い。他方　<r>ff()の情報は,必ずしも先

験的に得られるものでないが, ffo"として被説明変数の

有効数字より小さな正の値をとれば十分であろう。たと

えば,日本の戦後のマクロ消費函数の場合,被説明変数

は明らかに千円未満は意味がないと先験的に考えられる

から, <r0-100あるいは(T0-10と与えることができる。

最小2乗推定量に比べてRidge推定量の記すべきもう

1つの性質は, uが正規分布N(0,(J2/M)をする場合,

われわれのリスク函数((6.6)でQ-X′X)とおいたも

の)に関してRidge推定量はadmissibleであるという

性質であるo　これは. (6-7)のKは

K= (X′蝣Z) -t[(X′X)吉(x′蝣X+D) -¥X′X)吉]

× (x'xy言x′

と書けるから, H≡(X′X)昔(x'x十D)-HX>′X)吉が定

理7の条件(i)(ii)を満たすことから証明される　HoerL

Kennard(1970)は,対角行列βとして

d{-lait　　　はX'Xの第(i, i)要素

をとり, Z(>0)としていろいろなlの値に対する推定量

をプロットすることによって決めることを提案している。

Ridge推定量の他の性質については,上記の論文の他に,
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Goldstein-Smith(1974) , Theobald (1974)等を参照され

たい。しかし,基本的な性質は上に述べた範囲をでるも

のではない　Ridge推定量を実際に応用した例として

はBrown-Beattie(197S)がある。

6・3　個のs-n定量の例をみてみよう。第1の例とし

て,同次制約Rβ-0のもとでの制約付最小2乗推定量

5.3)でr-0としたもの)

(6. 12)　C-G(X'X) -1X'

(6. 13)　G-I- (X′X) ^R'[R (X′X) -1^']^

がある。この推定量の分散行列は, (5-5)の分散行如こ

等しく,明らかにC〔鬼であることがわかるO　また,

この推定量に関する議論,とくにβの推定量とみなし

た場合の議論はすでに§5・3でなされた。ここでは,捕

助定理4から

o(C) - (β, o*)¥pR′[-R{X'X) -1R'y^Rpj2ai≦÷)

を再記しておく。 utの正規性のノ仮定のもとで,推定量

Cyはβの推定量としてk-q≦2であればadmissible

であるが, k-q≧3ならばadmissibleでない.これは

§5.3の議論の中で示されているが,定理7からも

C- (x'x声ux'x)音G (X'X) -i] (x′x)一昔x′

と書いたときに, H≡(X′X)iG(X'X)-音の国有債のう

ち1に等しいものの数が, k-q≧3のとき3以上となる

ことから証明される。明らかにCのランクはkより小

さいが,一般に線型推定量A∈岩のランクがkより小

さいと, βの推定量としてAyは退化した標本分布を

もち, βが近似的にkより小さな次元の部分空間に位

置していると考えられる湯合を除いては,そのような推

定量は選択されないであろう。その意味では鬼の中で

βの推定量として興味があるのはランクkをもつもの

である。しかし,次の例は,最小2乗推定量が選択され

るところを,重共線性の懸念から結果的にランクが落ち

たR-推完量を選んでいる.

第2の例は,分布ラグをもつ回帰式の場合である.分

布ラグモデルについては,例えばJohnston(1972)を参

照されたい.第i時点の回帰式は

k-1

yi-∑βjXi-j+ui　(l-l,-,n)
1-0

で与えられるとする。この場合,第i時点の被説明変数

は, 1つの説明変数の時間のずれをもったk個の値に

よって説明されるのであるから,説明変数の作る行列

Xは,重共線性の可能性が強い。従って,たとえXの

ランクがkであっても,通常最小2乗推定量は用いら
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れず,より安定した推定量が用いられる。その1つとし

てAlmon(1965)による推定量を取りあげる。そこでは,

係数βjは近似的に1つの多項式

/(*) -αO+α1Z十一十α　　　(Kk)

のある特定なzjに対応する値として考える。すなわち,

βr-/(*y)が近似的に成立すると考えるO通常zj-Jが

用いられる。このと・き

(6. 14)　　　　　0-Za

となるから, βの推定問題をαの推定問題に帰すこと

になる(6.14)は,結局のところβをl次元(!<k)の

部分空間におし込めたことを示している。 ～を適当にと

ることで,重共線性の問題は解消されると考えられる。

(6.14)から,回帰式はy-XZa十uとなり, aの最小

2乗推定量は

d- {Z'X'XZ) ^Z'X'y

で与えられ,これからβの推定量が

(6. 15)　p-Zd-Z{Z′X′XZ)-XZ′X'y=Jy

として与えられるOこの推定量は創こ属し1e.,/CX),

またl≧3ならば定理7からadmissibleでないことが簡

単に示される。なあ　この議論は, (6.IS)のβをβの

1つの推定量とみなした場合で, (6. 14)の成立を仮定す

るものでない(6.14)が成立する場合は, PAはβの最

良線型不偏推定量であって, b-(X′X)^X′yよりよい

推定量であることを注意しておく。

APPENDIX

1.以下x¥*,�")で自由度m,非心パラメータスのカイ

2乗分布をもつ確率変数を示す。この密度函数は次の式

で与えられる。

(1)　g (w) - ∑ (e-W/j¥)本+2} (W)
,=0

ただしみ叫は自由度m+2jのカイ2乗分布の密度函

数を示す。

補助定理1.確率変数uが正規分布N(6,1)に従うとき,

次の式が成立する。

(2)　Eh(u2)u2-Eh(z2(/!, 3)) +d'Eh(z2(I 5))

(3)　　　Eh (v?) u-6Eh (x¥l, 3))

ただし　X-6/2, hはボレル可測函数である。

証明: (2)の証明は, (1)で

wfm+2j (w) - (m十2j)fm-u+ij (w)

を用いれば直ちに計算できる(3)は

左辺- f h(v?)uex-p¥--(u-6　-

-2G7-

-i:巾h(u2)uexp(-A) exp -÷u2)

× [_eu'-e-ul>-¥ /イ2tz du

で[ ]をテイヲー展開し

石汀(2j) -r<j)r[j+÷ ¥22>-1

を用いて計算できる。

補助定理2. kxlの確率ベクター比が正規分布N(0,

I)に従うとき,任意の定数Cに対して次の式が成立す

る。

(4)　Eh (c¥¥uf) u-OEh (cx2 (l k+2))

(S)　Eh{榊IIl)"′0-21Eh{cx¥ス,k十2))

ただし　X-O'Oftであるo

証明　u-(ult一,uk)′とすると. (3)を用いて

Eh(琳舶)ul-EE[h(c (ull+ui'+-十uk ))¥u>2,～,ォ*]

-dlEh(c(t　/2,3)十M2　-+V)

-61Eh {cx'Q., n+2))

となる(5)は(4)から明らかである。

(4)で定数Oを入れた理由は, Cとしてuと独立な確

率変数Vをとって, Vが与えられたという条件付期待値

と考えることができるからで, V-について期待値をとれ

ば無条件での期待値が与えられることになるO以下も同

様である。

補助定理3. kxlの確率ベクターuが正規分布Nip,

I)に従うものとする。このときAをkxkの非負債定

符号行列, Oを定数として次の式が成立するO

(6)　Eh{o¥¥uf)u′Au-trAEh(c-」{よ, k+2))

+e′AfiEh (cxi (*, k+4))

ただし, X-6'OI2である。

証明: e-lとしてよい. PをAを対角化する直交行列

とし, PAP′-D-diag{dl,-,dk], v-Puとする。こ

のとき

左辺-Elh (M>′Dv]

*

-∑diE{E[h(vi*l hV)サi>i,J>i])
1-1

k

-∑dtlEhtfiW/2, 3)十∑vf)
j*i

+ (pioyEh (zH (piOy!2, 5) + ∑γ'/))
J'幸ち

-右辺

となる。ただし, PiはPの第i行である。

補助定理4. kxlの確率ベクタ-uが正規分布N(0,1)

に従うとき,次の式が成立する。

(7)　E[h {c¥uf)ォォ'] -E[h {ct (I k十2))]/

+Elh {cx¥X, k十4))]00′
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ただし, Oは定数,A-0'0/2であるO

証明: (6)でAの行列として,第(i,i)要素aiiとして

1をとり,それ以外の要素をすべて0とすれば

(8)　Eh(‖uf)uii-Eh(y%{^ k+2))

+OtiEh(xiv, k+4))

また, au-<zla-0,2iこニ　2-1,他の要素をすべて0とお

けば. 6から

(9)　Eh M^W十2utu2十W)

-2Eh(y2a, k+2))

+ (di>+2dld2+df)Eh(x2(l k+A))

となる(8)と(9)から

」& (IMIViォ胃-dAEhx'iス, k十4))

となり. (7)が証明される。

補助定理5・ Jをパラメータ1をもつポアソン分布に従

う確率変数とする。このとき

(10)　E[x2(Z, lc十2)Yl-E(k+2J) -1

(ll)　E[x2(l k+2)y2-El(k+2J)(k-2十2JYl-

(12)　l -kE[k+2Jyl十2スE[_k+2十2J]-1

が成立する。

証明:いずれも直接計算から証明される。

2・定理2,3について　-Efron-Morris(1976)

補助定理6. h(x)は絶対連続とし,以下の各項の積分は

存在して有限であるとする。

(1)　X-N{6,a2) -⇒E{X-6)h(X)-Eh'(X)-a2

(2)　w-αxn2 ⇒ E{W-na)h(W)

-2αEWh′ (W)

証明: (1) /(㌶)をXの密度函数とし, H(x)-h(x)f(x)

とおく。 〟(∬)は絶対連続で /¥H{x)
部分積分

J:h, (∬)f{x) dx-h (x)f{x)

da<-だから,

1
-/Hx)f′(x)dx

より(1)が緒論される(2)も同様であるO

(4.19)でB(F)-(k-2)z(F)!Fとおくと,声の7)ス

ク函数B(声,(β>2))…pwは

(2.1)p(X)-E¥¥w一甲-B{F)叫P/62

k
-k-2E∑B(F)wt(wt-tli)lal

l-1
+EB¥F)w′U>/<72

となる.補助定理6(1)で,h(wi)-wiB(F)とおき∂F/

∂W{-2(n-k+2)wijvを用いると

(2.2)p{X)-k-2kEB(F)-4EB′(F)F

十EB2(F)w′wja2
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となる.更にh{v)-B¥¥wf{n-k十2)/o)11叫陣に補助

定理の(2)を適用して, (2-2)の最後の項を書き替えると

(2. 3) J2B¥F)¥¥wflo2聖旦ゴEFB2(F)
n-k+2

4

n-k+2
EF2B(F)B′(F)

これを(2.2)に代入して, B(F)をもどすと(4.20)が

p{X)-Ep{F)としてでる。一意性はFの分布の完備

性からいえる。定理3は,まずt(F)が絶対連続と,して,

pV)の不偏推定量p(F)≦kが成立するための必要十分

条件は,丁(F)が(i)-(iii)を満たすことであることを

示し,絶対連続函数でγ(F)を近似することにより証明

される。

(2.3)を(2.2)に代入した場合, S(F)によってpW

の不偏推定量は

(2. 4)　p (F) -k-2kB(F) -AFB′(F) +FB2(F)

-4FB(F)[B(F) +FB′(蝣f)]!(n-k+2)

とも書ける。これから, James-Stein推定量b2のリス

ク函数の不偏推定量が, (4.2S)(ただした1)となるこ

とを簡単にみよう。 b2を, b2-(l-B(F))b,ただし

S(F) - (k-2)!F+ [ト(A-2)/F]/,[。,*-2〕(F)

と書く　B(F)はF-k-2で微分可能でないが,絶対

連続であり　F-k-2となる確率は0だから,上の式

が適用できて(4. 25)がでる。

なあ定理2(3)は, bl及びb2のリスクを損失函数の

積分の形に書き,積分範囲を, ll叫l2/V>Oと1E叫P/V≦Cに

わけて符号を考えると, (3)が証明される0

3・定理7の証明-Cohen(1966)参照

補助定理7. w-N{V,o*Ik)のときPの線型推定量Kw

がadmissibleであるための必要十分条件は任意の直交

行列Q(kxk)に対し甲の推定量QKQwがadmissible

であることである。

証明: Ro(Q′KQ, (甲, </2)) -E¥¥Q′KQw-ワIL2/02

-E¥¥KQw-Q野112/02-刷Kw一甲"2!02

-Bo(K, (管, O)

より明らかである。

βを(X'X)一昔Hu,で推定する問題は,管-(Z'X)音β

をHwで推定する問題と同等である。いまHを定理7

の条件(i)を満たす行列とする。ガは対称行列だから,

上の補助定理から一般性を失うことなくhiを対角要素

にもつ対角行列とするoこのとき,もし0≦ht<l(i-l,

-,k)ならば,事前確率分布完CHとして

dw(管) -[(2*)頚か- UH"2)
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(3. 1)　? (<T2-1) -1, ^- (1-Aj)/hi

をとれば, Hwが7Tに関する一意に決まるベイズ推定

量となり, Hwはadmissibleである.ただし, fc*-oな

らば,り1に対する方の周辺分布はりi-0に確率1を与

えるものとするO　もLhiが1つでも負であれば, hiを

-hiでおきかえることでよりよい推定量が得られる。

さらに,もしH>1ならば, hiを1でおきかえればよ

りよい推定量が得られるo　また,もし3つ以上のhi-1

で,他のhiは0≦K<iならば　hi-l　となるhiを

・-(p-2)∫(n-k十2)真wt'でおきかえれば, Stein
推定量blの議論と同じように,よりよい推定量が得ら

れることになる。ただし, pはh-iとなるhiの数で

あるo　さらに　hi-1I2-1かつ0≦'JH<1 (i-3,～,k)と

しよう。このときHwがinadmissibleと仮定して

≠(ォM>) -(¢i(m>, v),蝣-, ¢ :(サ>, V)) c Z)

がHwよりよい推定量とする。

(3,2) iJo(少, (管,tf2))蛋-RoCff. (管,<n)

がすべての(β>2) (61に対して成立し,ある(vo,oo) (

⑳に対し不等号がstrictに成立する(3.2)から
k

Ro(少,甲X)) - ∑ E{<j>i{w, v) -ワi) 2!02
i=l

k

≦2十∑ [V+ウi2(hi-iy/02]
i=3

-Bo(.B, (甲, 0.

k

この両辺にn&/2冗)音exp(-/!i)?i>2)をかけ, m及
i=3

びdU"2)に関して積分すると
2

(3. 3)　∑EE(¢ (uM>) -%)2
i=l

h

+∑EE(¢・j{W, V) -り1) 2
j=3

k

≦2+∑hi
i=3

となるO　ただし　E及びIiは3.1)で与えられるo他方,

0≦hi<l (i-3,～,k)だから,すでにみたように　H*w*

(ただし　H*-diag{hs, -,hk], w*-(w3,～,wk)′)は,

上の事前確率分布に対して一意に決まる　*..-・,伽)′の

ベイズ推定量である。従って
k      k

(3. 4)　∑hi< ∑EE(fa(w, v) -りノ)3
j=a

となり. (3.3)から
2

(3- 5)　　∑EE(St(w.サ) -yi) ≦2
i=1

となる。左辺の期待値は,平均7i.柄,0,～,0)′,分散

行列diagfl, 1, {hs十1)!h, -, (M-i)/hk)をもつ正規分
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布,及びサ-zサー*に関する期待値であるから, ¢ (w.")

(*-1,2)は(to.り2)の十分統計量(wltw2)に基く推定量

のみを考えればよく,その場合Steinの結果である定理

2(ただし62が既知)より¢l(w,v)-wl<¢2(w,v)-w2と

なり, (3.5)で等号が成立する。従って, (3.4)(3.5)か

ら3.3に矛盾する結果がでる。

次に(i)が成立しない,すなわちガが対称でないと

する。このとき

H* -I- 1(H-I) '(H-I)^

とおくと, H*は対称で, H*wはHwよりよい推定量

となる。実際,これを示すには,

R。(H,管, a2)) -trHH'+甲′(H-I) '(H-I)甲!62,

(3. 6)　(H'-I)′(H*-I) - (H-I) ′Off-/)

だから　tvH*H*<ttH′Hを示せば十分である。こ

れは(3.6)より, tr(H-I) >tr(H*-I)--tt[(H-I)′

(#-/)}与を,あるいはtr{(#-/)′ [H-I)}音>tr(jar-

∫)を示すことに等しい。これは,一般に任意の非対称

行列Aに対してtr(A′A)昔>trAが成立することから

いえる。

⊂一橋大学経済研究所:刈崖武昭⊃
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