
⊂調査⊃
物価指数論の展望

1.はしがき

ここで問竃にしようとするのは物価指数の実際問題で

はなくて,物価指数の理論であるo　もちろんこの両者を

裁然と区別することはできないが,基準時点の取り方,

品目の選定,カバレッジの間施リンクの技術的な問題,

季節変動除去の問題,連鎖指数,質的要素の導入問題な

どは実際的な問題と考えて差し支えなかろう。これに対

して,指数算式を中心とする諸問題は,指数算式そのも

のの技術的問題と,経済理論上の消費理論,生産理論,

その他の経済理論との関係をとくに重視するものであるO

このような指数論の問題が国際的な規模で取り扱われ

た時期は,これを2つに分けることができよう。第1の

時期は第2次大戦前であって, 1924年I. Fisher"が理

想算式を提唱して以来これを廻って多くの議論が交わさ

れたのであるが,ついにR. Frischによってそれまで

の理論が要約せられ, 1つはいわゆる原子論的指数

(atomistic approach)他の1つは関数論的指数(func-

tional approach)と称せられたことは周知のところであ

ろう。ここに原子論的指数というのは,指数算式中の価

格タと数量qとが理論的な関数関係を規定することな

く,いわば相互に独立に変化するという仮定に基づいて

構成せられた指数である。これに対して関数論的指数に

おいては,少とqとが相互に--定の関数関係によって制

約せられ,これに基づいて構成される指数を指すので

ある2)0

第2の時期は第2次大戦以後から現在に至るまでであ

る。この時期では,指数の技術的な分析においてはこと

1) Irving Fisher, The Making of Index Num-

hers, Cambridge, 1922.

2)関数論的物価指数についての重要文献としては
R. Frisch, "Annual Survey of General Economic

Theory: The Problem of Index Numbers,‖ Econ0-

meかノica, Jan. 1936. pp. 1-38を挙げるO　この論文

には,物価指数論に関する当時の文献が掲げられてい

る。なお日本語の重要文献としては,この方面の日本

における先駆者的役割を演じたものとして,森田優三

『物価変動の測定』 1940を掲げなければならない。な

お山田勇『計量経済学の基本問題』 1949を参照。

欠かないといってもよいが,指数論としては,戦前ほど

華やかな脚光を浴びたとはいいがたい　P. A. Samuel-

sonによる指数論批判3)に刺戟せられて顕示選択論

(revealed preference theory)による散発的な研究が見

られるはか,積極的に指数算式を誘導したものとしては,

わずかにH. Theilによる研究,ならびにTheilを中

心とする研究グループの業績が数えられるであろう4)0

戦後の研究としては,このほか,産業連関分析ないし

国民経済計算の発展に伴ない,この方両からする指数論

の考え方がR. Stoneによって示唆せられたことを述べ

ておかねばならない5)0

そこで本稿では,順序として,まず関数論的指数の基

本問題について述べ,そこでの根本問題の1つ,つまり

遠脚寺点間の比較について再考する。さらにStoneの

取引行列に基づいて,技術要素を含んだ新らしい指数算

式を定義し,それと従来からの指数としてのラスパイレ

ス,パーシェ両式との関係を吟味することにしたOつい

でTheilの研究を紹介し,それに関連してTheilのいわ

ゆる最良線型指数(best linear index number)とは別の

定義から出発して誘導した最小二乗指数について考えて

みることとした6)0

3) P. A. Samuelson, Foundations of Economic

Analysis, Cambridge, 1948. pp. 146-163.佐藤隆三

訳『サミュエルソン経済分析の基礎』 1967. pp. IS0
-167.

4) H. Theil, "Best Linear Index Numbers of

Prices and Quantities," Econometi′ica, Vol. 28, No.

2, April 1960, pp. 464-480. T. Kloek andM. de

Wit, Best Linear Unbiased Index Numbers, Eco-

nometnca, Vol. 29, No. 4, Oct. 1961, pp. 602-616.

5) Richard Stone, /痺ut-Ou砂ut and National
Accounts, OECD, 1961.

6)なお戦後の原子論的指数論として, R.W.Pfo-

uts. An Axiomatic Approach to Index Numbers,

R。　　of the I彬ternational Statistical Institute,

Vol. 34, No. 2, 1966, pp. 174-185があるが本稿

では割愛した。またいわゆる指数論としては本文のほ

か, H. Staehleによって研究された指数の国際比較
の諸問題があり　(H. Staehle, International Com-

pansons of Cost of Living, Geneva, 1934)同じく
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2.無差別指数

いま効用関数を

u-f(xl, xit一, ∬n)　　　(2-1)

とする. Eiは第i番目の消費財の消費量をあらわす。

この効用関数はつぎの性質を有するものと仮定するO

∂u　　∂u

有>0,～,有>0
∂2u　　∂2u

疎r<0, -・五才<0
(2-2)

このうち第1式は限界効用がすべてプラスであることを

意味し,第2式は限界効用が逓減することを意味するこ

とはいうまでもない。 uの極大を求めるに際し,つぎの

価格方程式の条件を附加する。

p-pIXl+ -蝣+pnxn　　　　(2 -3)

pi,-,Vnはそれぞれxt,　の価格であり, pは支出

をあらわす(2.3)の条件のもとで(2.1)のuを極大なら

しめる必要条件は,消費者選択の理論が示すように,価

格によってデフレ-下された限界効用が各財について等

しいことを示す次式によって与えられる。

国際此較の問題として,とくに米ソの指数比較を理論

的に取り扱った論文　Evsey D. Domar, "Anlndex

Number Tournament", The Quarterly Journal of

Economics, Vol. LXXXI, No. 2- May 1967, pp.

169-188を挙げることができるが,これらはむしろ

指数論の応用分野に属するものとして,本稿から除外
した。

さらに応用問題としては,指数をデフレ-タ-とし

て使用する場合の研究もあるが,これも本稿の城を脱

するものとして取り扱わなかったoデフレーター論

としての最近の文献にはつぎの研究がある　Nissan

Liviatan and Don Patinkin, "On the Economic

Theory of Price Indexes," Eoo勅otnic Development

and Cultural Change.っいでにデフレーターの邦

文文献,伊大知良太郎『デフレーター』1958および山

田勇「デフレーターをめぐる問題点」 『経済研究』 20

巻4号, 1969年11月, p360-363.を挙げておくo

この注の最後に,生産理論と生産指数との関係およ

び厚生指標としての厚生指数の問題があることを指摘

しておこう。前者については筆者の研究(山田勇『東

亜農業生産指数の研究』日本評論社1942)のほかに

注目すべきものとしでは, Kendrick-Satoの指数があ

ることを挙げなければならない(J. W. Kendrick,

Productivity Trends in the United States, Prince-

ton, 1961).また後者の問題についてはAbram 3〕erg-

son, The Real National Income of Soviet Russia since

1928, Cambridge, 1961のなかに論ぜられている.こ

れらの2つの研究については筆者はこれを別の機会に
載り扱おうと思っている.

∂u　　　　　∂u

転　　　∂En
P-L Pn
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(2.4

この式の幾何学的解釈は(2-3)と(2-4)とが接する場合

の正接条件であるということである。

以上は通常の消費者選択の理論を再言したに過ぎない。

ここでの問題は,この理論を計算例によって具体的に説

明し,さらにこれと物価指数との関係を示すことにある。

理論と計算を簡単にするために,消費財の種賓は, x¥,

a;2の2財にかぎるものとしよう.そうすると(2-1)の効

用関数はォ-/Oi,ayとなるがこれを,つぎの具体的な

関数形で示してみよう。

B
u=A-

XiX?
(2-5)

この式が(2-2)の仮定を満足することは容易に証明でき

る.ただし.(2-5)のAとBとはともにプラスの値をと

る。またuがつねにプラスであるために,u<Aの条件

を付加する。

さて,この効用曲線に接する接線の方程式は次式によ

って与えられる。

35%-->^2-芸xl(2.6)

ここに(諾0-0¥i>^2yは接点の座標であるOこの点において,
つねに正接条件(2-4)が成立する。この場合の価椿線は

32-ヱーー旦(2.7)

P2P2

である。そこで(2-6),(2-7)を比較することによって

oxl一芸-o
><^2一芸(2.8)

がえられる(2-7)の価裾線がx]サ,x2"において接する

効用関数の値をZ*とすれば.(2-5)から

・*-A一㌢(2.9)

となる.この場合のZ*は1つの無差別曲線であるOつ

ぎに実際の数値を使って,上記の各式の計算例を示すに

あたり,基準時点と此較時点とに分けることとする。

A・基準時点

A-1Q,5-1,px-6,p2-S,,0-120とすれば,効用関

数は

1
u=W-(2-Sa)

価格線は

120-6^十Sx,(2-7a)

となるoこの価裾線が1つの効用関数もしくは無差別線

と接する点の座標は.(2-8)から
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x-^-W, xi'-12　　　　　(2-8a)

となる。したがって(2-7a)に接する無差別曲線の値は

(2-9)からえられる。すなわち

・*-10-等-9.9917 (2-9a)
B.此較時点

この時点においても効用関数には変化がないものと仮

定すれば,依然として4-10,B-¥であるO　これに反

して　p1-12,p1-3,p-150とノ仮定しよう.このような

仮定で,接点ならびに無差別曲線の値を,基準時点と同

様の手続きにより,計算すれば

x1--6.25, xj>-2S, I*-9.9936

となる。これらの関係を図示したものが第1図である。

この図において,直線ABが基準時点の価格線であり,

直線CDが比較時点の価格線である。 ABが接する無差

別線が曲線1Jo′であってその指標が9.9917であり,そ

の接点がP点であるoまたCDが接する無差別線が曲線

hh′であり,その指標が9.9936,接点がQ点である。

これによって明らかなように　Ilh'は1Jo′よりも右上

方にあり,その効用はふ70′よりも大であることはいう

までもないO

第1図

研　　　究 Vol. 22　No. 3

さて,いよいよ物価指数の問題に移るo直線CDのあ

らわす価格線のplは12,^2は3,pは150であった.基

準時点の価格線ABの場合は, plが6,p2が5,pが120

であるから, plは2倍に`騰貴し,これと反対にp2は

0.6に下落している.そしてpが1.25倍である。このよ

うに,この2つの価格線をそのままの形で比較すること

は,指数論では考えない。すなわち指数論では,比較時

点の満足を基準時点の満足と同じであるとノ仮定した揚合

に,その支出の比がいくらかということである。いま

lToを基準時点の無差別線1Jo′の指標であるとし,価格

がPio,PitsでZoをうるのに必要な支出をp(lolPio,Pao)

で示す。これに対して比較時点の無差別線hh′のあら

わす指標をZlとし,価櫓がpu,pnでムをうるのに必

要な支出をp{Il¥pll,P21)であらわすことにする。この記

号を使えば,価格が比較時点の価格pu,pnで,しかも

基準時点の撫差別線の指標もをうるための支出はpVo¥

Pa,Pn)で示されるO　そこで上述の物価指数Piniはつ

ぎの如く定義することができる。

pit}A一票芸霊 (2-10)

この指数をFrischにならって,無差別指数(indiffer-

ence defined index)と呼ぶことにしよう7)。この指数

を第1図で求めることにする　p(h】pii,Pn)を求めるこ

とは,比較時点の価格線CDに平行でかつ無差別線lJo′

に接する新しい価格線C′D′を求めることである。この

た糾こCDの場合と同じ価格　pi-lS,p%-iを持つ新

しい価棒線p-12.」1+3:」2においてlJo′に接するときの

接点を(2-8)によ-て求-ぎ　0芸, d^2-‡とな

る。このPの値は(2-9)のZ*を9.9917とした次式から

求められる。

144
9.9917=10--

p2

これからpを求めると

(2.9b)

p (.Io¥pn, pn) -131.72　　　(2-ll)

となる　p{h¥pw,pw)は120であったから,無差別指数

の値は,これらのPの値を(2-10)に代入して求められる.

すなわち

7) R. Frisch, Annual Survey, pp. 16-17.ここ

でFrischは無差別指標の方程式の例としてZ-gl十

Inql+q2+lnq2を使っている。 q¥q*は本文中の31,

32に該当し, 1nは自然対数をあらわす.このZもま

たx!-x2の平面において,原点に対して凸となる.

liniのildはindifferenceの意味である。
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131.72

pind (70) =「云「= 1.098　(2- 12)

この値はラスパイレス式に対応するものであるo　ラスパ

イレス式PLは

Pi-
12×10十3×12

6×10十5×12
-1.30　　　　2-13

となり,限界理論が示す如く

Pind VoXPL　　　　(2・ 14)

の関係が見られる。

以上は両時点の支出をLoにおいて比較したものであ

るが,これらをZlにおいて比較した無差別指数Pind

tt)も考えられる。この場合は,基準時点における価格

線ABと平行であってかつ無芸別線hh'にQ点で接

する価格線A'B′の示す支出. p(hbio,.P20) -136.93と,

比較時点における価格線CDの示す支出　p(Il¥pll,P21)

-150との比,すなわち

pind{h) -旦些拠,pn)-=1.095 (2-15)
p {Ii ¥pn, Vw)

で与えられる。この式はパーシェ式に対応するものであ

り,パーシェ式の指数Ppは

Pf-
12 × 5.49+3 × 21.95

6×5.49十5×21.95
-0.923　(2-16)

となるから,これまた限界理論の示す如くつぎの関係が

確認できる。

Pint (II) >Pp　　　　(2- 17)

この節の最後に一言つけ加えたい点がある。以上の分

析では,基準時点と比較時点における効用関数が同じで

あるという仮定を持つことがこれである。つまり両時点

における噂好様式は変らないということを仮定している。

しかし現実的には,両時点間の効用関数には相違がある

と考える方が一般的であろう.もしそうだとしても,

Find(A)の場合には影響がないことは明らかである。す

なわち　W(70)の場合,たとえ比較時点の効用関数の

形が基準時点のそれに対していちじるしく変化したとし

ても,基準時点の効用関数が確定しているかぎり>　Pind

(io)は計算できる。その理由は簡単である。第1図にお

いて価棒線C′D'を引く方法は,比較時点の価格線CD

に平行に無芸別線-W'nに平行に引けばよいからである。

この際CD上のどの点で比較時点の無差別線/ill'と接

するかは問題にならないからである　Ilh′の形がどの

ような形をとろうと,効用の極大点はCD上のどこカL,に

求められることはいうまでもない。

これに対応して, Pind(Il)の場合は　hh′の形が異な

るにしたがって,その値も影響を受けることが考えられ
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る。しかしこの場合は基準時点の効用関数の形には無関

係であることから,結局において,両時点の効用関数が

同じでなくてもよいことになる.したがって. Pini(Jo)

の場合もPtnidl)の場合もともに基準・比較両時点の

効用関数の形が異っていて差し支えないのである。しか

もPindVo)の場合には基準時点の効用関数だけがわかっ

ておればそれで充分であり, iWii)の場合には比較時

点の効用関数だけがわかっておればよい,という重要な

結論を導びくことができる。

以上の結果からつぎの定理を掲げる。

定理(2-10)および(2.15)で定義された無差別指数は

効用関数がたがいに異なった遠隔時点間に適用できる8)0

3・取引行列と物価指数・計量指数

取引マト.リックスはStoneやGoodwinの定義する

ものと同じ内容のものであって9),産業連関モデノレでは

いわゆる閉鎖モデルの一種である。すなわち,このモデ

ルにおける固有の産業部門(内生部門)と最終需要;供給

部門とを区別することなく,これらを同じ性質を有する

もの,.いわばすべてを内生部門とみなすモデルであり,

原則的にはこのマトT)ックスは正方マT.)ックスである。

いま内生・外生部門を併せてn個からなる部門がおの

おの-種類の商品を生産する場合の金額表をつぎの如く

あらわす。

基準時点(0時点)

sy
9iv -9in

gnl-蝣9nn] (叫

比較時点(t時点) (t-l,2, --T)

8)このような無差別指数の前提には. (2-1)のu

が経験的に測定されなければならない。たとえ,効用

の代りに(2-9)の無差別指標∫*を用いるにしても,

本文中で明らかにしたように, Z*はuから導びき出

される　Frischが無差別指数を提唱した当時から今

日に至るまで効用ないし顛差別指棟の経験的測定の問

題はかなりの進展を見せたことは周知のところであろ

う。そのうちでもNeumann-Morgenstern　の効用理

論は看過することができない(J. von Neumann

and Oskar Morgenstern, Theory of Games a朔蝣Eco-

nomtc Behavior, Princeton, 2nd edリ1947. pp. IS-

30.)

9) R. Stone, Input-Output and National Aceo-

unts, OECD, 1961, p. 202. R. M.、Goodwin, St'atic

and Dynamic Linear General Equilibrium Models

m Input-Output Relations, ed. by The Netherlsnd

Economic Institute, 1953, pp. 54-87.
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また両時点における投入係数を

0時点:Aこ-

t時点
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経　　　済

(3- 2)

ttll - -ttlJl
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(3-3)

「
　
　
~
　
　
」

(3 -4)

とし, 0時点およびt時点の個別価格と個別数量とのマ

トリックス, Pおよびqをそれぞれ

0-　L- pn。_

I

Pit 0

t時点蝣Pt-¥
0 vn C]

qt

I

?io 0

0 qn

sit 0

0 q_nt

とするO　ところでpo~1Gは数量マト1)ックスであり,

これは同時にAqoに等しい。すなわち

po-1G-Aqe

あるいは

G-poAqo　　　　　　(3- 7)

という関係が成立する。いま(3-7)の金額マトリックス

の総合計, 011+-+0171+- +9nl-¥　Vsnnは, n行の

n

.～

加法列ベクトルt1・-1}-Iを使用すれば　TGIもしくは

pG′Zで求められる。この両者は当然相等しい。すなわ

ち

I'GI-I'G'I　　　　　　(3 - 8

そこで,この関係を(3-7)に適用すれば

I'GI- rqo'A'po'I- rqoA'p<,I　　(3 - 9)

ここで

po-芸'n。J Ll: (3-10)
を定義すれば

mz-po>　　qoI- Qo　　　(3 - ll)

この画係を(3-9)を芋代入して次式をうる。

I'GI- Qo'A′Po　　　　(3 - 12)

これはまえに述べたように基準時点における取引総額で

ある。いまt時点の価格と数量の列べクT/レをつぎの如

く定義する。

・LP:巨に(3-13)
そのうえで(3-12)のなかのPoをPtでおき換えたもの

すなわち, Q.′A′PLは0時点の取引数量で測ったt時点

の取引金額を意味するoそこで,このQo′A′PLを(3-12)

で割った値はラスパイレスの物価指数PLにはかならな

研　　　究

い。すなわち

同様にパーシェの物価指数Ppは

Vol. 22　No. 3

(3-14)

3-15

となることは明らかである。ここに述べたPLとPpと

は.(3-14-)と(3-15)に見られるように,数量Q,投入

係数A,価格Pの3つの要素によってあらわされており,

通常これらがPとQとの2つの要素によってあらわされ

たものと対比されるoLかしこのモデルではAQ0-Qo,

BQt-Qtという関係があり,このことに注目すれば,

3.14,3-15はそれぞれ

pl--'o'A

,'po'pp-Qt'Pt

Qt'Po(3-16)となって,通常のラスパイレス式およびパーシェ式をう

ることはいうまでもない。

ここで1つ問蒐となる点はつぎの事実である。ラスパ

イレス式(3-14)においては,分母,分子ともに基準時点

の技術マトリックス(投入係数マトリックス)Aを用いて

おり,パーシェ式(3-15)においては,分母,分子ともに

此較時点の技術マTリックスBを用いている点がこれで

ある。そこで形式的には,PLにおいて比較時点の技術

を用い,Ppにおいて基準時点の技術を用いた,つぎの

2つの式もまた意味のあるものと考えられる。すなわち

Pr,-

Pp-

Qo′B′Po

Q c′A′Pt

(3-16)を準ラスパイレス式, (3-17)を準パーシェ式と呼

ぶことにしよう。

ここでPLとPLとの関係を分析することは興味のあ

ることであろう。そのた桝こPl-Plの値を求めてみ

る。

pl-Pl-志i 'T)'T>豊琵Qo′-B'-Po
(3-18)

いま

TL-
V-B'Po

(3-19)

とおけば, (3-18)は

PL-PL-
Qo'(B′- TLA') {Pt-PLPo)

Qo′B′Po

(3-20)

となる。上式においてTl,Plはスカラーである。 TL
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の意味を検討するために. (3-19)を計算してみると

TL-

∑ ∑ xijaijPi。qja
t i

22 <HjPtoqjo
i i

(3-21)

となる。ここに

xa-b　　(i, j-l, -, n)　(3-22)

であって,これは基準時点の技術係数aijに対する比較

時点の技術係数bijの比を示しており,これによって両

時点間の技術の変化を測ることができる。この意味で

aijを技術変化率と呼ぶことにしよう。そこで(3-21)は,

TLがaijPiO<ljOをウエイトにした技術変化率の加重平均

指数であることをあらわす。

ところで(3-20)の右辺の分子を計算してみると

?o'(S′- TLA′) (.Pi-PIPo)

90′

I

∑ aapio (xii- T」) (yu-P」)
も

∑ a.inPnォ(_Xin- TL) (yit-P」)
も

-∑∑ wtJ(xij-TL) (yt占-Pl)
もJ

(3-23)

上式中のうちyは

ult-PulPiti (i-l,・蝣-,ォ)

であって,個別価格指数であり,また叫ま

Wij = a>ijPio<ljo

であって,ウェイトであるo　そこで(3-23)は

(3-23)-exoyri{∬,y)∑∑w{J　(3-24)
i i

ここに

*サ'-

<-

であり,さらに

n(x, y) -

∑∑ widxu-TLY
*　3

∑∑ wij
も　2

∑∑ wn (yu-PIY
7,　2

ZjZj ^B
l・ J

∑∑ widxis- T」) {yu-P」)
1　3

6∬ay∑∑ wij
も　J

であって, Eとyとの一柏関係数をあらわす.したがって

(3-20)は次式で示される。

Pl-Pl-
oxoy∑∑ wij
i 1 n(x,y) (3-25)
Qv'A′Po

この式の右辺のうちn(x,y)以外の項はつねにプラスで

あるから,左辺の正負はn(x,y)の正負だけによって決

定される。これを記号で示せば
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sgn (PL-PL) -sgn n (xy)　(3 -26)

ここで重要な結論を導びくことができる。すなわちγ1

ip,y)がプラスの場合,つまり個別価格指数Eが大きく

なると同時に技術変化率yも大きくなれば, Pl>Pl,つ

まり準ラスパイレス物価指数PLは通常のラスパイレス

式PLよりも大きくなり,もしこの反対に　i(x,y)が

マイナスの場合,すなわちn;とyとが逆方向に動く場合

は, Pl>Plとなる。

つぎにパーシェ式Ppと準パーシェPp式との関係を

考えてみよう。この場合もPLとPLとの場合の分析を

使って

Pp- Pp-
h'(B'- TpA′) (Pt-PpP。)

Qt'B'Po

3.27

を誘導することは容易であるO上式中のTpはパーシェ

方式による技術変化指数,すなわち

(3-28)

である。さらに(3-27)の右辺の分子を計算した結果はつ

ぎの如くである。

Qt′ (B′- TpAl) (Pt-PjPv)

-∑∑nj&ij-Tp)左-Pp)
i JL

-03′oy'rt (x, y) ∑∑ vij
i J

ただしVはこの場合のウェイトであって

Vij = ClijPuljt

さらに

r%(x, y) -

∑∑ vi} (xij- Tp) (yit-Pp)
i J

o^-

ay72-

6∬′qy′∑∑ vij
i j

∑∑ vtj(xu-Tpy
i J

∑∑ vij
もj

∑∑蝣サij(vu-予p)
も　　2

∑∑ vij
i j

3-29)

したがって3.27は次式によってあらわされる。

Pp- Pp-
oC′ay′∑∑ vij

も　j

r2(x,y) (3-30)

Qt′B′Po

(3-26)と同様に,この場合も

sgn(Pp-Pp) -sgn r2 (x, y)　(3-31)

という結果がえられる10)

10)数量指数についても,物価指数と同様に技術

要素を含んだ指数を構成することができる。通常のテ
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4.価格マトリックスと数量マトリックス

これからさきの分析の基礎になる個別価椅数量の関係

を明らかにするために,これらの記号を第1表に示す。

この表の表側には商品番号を,表頭には時点をとる。記

号のつけ方はつぎのとおりである。個別価格をp,個別

数量をqとし,それぞれの添字のうち,最初のものは商

品番号を,第2の添字は時点を示すものとする。したが

って, pn2は第n番目の商品の時点2における個別価格

を　q%rは第2番目の商品の時点Tにおける個別数量を

あらわす。

第1表

0時点におけるpおよびqを他の時点のものと切り離

して,つぎのベクトルであらわす。これは時点が通常基

準時点に取られるためであるが,一般的にはその必要は

ない。

po-i Q0-220
さらに時点1からTまでのPおよびqをつぎのマトリッ

クスであらわす。

p=

Ei

P12

Jサ22

Pnl Pnr

ヨ薫qzi2-qiT

2・・・?2T

さらに, nX(T+l)次のPおよびQをつぎのように

定義する。

P-LP> p}-

Vu

P21

Vno O7il

スパイレスの数量指数QL,パーシェの数量指数Qp

はそれぞれ

QL諸芸, Qp-岩音
また準ラスパイレス数量指数eL,パーシェの数量指

数Qpはそれぞれ

QL-豊, Qf-
となる。

研　　　究

?-[?0 ll-

I
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一

　

バ

リ

一

いまPとQとの意味を考えてみる。そのためにPQ′

とP′Qとを求める.

PQ'-

∑
-
　
∑
-

pitqit--∑ pltin左
右

pntQ.1V -∑ pntint
£

t=T

ここに∑は∑を意味する。つぎに
£　　　　£-0

∑piolio蝣∑pMiT
1,　　　　　　　　　　　　も

∑ piTiw-∑ viTtiT
も　　　　　　　　　　　　　も

4-1

4-2

も=n

上式中の∑は∑の意味である(4-1)はaggregation
%　　%=¥

over periodsをあらわし. (4-2)式はaggregation over

commoditiesをあらわすことはいうまでもない11)。ここ

では(4-2)だけに注目しよう。このマトリックスの両辺

を　∑piolioで害Tlhば

∑pioQii　∑pioQiT

2 piolio

いま

∑pMm　∑pwiits

∑pilQM　∑pilitl　∑pilliT

∑piolio　∑puqio　∑pMia

∑viTlia　∑piTQil　∑viTliT

∑pMio　∑pialiO　∑puita

4-3)

∑ piiQu　　　　　∑ piTiiT
-Ao,

∑ pMio　　　　　∑ piolio

∑ pMio

-Ar°

とし,かつ(」-1,2,-,T)

旦些竺竺=phm>圭墾旦旦塾型.旦塑墾
~uvノ∑piolio　∑puqn　∑piolio

-PLと]411　　　　　　　　　　(4 - 4)

∑ piolit

S pMio
-ァiso.
∑pilQit　∑pnqtt　∑villit

∑pMiO　∑pilQil　∑pMio

-ァ」JIAo.

とすれば, 4.3式は

P'Q

∑ pmlu

Qlw　-　Qlto

Plw　　　　　- QltiA-

Plto PltiAw蝣蝣　-A-to

(4.5)

ll) H. Theil, Linear　　′egation of Economic

Relations, Amsterdam, 19S4, pp. 27-38・
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4-6 、

上式において>　Plioj --Pz.roはそれぞれ時点1と時点0

との間の,～,時点Tと時点0との問の,ラスパイレス

物価指数をあらわす。 (LはLaspeyres式の意味)また

ァ」10.・・・>QITOはそれぞれ時点1と時点0との間の

時点Tと時点0との間のラスパイレス数量指数をあらわ

すo　さらに, j4io>一,ATOはそれぞれ時点1と時点0と

の閣の,-・,時点Tと時点0との問の金額指数を意味し

ている。そして(4-6)式の主対角要素はすべて金額指数

を,その左下方の各要素はラスパイレスの物価指数を,

右上方の各要素は同じくラスパイレスの数量指数に金額

指数をかけた形になっていることがわかる。

これと反対に, P′Qを(4・2)の右下の要素∑pITliT

で割れば,ラスパイレスの物価指数および数量指数に代

って,ハーシュの物価指数および数量指数を求めること

ができる。すなわち

P'Q

∑ piTliT

1　　　　　1　　　　1

Ara Pho^-ti Ppto

l 1 1

Qpi0-n- Ti A- Tx PpTl

1　　　　　1

Qpto Qpti
1

(4-7)

このマトリックスのなかのPpw,->PpTUはそれぞれ

時点1と0,・-,時点Tと0との間のパーシェの物価指

数をあらわし, Qpw,～.QpTOはそれぞれ時点1と0,・・・,

時点Tと0との問のパーシェの数量指数をあらわす。

(添字のPはパーシェ式を意味する,) (1-6)と(4-7)とを

此較すれば明らかなように, PLとQLおよびPpとQp

との位置は相互に対称的であることがわかる。

この両式は一般式であるが,通常のラスパイレス式お

よびパーシ,=式のように,基準時点を0比較時点を1に

とれば, P,Qはそれぞれ

p-lpォp]-

したがって(4-2は

P′Q-

∑ r?io2io

∑ piiQio

>-[?o?]-

となる.両辺を∑pialuで割れば(4-6)紘

P'Q

∑ piolio IPlio QlwI

また両辺を∑ 'iliilで割れば(4.7)は

Sio

?20

9サo

-263 -

となる。

5.最良線型指数

原子論的物価指数の最近の研究のうち注目すべきもの

としてH.Theilを中心とするグループによって展開さ

れた最良線型指数(best linear index numbers of prices

and quantities)を挙げることができることはまえに述

べたとおりである。ここではまず,かれらの理論の要点

を紹介し,この考え方と同一線上にある具体的な指数算

式については次節以下に説明することとしよう。問題を

物価指数と数量指数とに分ける。

A. Theilの研究(1)-物価指数12)

いま時点を1からTまでとし,商品の種類をn個とす

るo t時点における第i番目の商品の価櫓をpi(t)であ

らわす。

個別価格のマトT)ックスPおよび各時点の物価指数ベ

クトルPをつぎのように定義する。

l(l) -pn(l)

p=
pi

LPi
」
hs

e
やr

r
T
m
I
-
の

a
.
　
　
f
t
i

「

1

1

_

し

こp

(5-1)

ここで問題は

p-Pa　　　　　　(5-2)

の条件のもとに,ある適当な方法によってPをpによっ

てあらわすことにある。

そこで

P-pa'+ V　　　　　(5 -3)

という線型関数を考える。ここにαは価格線の傾斜をあ

らわす列ベクトルであり, V-lvt(t)lはTxnの価棒線

からの承離マトリックスである(5-2)と(5-3)から

V-P(I-αa′　　　　　(5 -4)

がえられる.ところで2つのパラメ-タ-, aとaとを

決定するのに　Theilはprincipal component法を使っ

ている。すなわち二次形式

∑∑ gtjVi (t) vj (t) -tT(GV'′ V)  (5-5)
ij £

を最小にするようなα,αを求めることである。ここに

ff-[oォ]は正催定符号または半正価定符号のn次の対

称マトリックスである(5-4)および(5-5)から

12) H. Theil, Best Linear Index Numbers, oタ・

at.
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tr (G V'V) -tr (GP′P) -tr (Gaα′P'P) -tr (GP′Pan′)

+tr (Gaα′P′Paa′) -tr (GP′P) -2α′P′PGa

+ (α′P′Pa) (a′Go)　　　　　　　　　(5-6)

をうる。上式中trはtraceの記号である。この式を

α, αについて偏微分すれば

1 ∂tr(GV′V)

2　　　∂α

1 dtr(GV'V)

2　　　∂α

- -P′PGa十(a′Ga) P'Pa-O

5-7

- -GP'Pa+ (α′P'Pa) Ga-O

5-8

(5-8)の両辺の左からP′Pを乗じ,その結果に(5-7)を

適用すれば次式をうる。

-P′PGP′Pa+ Cα′P′Pa) (a′Ga) P′Pa-O

これから

[P′PG- (α′P′Pα) (a′Ga) I]P′Pα-0

(5-9)

P′P[GP′P- (α′P′Pα) (a'Ga) IIα-0

5-10

が導びかれるO　同様にして. (.5-7)の両辺の左からGを

乗じてのち(5-8)を代入すれば(5-9), (5-10)に対応して

[GP′P- (α′P′Pa) {a′Gra) I]Ga-O

(5-ll)

G[P′PG- (,α′P′Pα) (a′Ga)I~¥a-O (5-12)

をうることができる。

さて, 5-9)からP'Pα-0もしくはP'PaはP'PGの

特性ベクトルであり,また5.11から, Ga-Oもしくは

GaがGP′Pの特性べクトノレであることがわかるO　ここ

でP'Pa-OもしくはGa-Oの場合と, P′PtrおよびGa

がそれぞれP'PGおよびGP′Pの特性ベクトルである

場合とに分けて,そのいずれの場合が,この研究の目的

に照して意味があるかを見るた糾こ. 5-7　または(5-8)

を　5-6に代入する。その結果

Min[tr (G7'F] -tr (GP'P) - (α′P′Pα) (a′Ga)

(5-13)

がえられ,上式からつぎのことがわかる。すなわちも

し, P′Pa-OまたはGa-Oのときは, trlGV′F)-tr

(GP′P)となる。もしP'PαおよびGaをそれぞれP'PG

およびGP′Pの特性ベクトルと考えれば,これらはプラ

スの最大根に対応するから,われわれの目的に適するこ

とになる。そこでこの特性根を

p- (α′P′Pα) (a′Go)　　(5 - 14)

とおく。この式のなかのαおよびαは最適ベクトルであ

ることはいうまでもない。

研　　　究 Vol. 22　No. 3

さて

c-[GP'P-(α′P′Pα)(a′Ga)I~¥α(5.15)

とおけば,(5-10)は,P'Pc-Oである。この式はPc-O

の条件を含むことは容易に証明できるPc-Oを書き換

えれば

[PGP'-(α′P'Pa)(a′Ga)I]Pa-O

(5-16)

がえられるが,この式からPa-pが最大根12に対応

するPGP′の特性ベクトルであることが証明される。

つまり物価指数べクトノレpは最大根12を持つ特性べク

トivPGP′にはかならないことを示している。

B.Theilの研究(2)-数量指数

数量指数の場合は前述の物価指数の場合と並行して進

められる。まず個別指数マトリックス¢と数量指数ベク

トルqとをつぎのように定義する。

Lォ:(1)-3サ(1)1-::1)

T)j

(5-1a)

Qとqとの関係は

q-Qβ}-qb'+W(5-2a)

であらわされる。ここにWは,物価指数の湯合のVと

同じく,数量線からのQの承離ベクトルである。

いま正値定符号ないし半正値定符号のn次のあるマト

リックスHを考えると,問題はtr(HWW)を最小にす

るようにβとbとを決定することである。Hは物価指

数の場合のGに対応する。以下は物価指数の場合と全く

同一の手続きによって次式をうる。

Min[tr(HW′W)]-tr(-H"ァ′Q)-(β′Q′Qβ)(b′Hb)

(5.3a)

上式のβとbとは

[Q′QH-{β′Q′Qβ)(b'Hb)I2Q'Qβ-0

Q′Qim′Q-(β′Q′Qβ)(b′Hb)I-¥β-0

(5-4a)

[HQ′Q-(β′Q'Qβ)(b′Hb)IJHb-O

H[Q′QLJ-(β′Q′Qβ)(b'Hb)I~¥b-O

の条件を充たすものであるO物価指数の場合と同様にし

て,

IQSQ′-(β′Q′Qβ)(b'Hb)I]q-O(5-5a)

この式の意味するところは,数量指数ベクトルqが最

大根を持つ特性ベクトルQHQ′であるということであ

る。

C・最良線型指数

いままでのところ,GおよびHは任意のn次正値定
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符号ないし半正値定符号の対称マトリックスと定義した。

そこで

G-Q′　　H-P'P　　　(5-17)

とおけば,この値を(5-16)および(5-5a)に代入するこ

とによって,物価指数ベクトルはPQ'QP′の特性ベクト

ルであり,数量指数ベクトルは′QP'PQ'の特性べクト

ノレであり,両ベクトルとも最大根を持つことが判明する。

そこで. (5-9)から(5・12)に,また(5-4a)に(5-17)を代

入することによって,次式をうる。

[P′PQ'Q- (α′P′Pa) (a′Q′?a) J]P'Pa-O

Q′QLP'PQ′Q- (α′P'Pa) (a′Q′ァtt) I>-0

[P′PQ′　- (b'P'Pb) (β′Q′Qβ)7]P′Pb-O

Q′QlP′PQ'Q- (b′P′Pb) Lβ′Q'Qβ) Z]β=0

[Q′QP′P- (α′P′Pa) (a′Q′Qa) IIQ'Qa-O

P′P[Q′QP′P- (α′P′Pα) (a′?'ァW]α-0

[Q′QP′P- (b'p′Pb) iβ′Q/Qβ) UQ′Qβ-0

P′P[Q′QP′p- (b'p′Pb) {β′Q′Qβ) /]6-0

(5-18)から

(5-18

(5-19)

P′Pα. a, P′Pb, β　　　(5-20)

がすべてP′PQ′Qの特性ベクトルであり, (5-19)から

Q′Qa, α, Q′Qβ, b　　　(5-21)

もすべてQ'QP′Pの特性ベクトノレであり,しかもこれら

のベクトルのすべては最大根に対応し,この最大根は2

つのマトリックスについて同じ値を持つ。この最大根は,

重根の場合を除けば,単板であるから, (5-20)の4つの

ベクトルは,スカラー倍の問題を別にすれば,たがいに

相等しく, (5-21)についても同様である。ところでαも

しくはaにある定数をかけても議論には影響がないし,

βおよびbについても同様であるから,結局

a-β,　b-α　　　　(5-22)

となる。このことは,数量ウェイトβがこれに対応する

価格線の傾斜aに等しく,価格ウェイトαが数量線の傾

斜bに等しいことをあらわす。したがって価格と数量と

は互換的な関係にあることがわかる(5-20)と(S-21)か

ら

P′Pα-klβ,　Q′Qβ-k2α　　(5-23)

をうる。klとk2はともにスカラーである。上式の2式

を組み合わすと, Q′QP′Pa-kik2αとなるから. (5-19),

(5-22)および(5-14)を考慮することによって

fCIK2- (α′P'Pa) (a′Q′ }a) - (,α′P′Pα) (β′Q′Qβ-12

5-24

がえられる。いまki-Xとおけば　k>2-/(となるから,

(5-23)は

P'Pa-X{},　Q'QP-Xα　　(5-25)
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がえられる。上式の意味はつぎのとおりである。価格ウ

ェイトαの左から個別価格のモーメント・マト7)ックス

P′Pをかければ,数量ウェイトβの1倍となり,数量ウ

ェイトβの左から個別数量のモーメントマト.)ックス

Q′Qをかければ,価格ウェイトαの1倍となる.そして

この)は前述のとおり,これらの2つのモーメント.マ

トリックスの積P′PQ'QおよびQ′QP'Pの最大根のプ

ラスの平方根である。

(5-25)の第1式の左からQをかけ,第2式の左からP

をかければ, QP'p-lqおよびPQ′q-ipがえられるが,

いまCを

C-l　　　　　　　(5-26)

と定義すれば

C'p-Aq, Cq-Kp　　　　(5-27)

となる(5-26)のCをTheilはcross-value matrixと

称するが13)その実体は,各主対角要素が各時点におけ

る実金額を示すということであるO

さて実際にこの最良線型指数を計算することはさして

困難ではない。すなわち,個別価格および個別数量が与

えられれば, (5-26)のcross-valuematrixを計算し,そ

のあとで, cc′ぉよびC′Cの最大根に対応する特性ベ

クトルを求めることによって,物価指数および数量指数

を求めればよい。

tr(¢′¢『′γ)を最小にすることができたかどうかを測

る測度としてTheilはつぎの式を提案し,これを適合度

指標匝tting index)と呼んだ。

72=
p

tr(CC)　tr(C'C)tr (ァ′QP′P)

(5.28)

この指標は(5.13), (5-14), (5-17)を組み合わせてえられ

る次式に基づいて作られたものである.

Mm[tr (Q′QV'V) l -tt (Q'QP′P) -ス2

(5-29

この測度はC-P′Qをゼロにすることができれば1とな

る14)。

D. KloekとWitによる改善15)

Theilの最良線型指数を具体的な資料を使って計測し,

その結果, Theilの指数を改善したのがこの2人の業績

13) Theil, op. cit., p. 472.

14) Theil, op. cit., p. 474.

15) T. KroekandM deWit, Best Linear Unbi-

ased Index Numbers, op. cit.,以下ではかれらのえ

た重要な結果だけを摘出するにとどめたことを付言し

ておく。
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である。

まず,Theilのcross-valuematrix(5-26)をつぎの形

で考える。ただしT-2とするo

cJIQI

IPIPIQIO-+り(5-30)

ここにりは,パ-シェ指数Ppとラスパイレス指数PL

との関係式

pp-pz(l+り(5-31)

によって定義される値である。T-2の場合のTheil指

数P。,ァOは近似的に

po-pl{1+『㌫(5-32)

0-ォ」1+り品(5-33)

によってあらわされる。

いまEをCとpq′との承離,すな中ち

E-C-pq'(5-34)

とすれば

tr(E。」。')-り2豊(5.35)

となる。ここに

E。 - V一等
PIQl

-Ql ~㌣]
D- (l十Pi*) V+Ql )

である(5-35)からつぎの事実がわかる.すなわち,

Eoの主対角要素はりと同符号であり,したがって, pq′

の主対角要素はこれに対応するCの要素よりも大きいo

っまり, Theilの指数はフィッシャーの要素転逆テスト

の意味で上方に偏債を持つことになる。

そこでKroekとWitは,この偏債を除くために

tTE-tTC-p'q-O　　　(5 - 36)

の条件のもとでtv(EE′)を最小にすることをこころみたo

その結果近似的につぎの式を誘導している。

P,-Pl

Qh-Ql 1+りPL

Ql (ア+Pl ) - (JPl-Ql)

r>+ {PL-qLy

pr(l+ァ」2) + (-?」-ォ」)

D+ (Pl-QIY

(5-38)

KroekとWitはこの両式を最良線型不偏指数(best

linear unbiased index)と名づけた.しかしこの両式は

前述のTheil指数の上方偏倍を除くための技術的な分析

であって,本質的にはTheilの考え方と変りはない16)

16) KroekとWitはかれらの指数を不偏である

研　　　究 Vol. 22　No. 3

6.指数の最小二乗推定値

Theilの最良線型指数はprincipal component法を適

用した一種の最小二乗推定式と考えられるが. (5-2)に

ょってあらわされるベクトルPはすでに指数の形をとっ

ており,グはウェイトを示していることはすでに説明し

たとおりである。

ここでは, Theilたちとは別の考え方によって,物価

指数および数量指数の意味を再検討することにしよう。

その考え方は,まず個別価櫓指数および個別数量指数を

モデル化し,これから総合的な物価指数ならびに数量指

数を導びくのである。順序として物価指数の問題から初

める。

A.物価指数

基本的な考え方は,つぎの式が示すように,個別価格

指数αiを最小二乗法によって推定することであるo

pit-αtPi。+ォij(*-l.--2, -蝣, n ; t-l, 2,蝣蝣-, T)

(6-1)

前述のように添字の初めのものは商品番号を, 2番目の

添字は時点を示すo nは商品の総数であり, Tは時点の

総数である。上式においてeitは第i番目のt時点にお

けるpitの理論値αtpioからの蔀離をあらわす。

いまt時点における価椅ベクトル,車離べクトノレをそ

れぞれ

pt-¥lvnt_　£-E

とすれば. (6-1)は

pL-αtP。+et (t-l, 2, -T}　(6・2)

上式においてαtはスカラ-である。通常の最小二乗法

ではet′etを最小にすることを考えるのであるが'ここ

では一種の加重最小二乗法(weighted least square

method)x　を採用しようら　ウェイ下・マ下リックスをつ

ぎのように定義する。

rwKon

Lo¥vn_

そうすれば,この場合最小にすべき値は

tr(ete古′W) (6-3)

といっているが,これは推測統計学でいうような厳守

な意味ではない。すなわち期待値についての意味では

ない。

17) N. R. Draper and H. Smith, ApクIied Eegre-

Analysis, New York, 1966, pp. 77-81.

Gerhard Tintner, Econometrics, New York, 1952,

pp. 121-153.
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である。これを計算すれば

tr (ete占′w) -tr (PtPt'iv) -2α ;tr (PoPt′W)

+α 2tr (pOpO′w)　　　　(6-4)

となるから,上式をαtについて偏微分した結果をゼロ

とおけば

tr (PoPt′W)

αt
tr (PoPo'w)

(f-¥, 2, -, T)  (6-5)

がえられる。ここで紺をどのようにとればよいかを検言寸

してみる.明らかにスカラーwiを

?io
Wt-

Vio

6-6

とすれば. (6-5)はラスパイレスの物価指数となり,

u>i-qulpio　　　　　(6- 7)

とおけば. (6-5)はパーシェの物価指数となる。という

のは. (6-5)の右辺の分子は
n

tr (PoPt′W) -∑ mpiopu
i=1

であり,分母は

n

tr (PoPo'w) -∑ wiPiO
i-1

となるから　6-5　は

∑ wiPidPit
αt=

∑ wiPv?
3

6-8

(6-9)

6-10)

となる。

この式に(6-6)を代入すればラスパイレス式となること

がわかり,またこの式に6-7　を代入すれば,パーシェ

式となることがわかるからである。問題はこのウェイト

の意味であるが. (6-6)は,基準時点において第i番目

の商品を1円につきどれだけ購入できるかという貨幣の

個別購買力を意味している(6-7)は同じく貨幣の購翼

カを示すものであるが,この場合は基準時点でえた1円

をもってt時点ではどれだけの商品を購入できるかとい

う事実をあらわしている。前者の購買力をかりに基準時

点の貨幣の個別購買九　後者の購買力を比較時点の貨幣

の個別購買力と名づけるならば,以上の事実はつぎのよ

うに要約することができる。

個別価格関係式(6-1)のなかの係数α右の加重最小

二乗推定値において,ウェイトを基準時点の貨幣の個

別購買力にとった場合はラスパイレス式がえられ,氏

較時点の貨幣の個別購買力にとった場合はパーシェ式

がえられる。

以上はt時点という単一時点についての考察であるが,

つぎには全時点についての総合モデルについて考えてみ
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よう。そのためには. (6-2)式を基礎として

[Pl-pr] - [α1Po- ・αrA3 + [>i-蝣eT~]

あるいは

P-Poα′十　　　(6- ll)

ここに

p- [pr..pr]

e-ier--eTl

とおく。

さてαの推定がここでの問題であるが,この場合も加

重最小二乗法を採用する.ウェイト叫ままえと同じ対角

マトリックスである。

まず最小にすべき値はtr(weel)である。

tr (wee′) -tT (wPP′) -2tr (wPoα′P′) +tr (wPoα′αPo′)

(6-12)

したがって

∂

・Ttr (wee') - -2P′wPo十2αPo′wP0-0
∂α

これから

P'wPo -α-Pow-Po

となるが,これを計算すれば

P'wPa -

aPo'wP0 --

α1 ∑ wiPia
も

αT ∑ IViPu

したがって

α£=

∑ wiPi。Pit

∑ wiPi。
も

(t-l, 2, -, T)

(6-13)

(6-14)

この値は6-5　とまったく同じであることがわかるが,

このことは当然である。その理由は, (6-4)と(6.12)と

は同じであるからである。すなわち

tr (etet'w) -tr (伽ee′) - ∑ wieit%
も

である。このことから,総合モデル.ll)でも個別モデ

ル(6.2)でも,加重最小二乗法を適用してえられる平均

値α古の値は同一であることがわかる。
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B.数量指数

物価指数の分析と並行して,数量指数の問題を考える

ことができる。まず,t時点における数量ベクトルおよ

び奉献ベクトルを

Qt-¥≡dt-¥≡li]

と定義すれば,個別数量の関係式は

Q戸βtQo+dt(f-¥,2,-,T)(6-15)

となる。上式中のβlはスカラーである.加重最小二乗

法を適用してβtの値を推定するに際して,ウェイT・

マトリックスをつぎのように定義するo

vx0

;o'vn_

そこで

tr(dtdt′W)

をβについて偏数分して,その結果をゼロにおけば

βだ
tr (QoQt′V)

∑ viqi。Iit

tr(QoQo'v)　∑ォi?io
も

(6-16

総合モデルを作るには,つぎのベクトルとマTJ)ックス

とを使用する。

8n -"?ir

?サr -qnT」

}-LQi-QT]

ォ-[ォ!蝣・-, dj-j

巨[:]
dri -diT

dnl- '""nT

そこでβに関して最小にすべき値は

tr (vddl) -tr (dQQl) -2tr (dQaβ′Q')十tr (cZァoβ′βQo)

であり

∂

甘蝣tr (vdd') = -2Q′dQa+2β lo'rfァo=O

・17)

この式から

∑ viii。Iu
β戸
∑ nqv>
も

(t-l,2,～,T) (6-18)

がえられる。以上の分析に関するかぎり,物価指数の場

合とまったく同じ緒論がえ.られる。しかしこれからさき

は,数量指数特有の問題である。

いま(6-16)もしくは(6-18)のなかのウェイトviにつ

ぎの値を代入することをこころみる。

n-pmkio　　　　　(6- 19)

と定義して,この値を(6-16)もしくは(6-18)に代入すれ

研　　　究 Vol. 23 No. 3

ば,明らかにラスパイレスの数量指数がえられ

vi -Pi占!qa　　　　　(6 - 20)

を代入すれば,パーシェの数量指数がえられるとこがわ

かる。ところで(6-19)は(6-6)の逆数であり, (6-20)は

6-7に対応する。

7.最小二乗指数の性質

物価指数の分析でその基礎になった(6-1)は明記はし

なかったが標本空間における関係式である。これに対し

て,母集団空間における関係式を

pi£-atPio+uu (i-l, 2,～,n;t-¥,2,蝣蝣-, T)

(7-1)

としよう。 atはt時点における真の物価指数であり,

uitは個別価椿の場合の誤差項である。ここで,通常uic

に課される仮定を列記する。

Eui£-0　　　　　　　　　(7-2)

Euuujc-0 (i≒3)　　　(7-3)

Euu2 - <Ju　　　　　　　　(7 - 4)

そこで(7-1)を(6-2)に代入すれば

α右-at十
∑ wipuuit

∑ wiPiO
7-5

となる18) αtの期待値を(7-2)の仮定のもとで求めると

Eαt-at+
∑ wiPioEuio

∑ wiPiO
-α£　　　7-6

がえられるが,このことから, α古は真の物価指数α古の

不偏推定値であることがわかる。ところでα古の分散

V(αt)は

V(α:) -」(.α 2) -atl　　　(7-7)

であるから, E(αt2)を計算する必要がある。これには

(7-5)を使って

E(α右'蝣) -^2+

∑ wifto

(∑ IViPio )
out　　(7-8)

となるから. (7.7)より

V(αt)-て鑑欝out (7-9)
上式のなかのOut　はt時点におけるuの分散を意味す

る。つぎにこの分散をウェイトwiに関して最小にする

ことを考えるO　したがって, V(α&)をwiに関して偏微

分すれば

∑ wiPio
Wi=
∑ wiPiO

-const. (ォ-1,2,・蝣・,n)

18)以下∑を∑であらわす。

7-10
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がえられる。すなわち商品の種類が異ってもそのウェイ

トは同一でなければならない,ことがわかる。この結果

を　6-10に代入すれば

∑ pioPu
(7-ll)

これもまたacの不偏推定値であることは明らかであり,

しかも分散が最小であることからαtは最良線型不偏推

定値(best linear unbiased estimate)となるわけである。

さて,ここでえられた物価指数(7-ll)は,以上の最良

不偏怪のほかどのような性質を有するか,とくにラスパ

イレス式およびパーシュ式に対してどのような関係を持

つかを考えてみよう。そのためにいま

Pit Qio lit
--x,　--y, --z, p{a2-m
Via Pio

(7-12)

とする. yは貨幣の購買力を示す(6-6)であり, Zはそ

の逆数を示す{6-7)と同じである。 (7-12)によって(7・

ll)のα畠をあらわせば

∑ ma7

α&=前
となり,ラスパイレス式は

(7-13)

pL-昔慧豊(7.14)
そこでαtとPLとの差をとれば, Bortkiewiczの関係

式を誘導するのと同様の手続きによって,つぎの結果を

うる。

1

pL-αt=官有∑mix-αt) (.y- wo)

(7-15)

あるいは

PL-α£-Arxy　　　　(7- 16)

ここに

wo-豊昔慧 7-17

であって,これはyすなわち基準時点の貨幣の個別購買

力yのウェイトmによる加重平均購買力である。また

A-- wo　　　(7-18)

をあらわすOなおγmyはZとyとの問の相関係数ox>oy

はそれぞれEおよびyの標準偏差であり

∑ mix-αt) (y-wo)
rxy=

♂∬=

oxoy ∑ m

∑ m(x-αt)2

∑m

:-J
∑ m(y-Wo)'<

∑m
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である　(7-18)のAlはつねにプラスであり,したがゥ

てPLとαtとの大小関係はZとyとの相関係数r∬yの

値によって決定される。したがって, ∬つまり個別価格

指数とyつまり基準時点の貨幣の商品別個別購買力とが

正相関の場合,すなわち基準時点の個別購買力が高い商

品ほど値上りが大きいという関係がある場合はj Yzcyは

プラスとなり,最良不偏物価指数α右はラスパイレス式

PLより小さくなる。これとは逆に, a;とyとが逆の関

係にある場合にはr3yほマイナスとなり,したがって

αtはPLより大きくなる.

つぎにこのαLとパーシェ式との関係を考えてみよう。

この場合パーシェ式は

Pp-
∑pulu　∑rnxz

∑ pioVu　　∑ mz

となり,したがって

1

pp-αl=-喜一蒜∑ m(x-αt) (*- Wt)

(7-19)

7-20)

Pp-α :-Arx　　　　　(7- 21)

WL-
∑ptolit　∑mz

∑Pio'　∑ m
(7-22)

であり,これは比較時点における貨幣の個別購買力Zを

7nによって加重した加重平均購買力である.また

A2-等　　(7-23)
であり,この値はつねにプラスである。したがって,ち

し3;とZとの間の相関係数rmZがプラスの場合は> (7-

21)によってαCはPpよりも小さくなり,この反対に,

rEZがマイナスの場合は, αtはPpよりも大きくなる.

ところで,基準時点に対して比較時点の価格が高くな

った個別商品を考えてみると,その商品についての貨幣

の個別購買力は減少するのが一般の場合と考えられる。

したがって>　Txzは普通の場合はマイナスとなるであろ

うO　このことから, α古はPpよりも大きいものと考え

て差し支えないO　これに対して, αtとPLとの間には,

このような一方的な大小関係は見られないから, αlく

PLの場合も, αt>PLの場合もありうる。

この節の最後にα右の限界を求めてみよう。これは,

α£が最小二乗推定値であるから,この推定値の場合の

信頼限界を求めればよい　Ptoとpi缶　との兵の関係は
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(7.1)で与えられた。この債を(7-ll)に代入すれば

・J-0-J+慧　(7-24)
これから

Eα£ -at　　　　　　(7-25)

がえられるが,このことはαtは其の値aの不偏推定値

であることを示すことはいうまでもない。ところで

-EW) -at2+E[豊)2--品
となるから,この式を(7-7)に代入すれば

V(αt)-孟　(7-26)
堪えられる。いま(6-2)からeitを求め,この式のなかの

pitに(7-1)を代入すれば

eu-- (αt-at)pio+uu

これから

∑ eォ2- (αrat)'∑ pio十∑ ui占!-2(α£-a>t) ∑ uupio

したがって

E∑ ei£2- (∑ pi<?)E(α -aty十∑ Euu*

-2EUαt-a-t) ∑ uupu'] (7-27)

上式において右辺第1項は(7-24)からout,第2項は

nout,第3項は-2a,,となることが容易に知れるか

ら,これらの値を　7-27に代入して次式をうる。

E∑ eォ- (n-1)out　　　(7-28)

そこで♂ut2の推定値out　を

au占2-
星壁
n-1

と定義すれば. 7-26)を考慮することにより

」<?MS2 =旦塾姓= <7MJ
n-1

(7- 29)

(7-30

がえられるO　これはout　がout　の不偏推定値であるこ

とを示している。したがって,兵の値atの限界はつぎ

のようにあらわすことができる。

・ αt-t(n-l, α)品≦at≦αt+t(n-l, α,品
7-31

上式のなかのt(n-l,α)は自由度n-1でα水準のとき

のtの値である。

つぎにラスパイレス式およびパーシェ式の信顧限界を

求めるには,以上とまったく同様の手続きを踏削ぎよい。

この場合にも(6-1)と(7.1)が分析の基礎となる。

まず,ラスパイレス式α£′は(6-10のwiに6-6　を

19)山田勇『産業連関分析の理論と計測』動草書
1961, pp. 281-289.

α占1-
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∑ puqio

-」Jg -j一昔芸慧∑ pioQio

これから

E∑・-[
eォ2-¥n-2+霊慧02
-wut
したがってqu£2の不偏推定値outは

out　-
∑ Ht'

∑ pit? ∑ 2io　　(7-32)

(∑ pioClio)

となる。この場合のαtの分散V(αl′)は

V (αll)
∑?io　_　包

u£　　(7-33)云q
(∑ PiW

であるから,真のラスパイレス式の値α£′の信栽限界は

α古′-t (n-l, α)

∑ lia

(∑ piolio) ,"ut

≦α>,'+t(n-l, α)

2≦at′

∑?*<,

(2;
(7-34)

パ-シェ式α£〟は(6-10)のWiに(6-7)を代入して

αtu
∑ vulu

∑ pioqu

E∑ eu'- re-2+

∑ uitlit

∑ pmu

∑pu'∑lit

(∑ pwiu)
Gut

となり

がえられるO　したがってout　<0不偏推定値およびαt〟

の分散は,それぞれ

atL£2 -

∑ Bit'

piO　∑ lit　　　(7-35)

(∑ pMit)

∑ qu'

(∑ puqu)
out　　　(7 - 36)

となる。そこで真のパーシェ式の値at'の信顧限界は

次式であらわされる。

α£′′-tin-I, α)

∑ lit

(∑ pioqu) 2

≦α畠′′+t(n-l, α)

t2≦aL′′

∑ lit

(∑ pMlit)
謹ut2

いうまでもないことであるが,ラスパイレス式および

パーシェ式とも自由度は犯11である。この両式の場合,

∑?40　および∑gut　はなまの数量の合計を考えること

は無意味であるが,たとえば産業連関表の金額表からえ

られる数量価値を前抱としたものである19)

[山田勇-一橋大学経済研究所】


