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A　REMARK　ON　THE　STANDARD　FORM　PROBLEM
FOR2瓦（22叶1），n≧1

HIRoMIcHI　YAMADA

　In［10】Miyamotoshowedthat　ifannitegroupσhas　astandardsubgroup　Lisomorphicto
2F4（22π＋1），n≧1，such　that　LO（σ）司σand　a　Sylow2－subgroup　of　Cσ（L）is　cyclic，then　O2（σ）≠

C．He　obtained　much　more　information．In　this　paper　we　proceed　to　constmct　a　sub－

group（70isomorphic　to瓦（g）or2F4（g）×2F4（g），g＝22η＋1。More　precisely　the　following

theorem　is　proved。

　　THEoREM。　Lα（7わεαノ2n〃θ970翼ρw’fh　F＊（σ）si〃ψ1eαn4s塑posθL’sαs’σn吻74sめ8γo塑

ρプσ云▽o脚7ph’6’02F4（9），9－22π＋1≧8．オ5sμ膨ぎh躍α卵10躍2－sめgroゆげCσ（L）’sの・61io

αn4’h厩L＜1（ヲ．　Thθn　O2（σ）ρossε5sεsαsμわg70妙（70σ一〇44’n4θx　whi6h’3’30〃20ψhi6！o瓦（g）

or2F4（9）×2取9）。

　　By　a　fhrther釦sion　argument　it　might　be　possible　to　show　that（｝o　is　normal　in（7and

then　F＊（σ）＝瓦（g）。　But　such　an　e任ort　is　no　longer　important，The　simplicity　of　F＊（σ）

in　the　hypothesis　of　the　theorem　is　necessary　since　we　use，in　the　proof　of　the　theorem，the

unbalance（1group　theorem　to　determine　the　structure　of　certain2－1㏄al　subgroups　of（7．

The　proof　of　this　fundamentahheorem　has　been　completed　by　the　work　of　many　authors．

The　detailed　description　ofthe　theorem　can　be　found　inHarris［81，Solomon［16］，Walter［181．

　　UNBALANcED　GRouP　THEoREM．Lθ’Xδθα弄n1∫89アo妙wf∫h　F＊（X）s枷P1θ．／｛s3μ’nθ

fhαf　O（1〉－（T））≠1／b〆soηzθ2－sめg70妙　丁ρプX．　7嘘εn　F＊（X）’s∫so解o刑ρhic　lo　onε‘ゾ∫hθ

たnownノ『nf∫εsi〃ψ1θ970塑3。

　　Our　notation　is　f哀irly　standard．Possible　exceptions　are　the　use　of　the　following：For

a　subset1）of　a　group，）戸（D）denotes　the　set　of　involutions　in　1）　an（l　R》r　a　2－group　P，

ぎ＊（P）denotes　the　set　of　maximal　elementary　abelian　subgroups　of　P，

1．P〆ε伽inα7アLθ〃1n70S

　　（1．1）五ασわεα9脚ρααingonσ910塑Xαn418Mαn4B加sめgro復ρsqブC．グB
no7η2α1izεs　Cヱ（孟），fhθn［［・4，Bl，Cx（浸）】＝1。

　　PRooF．　See［19，（2．4）1，

The　fbllowlng　lemma　is　due　to　Bender［4，L1（i”）】。
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(1.2) Let P be ap-group acting on ap'-group K. Suppose XP=X<]K=XY with Y= YP 
Then CK(P)= Cx(P)Y(P). 

The following lemma can be easily verified. 

(1.3) Suppose K::SL2(2"), n~~3, acts naturally on an elementary abelian group V of 

order 22~. Let H be a subgroup of K which corresponds to a diagonal subgroup of SL2(2") and 

w an involution of NK(H). Tllen V 1las precisely two H-invariant proper subgroups. They 

are of order 2~ and interchanged by w. 

II. Properties o 2F4(22^+1) f
 

For convenience we summarize some properties of L=2F4(q), q=22~+1~Z8, which can be 

found in Parrott [12], Ree [13]. Shinoda [15], or verified by direct COmputation. 

Let ai(t), l~i~12, and C be aS in [13]. Then 

al(t)al(u) = al(t + u)a2(tu2e), a4(t)a4(u) = cr4(t + u)a8(tu20), 

ab(t)a5(u)=a5(t+u)al2(tu2e), a6(t)aG(u)=a6(t+u)all(tu28), 

at(t)ai(u)=ai(t+u) for i=2, 3, 7, 8, 9, 10, Il, 12. 

The nontriVial COmmutator relations are as folIOWS' where [x, y]=x~ly~lxy. 

4e+3 2a+2 [(x (t) a (u)]-a (tu)a (t2a+1u20)a (t20+2u)au(t u )(rl2(t u ) 

, _ [a (t) a (u)]=ab(tu20)a (t20u)a (t28+1u)a (tu20+1)alo(t u )an(t u )al2(t u ) l ' 4 o 7 9 2e+1 20+1 , 2e+2 2e+1 2a+1 20+2 

[al(t), a6(u)1=a7(tu), 

[al(t), a8(u)] = a9(tu)au(t 2a+ 2u)a] 2(t 2e +1u2e), 

[a (t), a9(u)] =(rro(t2eu)au(t~ u)crl2(tu20) 

[cr](t), alo(u)] =an(tu), 

[a'_(t) a (u)]=a5(tu2a)a6(tu)a7(t2eu)cY (tu2a+1)cy (t u ) , B B g 2e 2a+1 , 
[a2(t), a4(u)] =a7(tu)an(t 20u2e+1)al2(tu20+2), 

[a2(t), a8(u)] =aro(tu)an(t 2eu)(rl2(tu20), 

[a2(t), (Y9(u)] =au(tu), 

[a3(t), ab(u)]=a8(tu), 

[a3(t), ao(u)] =a8(t2eu)(r9(tu20)al2(tu2e+1), 

[a3(t), (r7(u)] = a9(t 2eu)aro(tu2e), 

[a3(t), au(u)]=al2(th)' 

[a4(t), a5(t!)]=a9(tu), 

[a4(t), a7(u)] =crro(t20u)(rn(tu2e)crl2(t2e+1u), 

[a4(t), aro(u)]=al2(tu), 

[a5(t), a6(u)]=crlo(tu), 

[(r5(t), a7(u)]=,xn(tu), 

[a6(t), a9(u)]=al2(tu), 

[,x7(t), crB(u)] =al2(tu). 
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REMARK. The commutator formulas of [a4(t),al(u)] in [12, Section 2] and [a2(e)'a3(V)] 

in [15, (2.3)] are incorrect. In fact 

2e+1 [a4(t), al(u)] =ab(t2eu)a6(tu2e)a7(tu2e+1)a (t u)an(t u )al"(t20+2u20+1) g 2e+1 20+2 
Using the notation of [13] we set 

r=(~'34'(v34=al(1)cr2'(1)crl(1)-l 

s=a'l2'3'4'(v23'=a3(1)a3'(1)a3(1). 

Then [rl=1sl=2, Irsl=8 and 
a3(t)"=a7(t), a4(t)'=a6(t), as(t)'=a5(t), 

a8(t)'=an(t), cr9(t)'=(rro(t), al2(t)" =crl2(t) ; 

al(t)*=a4(t), a2(t)'=a8(t), a5(t)* =aG(t), 

crro(t ) ' = (Ylo(t ), au(t)*=al2(t). al(t)'=cr9(t), 

Let Hi and V~ be as in [lO, Section 2]. By using [13, (3,16)] we can verify that 

CL(H1)=HI x Nl with N1= < Vl' H5' r> ::Sz(q), 
CL(H3)=H3 x N3 With N3= < V3' Hro' s> ~:SL2(q). 

III. Some 2-local subgroups of G 

From now on assume the hypothesis of the theorem. We will continue the notation 

ofMiyamoto [lO]. Moreover, Iet A0=W5Al and B=WIW4B~' For i=1, 3, 4, 5, 6, 7, 9, lO, 
note that Wi is the unique Sylow 2-subgroup of Mi containing Vi and so H-invariant. Fur-

thermore <t>WieSyl2(C(Hi)) and CQ(Ht)=Wi. For i=2, 3, 7, 8, 9, lO, Il, 12, the map 
W*/Vi-Vi; xVtH>[t, x] is an H-isomorphism. Similarly, for i=1, 4, 5, 6, Wt/ViZ(Wi) and 

Vt/Z(Vi) are H-isomorphic. By [lO, (2.5)], 

W W7' W W6' Wi W5' W Wn' W9'=Wlo' Wl"-"=W12; 
Wl*= W4' W2*=W8, W5'=W6' W7'=Wg, Wrc'=Wro' Wn'=W12 

(3.1) (1) Z(Q)=W12' Z~.(Q)=Bl' Z3(Q)=B2' CQ(B1)=B, CQ(B2)=B4' CQ(Al)=Ao' and 
A'=Al. 

(2) M3B <1 N(B) and M3:~SL2(q) x SL2(q). 

PRooF. By (3.9) (2) and (5) of [lO], Al<1AB4' Hence A1<i<AB4'Nl>=MIA. [lO, (3.9) 

(4)] gives CMIA(Al)=AO and Z(A)=W12' By [lO, (3.4) (2)], [M1'W12]=1, so Z(Q)=Wla' 

We have Z2(Q);~BI since A~C(Al/W12) and [Wl'Wu]=[W4'W12]*=1. Now tB1=f(tBD= 
tSl and ~*(<t>BD= {<t>Sl' Bl} , so N(<t>Bl)=BINc(B1)' Thus Z2(P)=SI forces Z2(Q)n 

N(<t>B1)=Bl' Hence Z~(Q)=Bl' Similarly [Wl'Wro]=[W4'Wlo]'=Wu and N(<t>B2)= 
B2Nc(B2)' so Z3(Q)=B2' In the proof of [lO, (3.lO)] it is shown that C(<t>B4/B4)=B4Nc(B4)' 

Then since Cp(S2)=S4 and [lO, (3.8) (3)] give B4Nc(B4) n CQ(B2)=C.4"(B2)=B4' CQ(B2)=B4' 

As Wl=W4" CQ(Bl)~B. Moreover Cw3CBl)nC(t)~Cv3(Sl)=1 implies Cw3(Bl)=1 and 

IQ:CQ(Bl)1:~q2. So CQ(B1)=B. ' 
Let Q=Q/B4' Then QE>W4=CB-(H4)' for W4B4=CA(Z2(Q))B4' As W1=[W1' H4]'(1.1) 

shows B=WI x W4' which is elementary abelian. Now CB~(t)=S=[B, t]. Applying[lO, (1.3)] 
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to　the　series　l≦β2ぐB4ぐβ，we　have　c（〈f〉β／B）＝8亙σ（B）＝Bκ　　Letハ再（B）＝ハ肖（8）／8・　Then

ノ〉（8）∩C（’）；K，soハ【3is　a　standard　subgroup　of／V（8）andく’＞∈Sy12（N（β）∩ご（N3）），　Now

N（B）≧〈曜3，s〉＝ハ43，so　E（押（β））＝ハ43by［71an（i［6，（IJ）】，whenceルf38ぐ1〉（β）。　Suppose

〃『 上3L2（g2）and　let　lbe　a　complement　of障3in　IV物（躍3）containing万10．Then　lnormalizes

”！3β＝g　and　E≦H3×ろso　l　normalizes　E（C（∬1））＝〃11an（1略．　Nowβ4ぐく9，s〉＝〃F3B

and砂3＝［曜3，丑41centralizes｝V4＝C疹（∬4）by（1．1），so［19，（2。7）1shows　that　C倉（研3）＝影V4and

l　acts　transitively　on　the　nonidentity　elements　ofβ4仰14＝レv1／耽，If　M1＝sz（9）×sz（9），1

normalizes　each　component　ofハ41，for　III　is　odd．If　M1賀勘4（g），レVI　has　exactly　two　ele－

mentary　abelian　subgroup　of　order　g3and　so　they　are　normalized　by五　In　any　case　l　is　not

transitive　on（略／昭2）葬ラa　contradiction．　Thus（2）holds。

　Let　g＝gμ1．　llO，（3．8）（3）1gives83ぐg．　Then研7≦；Z（g）by（L1），forβ3＝研7＝C琵（E7），

Similarly，g〉Cq（。41）＝。40＝C亘（∬5）＆nd。40≦Z（g）．　Hence。4is　abelian　by［10，β9）（1）l

and　the　action　of　N1．　Now　l昭6，昭91＝略2and［躍5，昭71＝［昭6，PVg】8＝躍11，soβ1≦浸’and　thus

オ’＝／11by［10，（3。6）（1）】．

　　By　the　above　lemma　we　can　write　M3＝κ3×κ3虚withκ3＝S五2（g）．　Let　v　be　an　element　of

K3such　that　vvε＝s。　Set　y3＝レV3∩κ3and　Z＝Cw12（κ3）．Note　that　Hnormalizesκ3，y3，and

Z，fbr　H≦E3×1〉3，　Note　also　that　g＝PV3B，

　　（3、2）　〃’3β1ニκ3CB1（・K3‘）×κ3εCβ1（κ3），κ3Cβ1（κ3ε）2ハ「331，αn4略2＝Z×Z‘・

　　PRooF・　Since　｝石3y3就　is　a2－groupラCB1（γ3）∩Cβ1（｝τ3）86≠L　Then略2∩略28＝贋2∩

略1＝1implies　CB1（｝て3）≠略2，Thus　CB1（κ3）≠1，for　K3＝〈y3，y38＞．By［10｝（35）】，1V3is

irreducible　on　Bl／s1＝sl，so　CB1（κ3）∩Cβ1（κ3ε）霜1，As　cヱ3B1（ご）＝／〉F3s1，the　lemma　holds・

　　Let∠）o＝C亘（オ】／Z），｝㌔＝・Po∩照乞for∫；4，6，and｝㌔＝y3婁γ．　These　subgroups　are∬一

invariant．　Note　that1）o＜1ノレf114，for　Iル〆1，％2】＝L

　　（3．3）　（1）　1）o＝y3εyヒy6y7140，　14／140＝1）o／∠40×∠）o‘／／盟o，　z）o∩画v3＝y3‘，1）o∩鴎＝γ7，αn4

1yJ＝g31碗h凧＝｝㌔｝？αn4y琶∩yノ＝Z（峨）ノb”＝4，6．

　　（2）8／β4－Cβ／B4（・κ3君）xCβ／β4（κ3），κ3CBIB4（κ3ε）釧3SIS4，α〃4κ3ごθ碑α1’z8sD。β4／β4・

　　PRooF．　By（3．2），cw3（β1／z）＝y3ε・　Then　as略17；躍8and躍3ア＝昭7，c四7（昭8昭12／z）＝

y7．　Now．41＝PV8（、41∩83）and　B3＝躍7（、41∩83）、　Thus　y7≦五）o　by【10，（3．8）（2）1，　Since

Z∩Z‘＝l　and［オ1，オ1≠1，we　have　Do≠／i　and　by【10，（2．4）（2），（3．9）（1）】，IDol＝g41差ol，More－

over　y777ε＝レV7，so　PoZ）oむ＝／1，　Thus／f／140＝1）oん40×Doワ140，1）o∩レV3＝y3ε，an（11）o∩昭7＝y7。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り　　ぼ　　　パ　　　　　　　　　パ
　　Let／V（β4）＝1〉（β4）／β4．　As　shown　in　the　proof　of（3。1），β＝PVl×耳V4and［彫3，PV4】＝L

Then　as　in（3．2）we　get〃r3B＝κ3C倉（κ3ε）×κ35C倉（κ3），κ3C痘（κ3君）＝C漸3言（言）＝1V3S，and　PV4＝

C命、（κ3ε）×C砂、（κ3）．　Since　CQ（β1／Z）＝γ3ε8，Do≦y3ε8∩オ≦｝て38耽B4．　By　（3．1），DoB4≦

C（．82／Z），so［V4，Vlo】＝V12and　Z∩Z二＝1imply耽≦Z）oβ4，Now　y3ε≦Doぐg　and　every∬一

invariant　proper　subgroup　ofレV4is　of　order　g．　Thus　Po＝y3εC砂4（κ3），proving（2）．　Since

オ∩．84＝昭6レv7。40and［以6，躍81＝1，z）o∩84≦昭6レv7・40∩ご（昭8研12／z）＝昭6y740an（i　so　Do∩

84＝】尾｝《7、40．　Thus1】金／曜111＝g，　As穐γ＝肌，y67＝】海and（1）holds．

　　（3．4）B3β2－Cβ3／B、（κ3ε）×Cお、／B、（κ3）αn4κ3cβ，／B、（・κ3む）＝N3s3／s2・

　　PRooF．Note　thatB3ぐ〈9，s〉＝ルf3B　and『982＝／｛1∩．83ぐ9，soレV3＝［レV3，Hg］centralizes

昭gβ2／β2．Now昭gs＝レv7and端B2∩略β2＝．82。Hence　as　in（32）the　lemma　holds，
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　　（3．5）　g∈Sy12（02（θ））。

　　PRooF，　In　the　proof　of［10，（3。l　l）1it量s　shown　that』烈’g）＝ρ，soご9＝’2v（〈‘＞q）and

ハ「（〈診〉g）＝gNo（＜’＞g）．　Thus　〈ガ〉g　is　a　Sylow　2－subgroup　of（7and（3，5）holds．

IV，　7hεCαs8〃112助4（9）

　　In　this　section　we　assume　that　M1乞助4（g）．Let13be　a　complement　of　y3in賑3（y3）

such　that丑10≦13130．　Then／3⑳＝13．　As　g＝レV3B　and　E313／3¢is　an　abelian　group　containing

E，13normalizes　CQ（私）＝略for’＝1，3，4，5，6，7，9，10．Let1）＝1）o∩Po”an（1y」＝D∩耳V5．

Let｝㌃＝Z（1））∩肌for∫＝8，9，10，l　L

　　（4，1）（1）1）一y3ε｝㌔｝㌔｝㌔γ7オ、ぐ〈9，M、，κF3，丑＞，彦＊（昭5）一｛y5，yも‘｝」μ、一〇μ、×1）εμ、，

αn4オμ）2D占μ、賀RIR、αsE1〉、一解o副θs．

　　（2）　1）／z’5θ1ε解εnガα7ツφθ1∫αn40〆謡87914．

　　（3）　Z（0）＝｝《5yゑ｝こgylo｝㌔1昭12，Z（P）’sθ1θ溺en如7アφθ1iαn　qズ074αg7，1｝㌔1＝g力〆1＝8，

9，lo，l　l，αn4・40／Pv12＝z（D）／レvl2×z（P）じ／略2．

　　（4）　％B3∩（酉V8β3）u＝B3．

　　PRooF。By　the　definition　Z　is13／3ε一invariant，so　is　Do．The　element　v　normalizes■313ε

and　H3，whence　E31♂3ε≦N（D）。　By（3．1），召2ぐく9，5＞＝〃F3βand　as1）o〈19，γ3εβ2≦Dぐ9∩

9η＝｝τ3εβ．　Set1＝。4∩β4．　Then　g〉1＝昭6昭7／望o　and　y3‘1≦Z）1≦11）01＝｝天3‘】ら五　If1）1＝

y3εろ［｝こ3虚，略］≦1）1∩B＝1and　so［躍3，躍11≦正　But［V3，Vヨ≦ろa　contradiction．　Thus　D1＝

z）oろfbr　eachπ一invariant　proper　subgroup　of略／Pv8is　of　order　g。　Then　as（71（璃）＝昭8，

（L2）gives　Cp（∬4）昭8＝C刀01（∬4）＝r4。Now　CQ（H4）＝レV4and　each　H－invariant　proper

subgroup　of酉V8is　of　order（1，so　Cp（ノγ4）＝1）∩贋an（i　μ）∩洞V81；‘7　0r　1）≧昭8，　SupPose

IZ）∩恥1；g。　Then1）∩％二1）ε∩％or肱＝（P∩昭8）×（1γ∩曜8）．　If　the　latter　holds，then

as（1）∩耽）レV8＝y4andZ（贋）；レV8，（3．3）forces肌＝（1）∩贋）×（1）ε∩耽）．　But耽8＝レV1∈

sy12（〃’1）an（i〃11＝5P4（9），a　contradiction．Ifごnormalizes　z）∩鴎，then耽／P∩レv8is　abelian，

contrary　to　耽’＝レV8．Hence　P∩PV4＝y4，　so　y3εy4昭7／io≦1）昭7。40≦1）o昭7。　If1）≦

y3εy≧四7zlo，［y3ε，昭21≦D∩β4≦レV7140．　As以7。40・＝83／foぐg，this　gives［｝V3，鴎］≦；昭7、40，　But

［V3，V』率夢V7、40，a　contradlction．　Hence1）昭7／40＝1）o昭7，for∬is　irreducible　on】発／曜11．　As

昭7・40∩C（丑6）＝略1and　PoPV7∩（ブ（π6）＝】％，1）∩喉＝Co（π6）＝y6．　Then　y3ε】ら】㌔／io≦D・40≦

Po．　If　γ3εy4｝㌔／彊o＝」D。40，刀〉B4∩1）。40＝γ6140　and　as　レV6；yi6γ6ε，B〉レV6／歪o．　But　then

［昭6，略1≦昭6．40，which　conflicts　with［Vl，V61＝77。Hence1）。40需1）o　by　the　action　of　H，As

C∠o（葛）＝1，D∩昭7＝Cρo（〃7）＝｝石7by（L2），We　have　D≧匿，V81β2＝Vg．82since．8≧V1、

Then　as　Po≧昭gB2，（3．4）shows1）≧馬82．　Therefbre　P＝y3εyヒy5｝天6y7141．　Now［1），／i1。41”1≦

Z　by　the　de行nition　of1），so［D，オ1オ1uオ1uε1≦彫12．MoreoveM1オ1咽1u8≧β3≧昭7by（3、4），fbr

、411≧鴎B2。As【V5，V71≦躍12，we　haveγ5≠昭5．If｝こ5＝略2，ly56，PV21≦1）∩B4＝yむγ7、41≦

昭6昭7。41。By（3。1），γ3｝く3‘＝躍3≦！f〉PV6昭7、イ1，so　l耽，躍3】≦；肱レV7、41．But［Vゑ，V31≦月全昭7／41，

a　contradiction，　Hence　l】r51＝‘73by　the　action　of∫ノ．

　　As・41≦1・0，1）＜1／fβ＝g　by（3．1）．　Thus　D＜］く9，v＞＝〈9，κ3〉．　By（3．4），PVgPVg”β2＝Z）∩83．

Letハ’（B3）；N（83）／β3，　Then　B4is　elementary　abelian　of　order　g8by［lo，（3．9）（5）l　and

1）n84＝Y5｝こ6研8is　of　order　g4．　As　雰＊（〈‘＞83）＝｛、83，〈∫＞83｝andごB3＝∫S3，ハ「（〈置〉83）＝
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β31Vσ（33）＝β3ハ天σ（S）and！V（β3）∩C（∫）＝1Vσ（S）．　By【10，（3，9）（4）】，［PV3，距V8】＝1，soノぐ3centralizes

庫8∩疲8”．　Suppose確8∩助8ひ≠1and　putヱ＝＝万4∩C（1ζ3ε），　Then才isハ43－invariant　and　as

Hlo≦ルf3，■∩■占≦万4∩c（∬10）ニ1．　Nowハ再3is　irreducible　onβ4∩c（∫）＝s4＝s4／s3，so　the

action　oflv30n■才ε∩C（’）＝才givesハZ3δ4＝」ぐ3才xπ3ε■君andπ3才蟹π3君4∩c（’）乞1v3s4／s3・

Then　as　z（v354／33）＝v8s3／s3，畝8＝cπ（y3）×c■（y3）8and　〈疲8κ3〉＝才cπ（y3）‘・　丁厨s　is

impossible　sinceκ3normalizes1）∩β4．Thus疲8∩ゆ8。＝1and1）∩84＝｝V8躍8勉，so〈・41κ3＞＝

P∩84．Then1）∩84／z　is　an　elementary　abelian　subgroup　of　z（1）／z）by［lo，（3・8）（2）1・

Note　that膠5＝彫18γ8．　By［6，（2β）1，there　are　subgroups　UI　and　U20f　order　g　such　thatレV12＝

UIU2and躍12一（U1U　U2）is　the　set　of　square　involutions　of躍5，　As　U1∩U2＝1，UI　and　U2

are　the　only　subgroups　of　order　g　contained　in　U1U　U2，　Thus1313εnormalizes　UI　and　U2，

so　Z＝UI　or　U2by（3．2）。As　y5≦Z）∩β4，Y5／Z　ls　elementary　abelian．Hence　y5∈留＊（昭5）

by　［6，（2β）（1），（3）］，　As〃r5＝＝M18γ3，the　action　of1onハfl　shows　謬＊（昭5）＝｛y5，y5ε｝．

then　as／f＝。41，we　have！fμ1＝1）μ1×1）0／zf1．　Now｝㌔／z≦z（1）／z），cw5（yム／z）＝y5，and

1）o＝Z）躍5。　Thus1）＝C4（｝i5／i1／Z），which　isハ41－invariant　sinceハ41centralizes。40μ1．　Since

ぎ＊（く∫〉zi1）＝｛、41，く’＞Rll　and〆1＝1R1，ノv（〈‘〉／11）＝・41／vσ（R】）＝・411％（R）・Hence1）／1412

（オμ1）∩C（∫）＝R／重1μ1上RIRI　as　lv1－mσdules．Then／vl　is　irreducible　on　P／γ5、412R／v5。R1，

so1）／z　is　elementary　abelian，　Thus（1）and（2）hold．

　　As　CQ（オ1）＝オo，オ1車Z（P）≦D∩オo＝｝‘5イ1．Moreover，レV12略2u　is　a　subgroup　of

γ、、躍、20forderg3by（3．2）．By【lo，（3．6）（1）1，ノ〉、isirreducibleon浸、／R、鴎2＝R、略2／彫、2，so

lz（o）∩、41μv121＝g4，As躍11≦z（D），the　action　of　Hgives　J監2Pv12”；y11レv12an（1レv11＝｝㌔1×

γ11む．　So昭8＝曜117＝｝《8×γ8若．　By（4），Z（、0）≦、41and　the　action　of∬gives　Z（D）。41＝y5、41。

Then　as　C4、（∫ノ5）＝曜12，Z（D）≧y5by　（L2）and　Z（0）＝y5（Z（、0）∩。41）．　Now　。41／曜12＝

z（P）∩、41／『12×z（P）ε∩・41／レv12by　the　action　ofハπ1．　As　cQ（κε）＝略for　i＝9，10，we　get

Z（D）∩／41＝yきygyloγ11略2，proving（3）。

　　（4．2）　z（9μ））＝レv5｝v71）μ）αn4z（β1）μ））’sαsめ9～o塑qブ月％ル15昭71）μ）げ07ぬr　g3・

ハ407eovθ〆z（o）／z（D）∩．83α〃4β41）／z（β1）mod　z））α紹nα雌α1解oぬ1θs／b7κ3・

　PRooF．　As　z（P）∩、41；｝こ8（z（P）∩β3），y3centralizes　yきβ3／β3．Henceby（4．1）（4），z（1））83／β3

2z（1））／z（D）∩、83is　a　natural　module　forκ3．Let／v（P）＝ノv（D）／P，Then・40β3＝昭5躍7≦

z（σ）．Nowλis　self』centralizing　in1匠1Z　and　cp1B1（v1）鵡v5v7・Rl／R1，so（4・1）（1）implies

z（9）＝”15π！7．As　z（9ノ・4）＝昭2／1／／i，z（B）≦Fv2（オ∩β）＝レv4．84，Then（3・3）（2）gives　z（β）≦

疲4δ4≦∩（助4瓦）u＝戸4．Asκ3does　not　normalize。40D謂Z）o，it　does　not　centralize　Z（g）．

so　z（σ）≠z（β）．As　v1≦、84and　cp1R、（v1）＝v5v7Rl／R1，λ∩z（万）＝z（ρ）by（4，1）（1）、Thus

伊6Z（σ）≠Z（万）疲6Z（σ）≦B4＝疲2疲6Z（σ）．　If　Z（戸）疲6Z（σ）≧伊，，then　asゆ6Z（ρ）∩C（E1）

＝1，z（万）≧げ2by（L2）．　But　c測E1（v2）ロv5v6v7Rl／R1，so　cλ（v2）＝・4∩β4by（4・1）（1），a　con－

tradiction．　Hence　IZ（β）∩躍21＝g　by　the　action　of　H．　As｝こ5晋≦多V6and　yき8≦耽，we　see

that瓦＝z（P）8z（万）and万4！z（∂）＝z（D）ε．83／β3is　a　natural　module　forκ3ε＝K3by　the

above．

　　Dcnote　by　UI　and　U2the　maximal　elementary　abelian　subgroups　of略．As』戸（∫砿）＝

岬1，it　follows　fヤom［6シ（2．3），（2β）（1）】that　U1ε＝U2．Asπ13／3‘is　of　odd　or（1er，it　normalizes

ul　and　u2，　Then　u1肌β4／B4＞cB／B4（κ3）or　cBノβ4（κ3‘）by（3・3）（2）・　Replacing　ul　and

U2if　necessary，we　may　assume　that　U1耽．84／84＞Cβ，β4（κ3ε）．Then　U1．耽β4／．84＝

cβ，β4（κ3ε）cw484’β4（K3），soκ3normalizes　u1レv4B4・since∬1is　fixed－point－free　on晩84／84・

（L2）shows　u1．84／β4≦cβ1B4（κ3ε），Thusκ3normalizes　u2β4、we　can　choose　i且volu丘onsμ且
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and㍑2as　generators　ofthe　Weyl　group　of〃1suchthatμ1』μ2，（μ1μ2）2＝7，andπ笛nomalizes

U‘，∫＝1，2．　Set　y1＝躍1∩贋7μ1，yゑ＝彫1∩月㍗μ2，and瓦；〈K，疏＞　for∫＝1，2，　Then

U1＝｝こ2昭2，U2＝｝㌔耽，κ1』κ2，and瓦2SL2（g）with｝㌔∈Sy12（κε）．Letノむbe　a　complement

of略inハrκ1（略）containing∬5and　setゐ＝κδ∩ノ6，’・＝1，2。Thenμ1an（1μ2normalize／6．As

π110is　an　abelian　group　containing　H　and　normalizes　g，it　normalizes隅，1≦；’≦12，｝㌔，and

y2．　Set　F1＝U1（オ∩B）P　and　F2＝U2（、イ∩β4）D．　Note　that84＝耽（オ∩β4）≦F1∩F2，

　　（4。3）（1）　C41p（u土）＝肱昭7∠）μ）αn4C4’p（U2）＝レv5Pv6昭71）／P。・

　　（2）　F1く］〈9，μ1，v〉，ろぐ〈9，μ2，v＞，c（F1／1））＝z（BD／1）），Fl／z（盈mod1））∫s　e18加εn∫α〆ツ

αわε1iαnげo漉ア94，伽4F2μ）∫SθZε膨n’αrアαδε1’σnげ074θ796．

　　（3）が2／F2’sαnα卿α’〃204μ1θノb7κ2αn4β＆／F2∫5αnα雌α加oぬ1ε〃κ3．

　　PRooF。Note　that君罐U1耽β4P　isκ3－invariant　and　F1ぐ〈g，v＞，for　g’≦盈．Let

N（P）＝1v（P）μ）．Then瓦／842F1β41）is　a　natural　module　fbrκ3．As　cz（μ2）＝・4∩β4by

（4．1）（i），君∩C（β4）＝β4，　Now　z（β）≦β4≦盈≦8andκ3is　irreducible　onβ4／z（β）by（4．2），

so　Z（乃）＝Z（B）。　As　V2≦U1，we　get　CZ（U1）＝・4∩Z（且）＝『5PV7。Asろ≦U2りZ（9）；研5PV7

≦；Cλ（U2）≦オ∩β4＝研5研6曜7。If　Cλ（U2）＝Z（g），〃「1normalizes　Z（g）．Butハ［1is　irreducible

on。4／PV51）2R／V5RI　by（4。1）（1）．Hence　Cz（U2）＝チV5耳V6｝V7by　the　action　of　H．Then

瑞＝U2C互（U2）is　elementary　abelian　of　order　g6and　normalize（1byμ2．As盈＝U2、84D　an（1

γ3β＝9，　it　follows　that　E2ぐ〈9，μ2，v＞．　set　班v5研7＝（・4仰15｝v7）∩C（u1）．　Then　as

（R／v5v7R1）∩C（v2）＝v4v5v6グ7Rl／v5v7Rl　and　9〉レv5研6彫7，（4．1）（1）　shows　レv5｝v6耳v7≦

1≦・4∩」8＝レV4PV5レV6レV7、　If1＝レV5レV6PV7，thenMlnormalizes1，contrεしrytotheactionof／Vl

on！≦／四5D．Thus1＝・4∩8，which　is㍑1－invariant，Hence　F1ぐ〈g，μ1，v＞．Ifκ2centralizes

／1」F12／」F12，then　as　g＝且F2γ2，9〆≦F2．　But（Q／84）〆＝＝略84／・84by（3．3）（2）。　As　レ稔ま」F12，this量s

a　contradiction．　Thus・4F2／F21s　a　natural　module　forκ2by【6，（1κ）1．Finally，β馬／E2is　a

natura】module　forκ3by（3．3）（2）。

　　（4．4）　（麗2v）3∈F2．

　　PRooF。As1）≦F2≦DB，｝ζ11略2≦Z（F2）≦Z（P）∩β2，If　Z（E2）＝yh略2，C（Z（F2））≧∠β

＝g　by（4。3）（3），contrary　to　Z（g）＝聡2。　Thus　Z（F2）・＝Z（D）∩β2by　the　action　of〃。　Then

CQ（Z（F2））＝F2by（4。3）（2）and（3）．It　follows　f士om（3．2）that　yh曜12／Z　is　a　natural　module

for　K3，As13り＝13，略2り＝｝敏zby（L3）．Nowκ3centralizes　z（F2）／yhPv12，so［z（F2）／z，13】＝

yh略2／Z　and　yioz／z＝（z（E2）／z）∩C（13），which　is　v－invariant．　Thus　v　centralizes　yloz／z．

If堆centralizes　z（E2）／略2，then　as【〃1，レv121ニ1，1κ2，z（F2）】＝L　But　cg（z（馬））＝瑞，a　con－

tradiction．Thus　Z（馬）／レVユ2is　a　natural　module　for碗by［6，（1κ）］．Then［Z（E2），121＝yloyh

and　y土o処2＝yh　by（L3）since　J許＝ノを．　For　x∈yloz／z，we　have　xμ2u∈略2／z，so　x批2殉＝

x質2u　and　x鎚2。餌2”＝x鉱2．Then　asフ‘P＝x，【（μ2v）3，x】＝1．Similarly（㍑2v）3centralizes　yhz／z　and

略2／z。Hence［（μ2v）3，z（F2）］≦z，

　　K3centralizes　z（o）∩．83／z（為），　By（4．2），13is　fixed－point－free　on　z（z）1／z（D）∩．83and

（L3）shows｝㌔り（z（P）∩β3）＝聡（z（D）∩β3）．　Then［z（D）／z（F2），13】＝y』y忌z（馬）／z（亀）is　v・

invariant　and　y5gZ（F2）＝｝㌔Z（F2）．　Ifκ2centrallzes　Z（0）∩／f1／Z（F2），［κ2，Z（P）】≦Z（F2），　By

［10，（3。9）（5）1，C（z（D）／z（ん））≧：〈D84，塩＞。　Now。4∩F2＝！i∩1）B4and。4／！i∩F2is　a，胆tural

mo（1ule　forκ2by（4。3）（3）。But　then　zf≦ご（z（、o）／z（瑞）），contrary　to　the　actio耳of　K30n

z（D）／z（D）∩．83。Thus　z（D）∩、41／z（F2）is　a　natural　module　fbrκ2and　y忌μ2z（F2）＝rgz（F2）

by（L3）．12centralizes　z（D）／z（P）∩！11，so（z（D）／z（F2））∩C（12）＝y』z（F2）／z（馬）．Hence
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［μ2，y』Z（F2）］≦y5Z（F2）∩。41＝Z（瑞）．　Now　as　in　the　first　paragraph　we　have　l（π2v）3，Z（P）】≦

Z（F2）．

　　WearguethatF2’＝0∩β，Z（F2’）＝Z（P）β1，and［F2’，F2】＝｝㌔｝V82．By［10，（3。9）（4），（5）］，

曜12≦β4’≦B2．　As　z（P）／略2賀（・40／躍12）∩c（f）＝v5R1月吟2／略2　and　as　［v5，v71＝vll　and

［V5，V6】＝Vlo，we　getβ2＝β4’≦盈’，　By（4。3）（2），ろ’≦0∩B，so瑞’（0∩β4）＝1）∩、8by　the

definition　of　u2．　N’ow　Dμ12（∠μ1）∩c（’）乞R／R1，so　by　considering　lv2，v31and［μ2，v41，we

have　F2㌧41≧P∩B4，　Thus　F2’。41＝D∩8．　Asκ3centralizes　z（D）∩β3／B2＝y9β2／β2，（3。4）

shows　ygβ2＝［y3ε，レV7】B2≦亀’，　Then　Z（D）≦馬’by　the　action　of〈碗，κ3〉．　As　C41（亙7）＝1，

y7麗Z）∩B∩C（亙7）≦F2’by（L2）．Then（3．4）shows　yレ昭gβ2≦E2’．If［y36，y5書1≦Z（」D）昭gB2，then

as　y5≦Z（D），［γ3む，｝i5‘1≦Z（D）曜gB2∩Z（D）君＝昭9β2。　Now｝π3ε≦1），so【y3ε，躍5］≦昭9β2，　As

昭gβ2＜］g　and曜3＝γ3y3‘，this　impiies［レV3，レV51≦昭gB2．But［V3，V51≦昭gβ2，a　contradiction。

Therefore　F2’＝1）∩B，By（3．1），Z（D）β1≦Z（F2’）≦F2〆∩C（、41）＝｝己5。41．As　C温1（y7）＝｝こ8レVgβ2，

Z（F2f）≦Z（D）昭gβ2。　Similarly　Z（P）昭g．82∩C（｝く6）＝Z（D）82since　IV6，Vg］≠L　Moreover

［殉，Vlo］≠l　implies　Z（D）、θ2∩C（均）＝Z（P）B1。Hence　Z（亀’）＝Z（1））β1、As　y2贋≦；F1，（4．1）（1）

and（4．3）（2）show［r2，y≧q≦Z（FI　mod1））∩Dじ＝y5占γ7占。41，Then【y土，y41≦y5y7／11since　y1ε

＝｝π2．　Let　g＝g／端γ741．　Then　Z（P）∩β4ニ｝τ6≦Z（g）an（l　y童centralizes　γ4y6＝瑞’≧

［r1，r3‘］．For　eachα∈（y3c）誹the　mapψα：乳→［r1，r3εll　xh［元，4］is　a　homomorphism　com－

mutable　with　the　action　of∬3，As　Pv1／昭2＝u1／鴎×u2／昭2，yl　andら／v2are∬一isomorphic。

Thus〃3is　irreducible　on　I1土．By　the　definition，［y1，｝｛3ε］圭84and　so［y1，司≠L　Hence　yi望

【r1，δ】as丑3－modules．Now｝〆4上v4／v8and｝76霊v6／vll　as∬一modules，so　it　follows　from［lo，

（2．1）l　that［y1，司＝y4．Thus［γ1，｝〆3占】；Y4．Since〃1is　irreducible　on｝74，this　implies［わ，Y3ε】；

ア4fbr　each　わ∈y許．　So　y4≦［わ，y3ε］｝（5｝こ7、41。　Since　y7／i1＝（P∩83）／i1ぐ9，｝i5｝㌔、41μ1≦

Z（9μ1）．Moreover［D，わ，わ】≦！il　since　Iわ1＝2．Thus［わ，瑚≦4，so匿，瑚≦オ1．By　the

action　of〃’ ，z（B／β3）≧β4／B3．　so［F2〆，1）β41≦β3by（4・1）（2）・　Then　as　F2＝y至1）84and

4’＝｝気（D∩β4），the　above　shows［亀’，F2】≦。41β3。Thus　by（4，1）（4），［F2’，亀1≦D∩B3＝y7昭gB2．

On　the　other　hand［レV6，昭g］＝略2，so　Z（馬）≦［F2’，F21by　the　action　of〈κ2，κ3〉，　Considering

［V2，V81and［V2，Vgl，we　getβ2≦［F2’，F21．（4．3）（1）implies［均，昭61≦1），so［y土，y6】‘＝【y2シy6ε】率

。41．　Thus　［＆〆，F21、41＝y7、41．As　C41（ノノ7）課1，y7＝C77ゑ1（ノノ7）≦［＆’，E2］　by　（L2），Then

y7γ9‘β2≦IE2’，F21by（3．4）．If昭9≦【F2’，F2】，theactionof〈κ2，κ3〉forcesZ（D）≦［4’，瑚，a

contradiction．Hence　IF2f，F21＝y7｝乙9‘．82。

　　As　z（馬’）∩［馬’，＆］＝γ10β1，〈κ2，κ3〉centralizes　yloBl／z（瑞）・　As【F2’，F21∩・41＝｝VB2，

κ2centralizeslF2’，F21／rg‘82・Ifκ2centralizesγgεβ2／y1。B、，itcentralizes［F2’，F21／y、。B、・Note

that［F2〆，F21／B2＝ご83ノβ，（1ζ3婁）．　Then　as　D＝γ3む（1）∩8），　（4・3）（3）　shows　！1≦〈κ2，1），β＞≦

c（［F2’，F21／．82）．But　y3≦！f　and［F2’，F21β2is＆natural　module　for　K3，a　contradiction・Thus

y9‘β2／｝三〇β1is　a　natural　module　forκ2。Moreover，κ3centralizesβ2／若oB1・Hence　arguing

as　in　the　first　paragraph　we　obtain［（μ2v）3，［F2’，F211≦yloB1・

　　We　have　shown　that（μ2v）3stabilizes　Z（P）≧Z（F2）≧Z≧l　and【F2’，F21≧｝㌔o．81≧Z（F2）。

Thus　o（〈（μ2v）3＞）centralizes1＝z（P）IF2’，F2】。　By（4．1）（1），（Qノ・4083）∩c（’）＝P・40B3／・4083・

Then　Cp（VgS2）；VムRIS3implies　CQ（鴎、82）＝オo君3，so　CQ（1）≦40β3∩C（聡）＝y7∠o。More－

over［v5，v71＝vh，so　（r7！10／略2）∩C（端）＝】も｝「7・41／贋2and　｝「5｝ζ7、41∩σ（｝こ7）＝五　Thus　cQ（1）

＝正　Now1ぐg∈Sy12（02（C））and　O（02（σ）∩C（η）＝l　by　the　unbalanced　group　theorem，so

O2（σ）∩C（1）＝五　Then　as　O（〈（μ2v）a〉）≦C（1），（μ2v）3is　a2－element，（4．3）（3）and　the　action

of〈κ2，ノζ3＞on　z（為）／z　show　cQ（z（F2）／z）；E2，　Let　x＝く9，κ2ラ1ζ3〉・　Then　cx（z（E2）／z）is

2－close（l　with　F2the　unique　sylow2－subgroup。　As（μ2v）3∈C■（z（F2）／z），（4。4）holds、



19851 AREMARKONTHESTANDARDFORMPROBLEMFOR2瓦（22η＋1）ラπ≧1
55

　　（4．5）〈9，κ2，κ3〉／F2上PSL3（9）・

　　PR。。F．Letx一く9，κ2，κ3〉and■一x／F2．Theng⊆sy12（x）・wehaveg∩gu2＝オ
andσ∩σ紹，s・ひ2∩σ∩σ』重4．As12・2－12and13u一■3・it垣11叩sf汐m（lg）and
（4．3）（3）that疲4鎚2－r3and確4”一r2，Thusρ∩ひ2∩ひ2一「3andg∩gu∩gu2”＝「2・so

（1）　　　　　σ一互（σ∩σ”∩ひ2”）一β（ρ∩9μ2∩9”鴨2）・

As略2秘2』yl1Zandy11牲2－y1。，9∩9質2秒鎚2≦CQ（y、。）・By［10・（3・9）（4）］・1耽・昭・・1＝『・2

and［躍3，昭1。1一［昭7，昭91・一landasy1。≦z（F2），cQ（若。研・2／略2）≧u2んThenas［v・・監・1＝

V、1，C4γ、ユ躍、2陶一U24by｝heacti・n・f尽AsCΨ4（若・）iy4・遡egetC脚＝U2曜3y4B4・

Thusg∩gu2uu2≦r3。N・wg噛∩r3一（9μ2∩72）　andg鴉2∩γ2一左∩Y2－1・Theref・re

（2）　　　　　　　9∩9u2⑪払2－9∩9”鎚2』l
since撹2ラ露2一而2ラby（4．4）．N・tethat■2n・malizesκ3，f・rH・1・isanabeliangr・up・f・dd

。rderc。ntaining〃3，As13n・rmahzes（怖1（U2））’一κ2U2，itn・malizesNK2ひ2（9）9－129・

SetE＿12139，whichn・rmalizes鯉F2andκ3βF2・紐S五2（9）・’一2・3・s・gactstransitively

。nSyl、（Eκ、）一19｝．As丼EK、（9）一E，this－impl聾s．Efg（E∩Eμ2）59（尾∩Eり・fκ2＝

EuEμ2E，andEκ3－EuEvE，By（1），9μ2一オ（9∩9η）質2・s2ぞ2－9鵬2（互∩互”）誓；

互（か2∩君”鎚2）．Similarly君』万（E・∩か2u）・Asひ2一（凪）り鎚2一ぞ瓢213a哩孟≦E∩Eu2・

wegetか2一ひ2（E∩か2）”鎚2－r3（E－2∩か2u秘2）・Similarlyか2”一ア2（Eu2u∩Euu2ひ）・Then

　　　　　　　君一σ（E∩を・）ヨσ（E∩λ（を2∩か・脱9（互∩E誓∩Eu警）

　　　　　　　　一σ（君∩E鎚2∩γ3（君”鎚2∩Eu2”篇2））一9（E∩E脳2∩Eu鴨2∩Eμ2u脳2）・

Thus君＝σ（E∩E％2”批2）．　By（2），IE∩左艇2腸21is　odd，whence

　　　　　　　　　　　　君∩Eμ2翼2＝E∩E葛2∩Euu2∩E処2り鶴2・

By　symmetry　we　have

　　　　　　　　　　　　E∩Eη脳2”＝E∩Eり∩E麗2り∩Eりu2u。

Set1＿∩かwherewranges・ver〈μ2，v＞．As〈π2，ラ＞一｛1，撹2，ラ，擁2晦2・湧2岡・itf・11・wsthat

　　　ル
1＿E∩か2”u2＿E∩か2η、Set亙一1〈廊2，ラ〉，SupP・seσ一ひf・r♪・璽ew∈〈μ2・v〉一F2and

ch・・sex∈〈μ2，v＞suchthat競一痺2ラ諏2・Thenひ一ひa∋ds兜909三一lby望）・堕nt塑

t・（1）．Hence亙∩厨and亙／12〈湧2，ラ〉・塾・teth響2輿2≦召uE諏2Ean吐町≦Eu肥
Asσ一語，π，σラー加、ラ亙Then擁，E画291ラー距29ラ1≦脚EByq）・9≦朋。型so
諏，動、一撹、伽、1≦Z諏，痂，Z1鋤、競，E。Thenf・r卯一ラ・rラπ2・撹2E紐≦E哩吻2即≦

飾嚥2認Hencω2飾≦飾2嘘∪飾Ef・ra肺∈％ラ＞・BysymmetryラE雁肺EuE印E
forallの∈〈π2，ラ〉。

　　We　have　shown　that（E，π）is　aβ準pair　of才whoseWeylgroup　is　dihedral　oforder6，

Thus才＝PSL3（g）by　Fong　and　Seitz［5】．

　　（4．6）［κ、，κ31≦F、・

　　PR。。F．LetX一く9，κ1，κ3＞．lnthepr・・f・f（4，4）wehavesh・wnthatZ（F2）一Z（D）∩B2・

AsF1≦Dβ，asimilarar即mentgivesZ（F、）一Z（F2）・r巧・略2・ThenF・F2≧Bimplies
Z（F1）諾1略2．As［κ、，躍12】一1，［斑，Z（鑑）1－1andthus【（μ・v）2・Z（盈）1－LRecallthat

［瑞’，F21－y7γ9・β2，s・κ1n・rmalizes【瑞’，研∩∠、一rgβ2and（Z（D）∩B3）B2一「gB2ぐXAsK3
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centraljzes　82／．81，it　centralizes　｝㌔、θ2／Z（且）　and　l（μ1v）2シy982］≦Z（君）．　Furthermore

［（μ・v）2，z（1））β2］≦y9β2since，κ、centralizesオ。μ、．

　　As　z（F1／1））∩u11）／P＝z（ノ㌦ノD）∩照21）ノ1）and　z（Fl／D）∩オ／o＝z（9／1）），it　follows　that

［角・z（F・／D）】一Llfκ3centrahzesz（F、／o）／（B30／D），thenaslβ、DIDI－9，［κ3，z（F、／D）1－1．

But　y1γ3盈＝＝g　alld－z（鑑μ））≠z（9μ）），a　contradiction．　Thus　z（F1μ））／（β、z）μ））is　a　natural

module　forκ3．

　　Let　E＝CQ（｝㌔B2）．By（3。1）（1），CQ（β2）≦盈，so　E＝CF、（｝留，）ぐX　We　haveγ6オoB3≦

E∩！f≦C4（82）＝レV6／｛o、83．As　【V6，Vgl≠1，it　follows　that　E∩オ＝｝㌔／foβ3and　E∩1）＝

y5y6γ7オ・・Theacti・n・fκ3givesEDID－z（F、／D）・AsごE（∬1）≦cβ、（π1）一昭2，E一
（E∩昭2）（E∩オ）．Now　｝ζg｝〆g‘＝昭g　and　no　nonidentity　element　of　V2centralizes　Vg．

Thus鵬＝（E∩昭2）×（E∩レV2）へ　Let　Eo＝E∩D，Then　E。≦CE（Z（D）β2）≦E＝（E∩昭2）y6、40β3．

If　CE（Z（P）、82）∩α∬1）≠1，CE（Z（P）β2）≧E∩％since〃is　irreducible　on　E∩曜，．　（L3）and

the　action　of瓦andκ30n　E／Eo駕E1）／P＝z（F1／o）show［EIEo，1，1＝（E∩曜2）／i。E。／E。and

（E∩昭2）’五〇＝／IoEo・　So・40≦CE（Z（0）β2），contrary　to　Cw。（r5）＝y5．　Thus　CE（Z（D）82）≦

［瓦亙・1－E∩4s・CE（Z（D）β2）≦（E∩4）∩（E∩オ）・一隅オ183．AsC四，（y8）一y7，weget
Cβ（Z（」D）82）＝Eo．

　　LetE・一〈E∩肱y5ε・y7ε＞Z（0）β2and君一E／Z（D）・ThenE－E。E1，E。∩E、一Z（D）β2，
and　E1ぐE　by　llO，（3，9）（5）］．　By（4．1）（2），E。＝r677r8虚ア9頃2is　elementary　abelian　of　order

96・N・tethat［昭2凋一【昭8，昭5］3－1，［昭2，昭7H昭8，曜918－1，and［昭2，昭51－1略、，肌】”一1．

ThusE・一（ど∩躍2）γ5‘γ7ヲ2，iselementa甲abelian・f・rderg5。［躍5，彫7］一［昭6，昭918一聡1，

s・theacti・n・f”givesly5ε・y71一若・‘，since［鶏，y71－landy5y5ε一嗜．∬［γ5ε，γ61≦Z（D）B1，

then［y5ε・「61≦Z（D）8・∩Z（0）』堀略2・A鴫≦Z（D），［y5，玲］一1，Butthen［r5，聡］≦β1，

c・ntraryt・【殊・V6］一V…ThusC君（「5ε）一r8‘79εE、，lf［E∩昭2，79‘1－1，【E∩鴎，鴎1－1．

But　then　耽二（E∩鴫）（E∩昭2）¢centralizes昭g，a　contradiction．　Thus［E∩鴎，r9ε1＝】轍18，

f・r［昭2・昭9H昭8》曜71ε一贋・・Ass虹・wnbef・re（E∩昭2）E。一イ。”E。．M・re・ver【オ。u，Z（D）】

＝Zり・so［E∩鴫・｝闇≦81・　∬［E∩鴎，y80】≦Z（P）81，then　IE∩レV，，y、ε］≦Z（D）β、∩Z（D）‘≦B1．

As一昭8－y8y8。7thisimplies【配2・圏≦β・，c・ntraryt・匹，V81－V1。．ThusCE（r5じ）∩C（r8‘）

＝E1．

　　Let1＝（ヲE（0（＜ω1v）2＞）），　By　the　first　paragraph　（μ1v）2stabilizes　Z（D）82〉yも82＞

z（君）＞】・s・1≧z（身）82色ndcβ（1）≦E。・Asκ、centralizesEIE。，［（〃1v）2，E］≦E。andthus

E＝E・五N・wC君（E・）一E・bytheab・veandE－E。彦1。S・君。∩C（1）一亙。∩E1一君2and
CE（1）≦Z（D）82・N・tethatZ（D）β2∩α昭5）一y8為B2and瑠。β、∩C（昭，）一瑠、．AsE。1
≧：〈夢V5，昭7〉and　Z（五〇）≧Z（1））．82，we　conclude　that　CE（1）・＝y982．　By（3．5），E　is　a　Sylow2－

subgr・up・fO2（C）∩C（「gβ2）・M・re・ver1ぐEby［10，（3．9）（5）landO（02（σ）∩C（1））一1by

the　unbalanced　group　theorem，Thus　O2（σ）∩C（1）＝ygβ2，so（μ1v）2is　a2－element．As　g／Fl

iselementaryabelian・f・rderg2，Bender【3］sh・ws（耀1）／0（瑠1）乞s五2（9）×sL2（9）and

【属・κ31≦o（xm・dF・）・Rence（κ・v）2∈F、・N・w瓦centralizesオF1／盈andκ3centralizes

盈亀／盈with・4F1＝y3FI　and　FIF2＝y1盈，so　the　lemma　holds。

　　（4・7）Z窃σ。一〈9，M、，M3〉。丑εnσ。＝ん（σ）．

　　PR・・ERecallthat＜属・亀＞一班・，鰐一馬，andlκ3，κ3q－1By（4。5）and（4．6）wecan

apPlyThe・remB・fNiles［叩・thesubgr・upsP、一私F、イ，P2－P1ε，P3一κ3r3¢β，andP4－
P3εan（l　conclude　that　Co　has　aβハ置一pair　of　rank4，　Hence（7。乞瓦（g）by　Tits［171．

　　REM舐K・ltremains・fc・urset・pr・vethatσ。isn・rmalinσ．The丘rststept・ward
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thispurp・semaybet・sh・wthatifガσ∈N（σ。）f・ranelementg∈σtheng∈亙（σ・）・Indeed・

1n。malizesM1オby【10，（3．9）（1），（3．10）］andκn・rmalizes〃’3βby（3・1）and［10・（35）］・s・

C（’）≦N（σ。），SupP・seごσ∈N（σ。）。Sinceご（∫）（・・）一L，neitherm・rごgliesinσ・C（σ・）・Then

by［2，（19．5）1，Cσ。（∫）一Cσ。（∫σ）一La曲一∫9エf・rs・mex∈C・C（σ・）・Hencegx∈C（∫）andwe

haveg∈N（（70）．

　　　　　　　　　　V．　ThθCαsθハ41＝Sz（9）×Sz（9）

　Inlhissecti。nweassumethatM1賀Sz（9）×Sz（9）．Let躍1一κ1×κ、‘withκ・営Sz（9）

andy1＿彫1∩κ1．By（3．3），N1－c盟1（’）isirreducible・nD・／浸・窪C414・（∫）＝R／v5R・・since

c刀。14。（y1）≠lisκ1‘一invariant，κ、εcentralizescp。14。（巧）・r［γ・シD・μ・1－lby［5・（4F）1・ln

thef。rmertheacti。n・fκ1・ncp。，且。（κ1‘）yleldslκ、む，P。μ。1－1andinthelatter［κ・・D・μ・1＝L

Replacingκ1andK1εifnecessary，wemayassumethatκ・centralizesD・μ・・Then

　　（5．1）躍1オμ。一K1の。μ。×K、D。εμ。αn4κ・り・μ・乞N・R／v5R・・

　　（5．2）Le∫D1－02（（κ1‘0。）’オ1）．刀1θnκ、り、ぐM画n4K・の・μ・isρθψc∫wi”診ID・μ・1＝

95，

　　PR。。F．SetD－D。∩D。・．Arguingasinthepr・・f・f（4・1）we・btaing〉Pオ・i
y38γ4y6y7（加1∩躍5）河、withlP4・∩躍51－93and－H≦κ（P）・Le蝋且・）＝醐・）μ・・一Letu

beac・mplement・f加1∩曜5in疲5・Then7・εD・一Y・彦P×Os暁塵en望alizes望5二βy
GaschUtz・sthe。rem［9，P，1211thereisasubgr・up才suchthatκ・むD・一一XさU・s・（κ・‘P・）＝

■’．If才’酵5－1，材1」一■’×■’ε×疲5by（5・1）・ButC忍、Z（ご）一N・R三亙・R／R・・acon’

tradicti。n，N。wI才∩確51－gandeverypr・pe沼一invariantsubgr・up・f躍5is・f・rd肝9・

Thusl才’∩疲51－9．Asimilarargumentsh・wsthat才’isperfect・Bythede且niti・nX’＝

π1虚Z）1，so　the　lemma　holds．

　　（5．3）Lε’D2－02（（κ1の1）ヂ研12）．刀2εn岬／曜・2一κ・の2／曜・2×κ・D2ε／曜・2αn4

κ1β1）2／レv∫221vlR／v12・

　　PR。。F．LetDbeasinthepr・・f・f（5．2）．ThenPオ。一P。＞D・，s・M・ルZ（D・）∩一∠・≧

曜12彫12u≠曜12．sincecQ（■1）一オ。andN、isirreducible・nオ・／R・略2上R・略2／略2byllo・

（3．6）（1）】，lz（o、）∩4、1－96．Let耀、2）一N（曜・2）／躍・2・Thencz・（κ・）∩9送κ・占）テlandκ・ε

acts。n（Z（01）∩孟、）∩C（γ1）≠1．Henceasinthepr・・f・f（5・1）・岬・一K1εCλ・（κ・）x

π1（フλ1（κ1ε）andπ1εCλ1（κ1）賀C忍1λ1（’）＝＝ハ「1R1・

　　Letllbeac・mplement・fγ1in澱1（γ、）suchthatH5≦∫・／・二・Then／・centraiizes
・。μ1，s・itcentralizesP1μ1by（5・1）・M・哩・verCR、伊、2（H5）一1implies自・（κ・）∩q（1‘）＝

1．Thenasz（λ）≧Z1，κ1¢」1｛1窃1（11）×［D、，／」・sinceκ・り・μ・isperfect・wegetκ・り2コ

（π1φD’一π1‘cD1（11）ぐ童1互，Recallthatκ（〈∫〉の一β・Nσ（β・）・s・cQ／Bρ一ノB・／β・・Then

asz（P／v1，）一s、／v、、，（z（σ）／戸、）∩c（∫）一lands・ζ（σ）一歪・・w見haψ2∩オ・一cλ・（些・）・隔so

そ（σ）∩巧ψ2‘≦呵亀）∩㊤、（κ・‘）一』一As」2ぐ9・thisimpliesP2∩P2占＝1andthusM・オ＝

K1εか2×KID2εwith　K1εP2＝C忍1λ（’）＝ハ「1R・

　　（5．4）Lε’・1／β4－C81B4（κ3）．丑θnr3β・、一y、の2B4wi∫hy3ε≦・24n4γ・虚≦1・・

　　PR。。F．WehaveP。一D2∠。，s・D。B4－D2β4．（L2）andC4。（E3）一lgivey3直一CP・（π3）一
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cp2（E3）・By（3・3）（2）・cβ1β4（γ3）略町B4・Asy3≦D2ε，（5．3）sh・wscβノB、（Y3）≧巧吼β4／84．

Hence｝￥≦Cllw4（∬1）≦11by（L2）。Now　the　lemma　fbllows　f士om（3．3）（2）．

　　（5・5）五θ∫D3－02（（κ、り2）’）．肋n班、溢一κ、り3×κ、03‘．伽’hε朋。順hθrθ加n。7灘1

s㍑δ8〆・塑為ヴM3βsμch∫hα’M3β一κ3ε霧×κ3蜘n4｝三‘P3一γ3‘為．

　　PRo・F・Let押（β3）一N（β3）／B3・Asy3ε≦D2，（5・3）sh・wslcB、（r3ε）1＞94。Thusc君4（κ3¢）キ

1・fo「κ3＝〈鶏・y33〉・増［10・（3・8）（1）］・C互4（N3）三1・s・万4≧G4（κ3）×CB、（κ3ε）。N・wN3

isirreducib⑩c吾4（f）一34賀s4／s3・whenc曜3万4一κ3εc吾、（κ3）×亙3cB、（κ，ε）andκ3βCB、（κ3）2

C短3吾4（ご）一瓦354・Let■3beasjnt憂e五rstparagraph・fsecti・n4，ThenC吾、（κ3ε）∩C（13）一1

sinceC34（H・・）一LN・wz（β）≧β4，s・settingろ／83－G1183（■3）wehave疋3ε11一κ3ε12×

c万4（κ3‘）・sinceκ3‘isirreducibleb・th・n∫、／β4and・nc石4（κ3），（亙3ε11）’一π3‘12andM3B／β3一

・κ3εろ／B3×．κ3穿／83．

　　set13／B2＝G21β2（■3）・　Then　by（3・4）we　have　（κ3ε12／β2）’ニκ3％／B2and　〃’3β／B2＝

・κ3ε13β2×．κ3辱／B2，

　　Let／l　be　as　in　the　proof　of（5。3）．　Thenπ1■111εis　an　abelian　group　containing∬＝∬1∬5

andn・rmalizesg・s・1・n・rmalizes略，1≦’≦12，N・tethat■1n・malizesκ3since躍3－
E（C（E3））・N・w1・一13B4・C・、（∬・）一珊・’・andC丑4（∬1）一照2一γ1’‘r1’．S・C、1（H1）一

C・曼（∬・）照2by（L2）・Theny・’』C・、（∬・）’≦C・3（〃、），whenceγ1εy1’一G3（∬1）×y1’．Since

■・1stransitiveb・th・n（γ・／｝Y）詐and・n若’＃，G1（〃1）／y1’hasexactlytw・■111‘一invariant

subgr・up・f・rderg・Henceろ一C・3（π、）・By（5．4），γ3‘13≦γ、の2β4，s・［10，（3．9）（5）lim－

plies（γ3ε13／β2）’≦y・εD2β2／β2・N・wγ3虚13／β2賀cQIB、（ご）2P／82bytheab・veparagraphand

wehave（瑠2／82）（「3ε13／82）’一13β2，s・13≦y、の2B2・Thusγ3ε13一γ1の2B2．Theny3‘13／β1一

ろの2β・／B・×（02ε∩82）β・／β・by（53）andwecanwriteκ3£13／8、一x／β1×（02ε∩β2）β1／Blf。r

somesubgroupxbyGasch茸tz’stheoremsince〃P －8centralizesB2／．81．setting14＝
02（（κ3り9）’β1）we　haveπ3β／B1＝κ3εノ4／β1×κ3／4ヲB1．

　Set15＝C■4（■3）．　Then（κ3％）’＝κ3ε15andハ43β＝κ3ご15×κ3五5εby（3．2）．

　Setg・一y3％s・thatg－91×9、8andg、＝CQ（∫）一P。Asg1≦巧り282and82is
abelian，g1’≦｝？D2．Moreover　y1ε≦13＝1582and　C82（∬1）ニ1，so　y1直≦15by（L2）．Thus

9・一y3εγ・ε91’≦若の2andγ・り2－9】×（9、ε∩略2）．ByGaschntz’sthe・remκ1の2－X1×

（9・呂∩略2）f・rs・mesubgr・upX・・Hence〃14一κ1り3×κ1D3彦．N・wg1≦若の2－
7・の3聡2・s・9・’≦γ・‘03・（L2）andO2－D3略2givey3』Cp2（〃3）≦03．Thusg1一γ1り3
and　the　lemma　is　proved．

　Letg・一γ・εD3－y3占15andσ・一〈9・，κ・‘，κ36＞・De£nean〃一h・m・m・rphismφ：σ1→

C＝C（f）byxPxxε・Underthish・m・m・rphismκ、り32C訂14（∫）一κ1Randκ3ε15乞Cκ3β（‘）一

ハ～3S，　Let　U乞＝肌∩g1，1≦’≦］2．　Then　U1＝y1ε，U3＝y3二，and　略＝U‘×U‘‘，1≦’≦12，

NotethatZ（U・）一U2・Z（U4）一U8・Z（Uう）一U、2，Z（U6）一U11，U¢一Cp3（払）f・ri－3，4，5，6，7，

9，10，and　Uブ＝C15（丑ゴ）forノ＝1，4，5，6，7，9，10．　By　the　first　paragraph　of　Section3，

　　　　　　　　　U37＝U7，U♂＝U6，U5γ＝U5，Ugγ＝U101

　　　　　　　　　U18＝U4，U5s；U6，U7s＝Ug，U103＝U10。

　（5・6）五e’σ・一〈9，M、，躍3〉・刀7ε〃C。一q×01彦θn4σ122瓦（9）．

　PRooF・　Sinceg1∩9且7＝」03andg1∩91s＝15，
（1）　　　　　　　　　　　　917∩91∩913＝1）3∩4＝U4U5U6U7UgUIo．

Transfoming　this　equation　by　l　and3respectively，we　have
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（2）　　　　　　　　　　　　　　　91∩917∩9187＝U3U4U5U6UgUIo，

（3）　　　　　　　　　　　　　　　　91∩918∩9178＝UIU5U6U7UgUlo・

By（1）an（1（2），91ε∩91∩91γ∩9187＝U4U5U6UgUlo，so

　　　　　　　　　　91∩918∩9178∩91373＝UIU5U6U7U10・
By（1）an（i（3），917∩91∩918∩91γ3＝U5U6U7UgUlo，so

　　　　　　　　　　91∩917∩918γ∩9173γ＝U3U4U5UgU10・
Arguing　similarly，we　get

（4）　　　　　　　91∩917∩91εγ∩917ε7∩913γ37∩91γ8γsγ∩9187878γ∩91γ8γε787＝U3，

（5）　　　　　　　91∩918∩91γ8∩91378∩91737s∩9187873∩91『8γ8γ8∩918787873篇U1・

Since　VI　is　transitive　on　Syl2（ノV1）一｛V1｝，7∈V1『αfbr　someα∈V1。Take　an　involutionμ∈κ1ε

such　that7＝四む．Then㍑∈U17α，for7∈レV1γα＝U17α×U1剛and　U1γα≦κ1ε。　By（4），U3≦

D3γ8γ8γ8γ，so　U33≦Z）3（78）4．　By（5），U1：≦158摺878，so　U1γ≦15（37）4＝15（γ8）4sinceレ31＝8。　Thus

lU】7，U38君】≦［g1，g1ε】（γ3）4＝L　Takeわ∈Ul　such　thatα＝わわε、　Then　as　U17≦κ1，U1γαニU170．

Since【δ，U38ε】≦［U1，K31＝1，we　have［U1γα，U33ε】＝L　Moreover　IU17α，15‘］≦［κ1ε，glo】＝1and

g13＝U3815，Thus［π，g18君］≦IU17α，glsむ］；L　As　g17＝g1脳，this　gives［g17，g1εε1；【g1，g18ε｝≦

［κ3‘15，κ31581鎚＝L　Now［g1，g1εj＝［g1，g18ε】＝1an（1［gf，g1ε1≦【κ1り3，κ11）3ε】＝1．　Hence

【σ1，（ヲ1ε1；l　and　Co＝（71＊σ18≧L　Let　Lo　denote　the　image　ofφand　set　X＝σ1∩（71ε，

Then　Cσo（∫）＝五〇Cx（ご）．　Sinceκ1ε1）3andκ3ε15are　perfbct，so　is（71。　Thus　Lo＝五〇’an（1as

C（ご）（。。）＝L，Lo＝L，The　kemel　ofφis　contained　in　X　and　the　Schur　multiplier　of2瓦（g）is

trivial．　Hence（5．6）holds．

　　REMARK．Ifone　wishes　to　show　that（70＜］（7，a　key　point　may　be　to　establish　that／V（91）≦

N（Go）（see［14，（14．7）】）．We　can　verify　that　Z4（P）一VgVlo塩V12，Z5（P）コV7V8Z4（P）＝RIS3，

雰＊（Z5（P））篇｛R1，S3｝，Cp（R1）＝V5R1，and　Cp（S3）＝S3，　Since　g＝91×91εwith　g2P，Z5（9）

＝。41B3and謬＊（Z5（g））consists　of　four　members，two　of　which　are／」1and　B3and　the

remaining　two　members　are　interchanged　by’．Moreover　ICQ（オ1）1＞ICQ（E）I　for　each、E∈

審＊（z5（9））一｛、41｝．　As　z（②＝Pv12，we　get・4＝cQ（・41／躍12）ぐ1v（9）・　Also　B＝cQ（z2（9））

by（3。1）（1），It　then　follows　from［10，（3．10）l　and（3，1）（2）that　IV（g）＝N（A）∩N（B）≦N（（70）．

By［10，（3。1）（2）】，〈∫〉∈Syl2（C（L））。　So　IC（σo）I　is　odd　since　C（（70）ぐC（．乙）∩κ（θo）．　Note

that2盈（g）has　two　conjugacy　classes　of　involutions（see［121）an（1that　the　outer　automorphism

group　of2盈（9）is　of　odd　order．　Note　also　that1〉（〈’〉P）＝彫12八石σ（P）since　Z（〈’＞P）＝

＠＞V12αnd’N（〈‘〉P）＝押12．Arguing　as　in［19，（722）】we　see　that　if’∈N（（70）σfor　an　element

g∈（ヲtheng∈1〉（（｝o）．　Henceasin［19，（7。23）lwehaveハ凧（g1）≦ハ石（（70）．

HIToTsuBAsHI　UMvERs1TY
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