
部分観測下の投資／消費決定問題における

　　　ベイズ解の明示的表現について

桑　名　陽　一

1．部分観測下の最適投資／消費決定問題

　本稿では，部分観測下の連続時間金融市場における効用最大化問題を考

察する。Merton（1971）によって導入された完全観測下におけるモデルで

は，不確実性が存在する資産の価格過程が幾何ブラウン運動として定式化

され，そのパラメータは既知と仮定される．しかしこの仮定はあまりに理

想的である．部分観測下のモデルでは，パラメータに関する経済主体の事

前的情報やレジーム・スイッチングなどを取り込むことで，応用上有益な

結果を提供することが可能となる，

　η＋1種類の資産が連続時間で取引されている金融市場を考える．

（η＋1）番目の資産は一定の利子が支払われる債券で，価格過程は，

　　　　　　　rむPπ＋1，亡＝Pπ＋1，0e

で与えられる．ここで，7は正の定数である．その他のη資産は予測不可

能な価格変動を有し，次のようにモデル化される．R孕に値をとる確率過

程pεニ（p1，孟，…，pπ，f），，オ∈［0，Tlの第乞要素が第¢資産の価格を表わすもの
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とする．

（1．1）

｛跳｝ざは，観測不可能な確率ドリフトをもつ幾何ブラウン運動

diag｛P云1，…，P凧1｝伽ε一dZ亡一麟＋Σ1／2鵡

で与えられる．ここで，｛W身ぎは（Ω，σ（Z、，μ，，5≦T），P）上の標準ブラ

ウン運動である．また，｛μ身ぎはIRπに値をとる｛W冴8とは独立な確率過

程，Σは既知かつ時不変なη×π正値定符号行列である。（1。1）の確率構造

については次節で詳述する．初期時点0に富Xoニ¢oを賦与された投資家

は時点丁＜Ooまで，この連続時間金融市場で投資活動を行い，同時に富

の一部を消費する．投資額は市場の出来高に比して非常に小さいものであ

るため，投資行動は資産価格に影響を及ぼさないものと仮定する．富過

程｛X，｝ぎは

　　　　一＋μ書讐θ

（・の ＋だX・（・一かθ）欝一f噛4θ

　　　　　一の・＋イXθ幽＋イXθ｛（・一ゴ篇）7－cθ｝dθ

ここでπθ＝（π1，θ，＿，ππ，θyは，時点θにおいて不確実性のある資産に

投資される富の割合，cθは時点θで消費される割合を表わす．また，確

率1で∬”π、”2×345く・。，∬c、X，45＜。・．であると仮定する．

　｛Z．洛と｛p．痔は同じ情報を含むので，以後｛Z、痔のみを考える・簡

単化のために，投資／消費戦略（π8，c、），3∈1亡，Tlを（π，c）と略記する．

3，ニσ（pθ，0≦θ≦3）＝σ（Zθ，0≦θ≦s）とし，許容的な投資／消費戦

略の集合を

瓢二｛（π，c）：X，≧0乱，s．を満たす言，一progressively　measurableな過程｝
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とする。問題は丁時点までの累積消費と最終時点丁での富から得られる効

用の和の期待値を最大化することである：

（・司，紺・［話丁’　）一砺（紛）］・

ただし・仏（α），乞＝1，2は狭義増加かつ狭義凹な効用関数，また割引

率δ∈R＋は時不変の定数であるものとする．以下の議論では，必要に応

じて砺に関してさらに強い仮定をおく．

2．フィルタリング

　ここでは，部分観測問題を解くために必要なフィルタリング理論からの

結果を示す・［0，Tlで定義されRれに値をとる連続関数の集合をση（［0，Tl）と

する・磐（q（［0，T】））を一様位相に関するq（［0，Tl）上のBore1σ一集合体

とする．また，（σπ（10，T］），B（σπ（［0，Tl）））上の標準Wiener測度をQ1と

する。同様にPπ（［o，Tl）をlo，T1で定義されたIRπ値ca（ilムg関数の集合

とし，磐（1）π（［0，Tl））をSkorokhod位相に関するBorelσ一集合体とす

る。また，（1）η（［0，Tl），磐（Pη（10，T］）））上の確率測度を（～2とする．積空問

Ω＝ση（【0，T］）×1）π（【0，T】）と積測度Q＝（～1xQ2を考え，（Ω，磐（Ω），（～）

上で確率過程｛B身8および｛μ身ぎをそれぞれσn（［0，T】），1）η（［0，T］）座標

への射影として定義する．｛B‘猪と｛概洛とは独立であることを注記し

ておく。缶＝σ（B8，3≦ε），㊤‘＝σ（B、，μ、，s≦孟）と書くことにする．

　さて，

　　　　“一exp［ズμ1Σ一・／2戯一㌶εμ1Σ一・歯43］

とすると，｛ぐ‘，軌，0≦孟≦T｝が（2一優マルチンゲールであり

EQ P［オμ1吻］一］一即［1伊　］
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となることが容易にわかる．｛μ身ざと｛B身ざの独立性より，

（2．1）　　EQ［く亡1－EQ［EQ［く霊1μ8，s≦亡］］一1

が成立するから，｛ζ‘硲はフィルトレーション｛軌｝に関してマルチンゲー

ルである．したがってGirsanovの定理（たとえば，Karatzas　and　Shreve

（1988，p。199）を参照）から，

　　　　　　　　　　dWlニdBrΣ一1／2μ緯

として与えられる過程｛肌｝は（Ω，｛軌｝，P）上のη次元ブラウン運動とな

ることが結論できる．ただし，P（・）は，A∈㊤Tについて，

　　　　　　　　　　　　P（A）＝EQ［1AζTl

となるような確率測度である，Zoを定数とし，Z‘＝Zo＋Σ1／2Bεとす

る．Σは時不変な正値定符号行列であるから，Ztによって生成されるフィ

ルトレーションは｛筑｝であり，

（2．2）　　　dZε一麟＋Σ1／2疏

となる．σ（μ，，s≦T）に関して条件付期待値をとれば，確率測度Pの下で

の｛μ身ざと｛W尋ぎの同時分布が，確率測度9の下での｛μ身ざと｛B倉ざの同時

分布と同じになることがわかる．換言すると，任意のA∈磐（Pπ（10，T】））お

よびB∈磐（0η（［0，Tl））に関して，

　　　P（｛μ君｝ざ∈A，｛隅｝ざ∈B）

一EQ
・｛｛μ亡｝8∈且｝EQ［・｛｛叫｝ぎ∈B｝ζTIμ・・5≦T］］

一EQ ・｛｛概｝ざ∈ハ｝
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（且3）×EQ
・｛幅‘μ急Σ一・／・4・｝1∈齢・≦T］］

　ニQ（｛με｝ざ∈A）Q（｛B孟｝ぎ∈B）

　＝Q（｛με｝ざ∈A，｛Bε｝ざ∈B）

となる，ここで，確率空問（Ω，σ（B8，5≦T），（2（・1μ，，3≦T））上の確率過

程｛Bε｛μ急Σ一1／24鋸に関してGirsan・vの定理を用いた．

ζ孟が｛μ身♂に依存することを明示するため，｛慨｝ぎの経路が与えられた

とき，

ζ野一“一exp［ズμ1Σ一・d（属一Z・）一1∠亡μ急Σ一・祠

と表記することにする．さらに，

　　　◎一exp［イμ1Σ一・・24政一玩εμ急Σ一・解5］

　　　　一exp［か急Σ一・4（属一Z・）一1イμ1Σ一・解5］

によって，ζεを定義する。ここで，

　　　　　　　μ・一EP【μ・1害・1一需繍1

である．次の定理は，ζ～とζ‘の非常に有用な関係を与えるものである．

定理2．1．

（乞4）E
（【似丁】）μ急Σ一・燭（ζ孝）2Q2（dμ）｝43＜・・

　　　　　　　　　　　　177



　　　　　　　　　　　一橋大学研究年報　経済学研究　41

と仮定する．このとき，

（2・5）　ξε一ム（［qT】）㈹2（dμ）

が成立する．また，ζ‘は，（Ω，｛筑｝ざ，Q）上のマルチンゲールとなる．

証明．伊藤の補題から，ぐ～は，

　　　　　　　　　　ζず一1＋孟εζ孝μ1Σ一・／2砥

を満たすことがわかる，測度（～2に関して両辺を積分する。確率積分と（～2に

関する積分の順序を交換するために，Protter（1990，p．160　Theorem

46）によるFubiniの定理の拡張を使えば，

　　　　　　　E妬【く～1一・＋五εE②［¢μ急］Σ一・甑

を得る，Fubiniの定理を適用するための十分条件は，（2，4）で保証される，

logEQ2［ぐ幻に伊藤の補題を適用すると，

　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　d（1・gEQ2［く鋤一　　d（EQ・【く鋤
　　　　　　　　　　　　　　EQ・1ζ幻

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　一　　　（d（EQ・［㈲）2
　　　　　　　　　　　　　　　　2｛EQ・［ζ幻｝2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　一μ孟Σ一1／2dBε一喜μ1Σ一1μオd亡

　　　　　　　　　　　　　＝4（109ζホ）

となるので，両辺の積分をとれば（2。5）が得られる。上記の表現から，

　　　　　　　　EQ［ξε］一EQ［EQ・【ζ野1】一EQ［ζ測一1
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したがって，ζεはマルチンゲールである。　　　　　　□

　次に定理2．1を使ってフィルタリング定理を証明する．この結果はよく

知られていて，通常はquadratic　variationに関するL6vy’の定理を用いて

証明される．たとえば，KaratzasandXue（1991）が参考になる．ここ

での証明はもう少し直接的である．

定理2。2。条件（2、4）が満たされているものとする．このとき，

（z6）　暁一晒一伊
は，（Ω，｛筑｝，P）上の標準ブラウン運動となる。ただし，筑＝σ（Z3，5≦オ）

である．

証明・定理2・1より・“一exp［儲Σ一1／2d恥圭儲Σ一1解31

は（Ω，｛筑｝ざ，Q）上のマルチンゲールである・Girsanovの定理から，（2・6）に

よって定義される確率過程は，確率測度P，に関するπ次元標準ブラウン運

動である．ここでP’は，

　　　　　　　　　P’（且）＝EQ［1AξTl，A∈害丁

によって定義される．定理2．1から，

　　　P’（且）＝EQ［1AξT】ニEQ［1AEQ・［蜘二EQ［EQ・［1Aく番】】

　　　　　　＝EQ［1Aぐ劉＝P（ハ）

だから，P’とPは言丁上で同一である．　　　　　　□
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e3．一定値確率ドリフトの場合のベイズ問題

　（2・5）式右辺の（22に関する積分を計算することは一般的に難しいが，確

率ドリフトが一定値である場合には容易に計算できる・結果として得られ

る等式（2・5）はHamilton－Jacobi－Bellmann（HJB）方程式を明示的に解くた

めに用いられる．

　μεは時間を通じて一定で，事前分布関数（～2｛μ‘≦m｝＝F（m），肌∈IRπ

を持つ確率変数であるというアンの状況を想定する．このとき条件（2．4）は，

E％T｛んμ’Σ一・μ

　　　xexp［2〆Σ一1／2璃一〆Σ一1μ31dF（μ）｝43

一五丁｛P一・μexp［〆Σ一・μ5］4F（μ）｝45

一んexp［〆Σ一1岬F（μ）一1

くOO

となる．等式（2．5）は，

（3，1）

exp
イμ急Σ一・4（陥）一玩‘μ急Σ一・解5］

一んexp［〆Σ一1（易一Z・）一1〆Σ一1μ14F（μ）

ただし，

（3．2）

με＝μ（ε，Z亡）

　　血鴨μexp［μ’Σ一1（ZrZ・）一奏μ’Σ一1μ亡］dF（μ）

血πexp［μ’Σ一1（ZrZ・）一圭μ’Σ一1μldF（μ）

　　　　　　　180
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である・η（孟，Z‘）＝ムπexp［〆Σ一1（Zε一Zo）一垂μ’Σ一1μ司dF（μ）に

直接，伊藤の補題を適用しても（3・1）が得られる・この場合にはFubiniの定

理の適用を避けることができるが，代わりに関数η（ε，z）が積分記号下で微分

できるための条件をチェックする必要がある．　（Robb三ns　and　Siegmund

（1973））

　さて，ここで投資／消費決定問題に話を戻す。定理2．2より，価格過

程（1．1）は次のように書ける。

（3。3） diag｛P章，＿，翻4Pε＝dZε＝μεdε＋Σ1／2碗

ここで，με＝EP［μ重臨】は（3．2）で与えられる。このフィルタリング

式（3。3）によって，一定値確率ドリフトの場合の最大化問題は，部分観測

状態から完全観測状態へと変換されることになる．変換後はマルコフ決定

問題となるので，初期時点として0よりも一般のε∈［0，T】を考えた方が都

合がよい．

（3。4）

つまり，

Xl～＋オX静｛（・一・屍）7－cθ｝dθ

　　　　　＋オx押窄

（3局Z辞一z＋オμ（θ卿θ＋Σ1／2（鬼一概い∈1ちT］

というマルコフ・ダイナミクスの下で，最大化問題

　　　　　綱一（π渦MEP［ガビδ・臨x野）廊

（3．6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋ビδ丁砺（x野）1
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を考える．ただし，以M⊂瓢はマルコフ制御の集合である．またμ：

［0，Tlx即→冊は，

岡｛1：1：ll講緯罵一坤］

によって与えられる非確率的な関数である．

4．マルチンゲール・アプローチと2つのコーシー問題

　フィルタリングによって完全観測状態に帰着された部分観測問題は，

Kaぼatzas，LehoczkyandShreve（1987），Coxand】E【uang（1989）ら彫こ

よるマルチンゲール・アプローチによって解析することができ，最適戦

略の存在が示されるが，一般的に最適戦略をフィードバック形で表現す

ることは容易でない．μ、が上記の時不変ドリフトの場合のようにマルコ

フ表現を持つならば，HJB方程式を導出することができる。ただし，こ

のHJB方程式は必然的に退化（degenerate）するので技術的に取り扱いが

難しい。確率微分方程式（3．4）と（3．5）はインプリシットな形をしており，

状態変数の次元を落とすことは困難である．従って，非退化性の仮定に基

づくHJB方程式の有効性についての議論をそのままの形でこの問題に適

用することはできない．

　本節と次節では，退化したマルコフ最適投資／消費決定問題に関す

るKuwana（1997）の結果を適用して，ベイズ問題に付随するHJB方程式を導

出する．まず，次のような確率過程｛K善・吟，5∈1孟，T】，（オ，ッ）∈［0，T】×聡を
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考える．

　　　　κh＋オ｛δ一r－IIIΣ一圭（μ（乱Z辞）一r・）ll2｝4θ

（4．1）

　　　　　　　　　　　一オ（μ（θ，z辞）一7・）’Σ一垂轟・

このK鯉を使って，関数9（亡シΨ，z）を，

　　　　　9（綱一E［ガ”一確】））4θ

（4，2）

　　　　　　　　　　　　＋”一［雌1））］

と定義する．ただし，1言（・），乞＝1，2はdq（¢）／d¢，乞二1，2の逆関数である。

（これら逆関数の存在条件は後で議論する・〉また，関数冗（亡，μ，z）を，

　　　　π（　）一ビひE［五丁ピδ（…）exp鮒（exp［嘲）dθ

（4．3）

　　　　　　　　　　　　＋ε一δ（T一ε）exp［㈱exp［K劉）1

とする・（オ，z）∈［0，T】×Rπが与えられたとき，κ（ε，¢，z）をπ（孟，穿，z）の

引数写∈Rに関する逆関数として定義する．つまり，

（4・4）π（ε，κ（孟，の，z），z），z）＝¢，（ε，エ，z）∈［0，Tl×R＋×聡π

が成立する．

　さて，マルチンゲール・アプローチから，期待効用の最大値および最

適消費過程はそれぞれ以下のように与えられる．　（議論の詳細はKuwana

（1997）を参照のこと．〉

（4．5）　　　勉（ε，T，z）一ε一6ε9（む，κ（ε，¢，z），z），

　　　　　　　　　　　　　　　183
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（4。6）　　　σ1・＝・z・＊一1、（．κ1・κ（ち＄・z））．

また，最適な富過程は，

x鮪一EP で融極P［醗僻）1）dθ

　　　　　　　　　＋’噸　畔僻）】）司

　　　一E［爬軌麟一）】）dθ

（47）
＋耽一　P［醗一）］）司

　　　二expl－Kl・κ（ち切1×

　　　　　E［で岬→購　切1麟　の〕）dθ

　　　　　　　＋〃嬬酬繍　司】）］

　　　　　　　　　　　　　　　（マルコフ性による）

　　　二冗（3，Kl・κ（ちz・z），zl・z）

と計算される．

　マルチンゲール・アプローチと確率解を適用するためには，事前分

布F（μ）と効用関数U‘（の），¢ニ1，2が以下の3項目を保証すればよい：

（a）フィルタンリング表現（2．8），

（b）Kuwana（1997）の条件2．1，

（c）π（古，写，z）がgに関して狭義単調であること。9（ε，g，z）および冗（舌，紗，z）が

有限で滑らかであること。
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次のような関数η（ε，之）を定義する．

（4・8）η（ちz）一 exp
〆Σ一1（z－z・）一1〆Σ一・μむ14F（μ）・

もし，

（4．9） η（0，z）くOQ，　∀z∈Rη

が成立するならば，η（f，z）は積分記号下で微分可能であることが容易にわ

かる．この場合フィル，タリング表現（2．8）は成立する。（b）の条件について

は，Novikov条件：

E即
1が璃阯岨1祠く・・

を仮定する．Kuwana（1997）の補題3．1より，9（亡，Ψ，z）およびπ（カ，レ，z）が

狭義単調，有限かつ滑らかであることは，（1）K㌍およびZ‘，zが乙一微分可

能過程で，UKli（〆）），〆1‘（〆），¢＝1，2が連続かつ2階連続微分可能で多

項式成長条件を満たす，あるいは，（2）K辞およぴZ；・zが有界な£一微分

可能過程でUK∫，（ε写）），凶1、（eΨ），¢＝1，2が連続かつ2階連続微分可能で，

指数成長条件を満たす，のいづれかが成立していれば保証される．以上を

まとめると次のようになる．

条件4．1．

（のF（μ）はコンパクトな台を持つ。

ぐb凧（コr），琶一・，2は（・，・・）で3階連徽分可能であり，1im鐙一。。禦一

〇および1im、↓。撃一・・を満たす，さらに

㈱）一Iq（為（ε写））1＋1ε夢・重（ε写）1＋ε写d 写）＋θ卸42 芽写）・乞一・，2
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が，ある定数K，α＞0，0＜ッ＜2に関して指数成長条件

甲、（9）＋ψ2（y）≦KeαMツ，∀9∈R

を満たす．

条件4．2．

‘切Fの積率母関数が存在する．つまり，η（0，z）＜oO　，　∀z∈Rπが

成り立つ．

ぐbナ1Vov依ov条件

　　　　　　E哨TiIΣ一器（偽一州＜・・

が成立する．

ぐcフIlμ（f，z）一71112がzに関してLfpschf亡z連続であり，ある定数K，α＞0が

存在して，

　　　　琴∂警）＋碧∂藷）≦K（1＋llzIIα）

が成立する．

‘d凧（¢），¢一・，2は（・，。。）で3階連続微分可能であり，hm．一。。響一

〇およびlim、↓o響＝oOを満たす。さらに条件41において定義した関

数軌，¢ニ1，2が，ある定数K，α＞0に関して多項式成長条件　　　　　、

ψ1（写）十ψ2（y）≦K（1十1Ψ1α）　，　∀写∈撫

を満たす．
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　F（μ）がコンパクトな台を持てば，（4・9）は自動的に満たされる・ま

た（4。9）から，η（孟，z）がzに関して積分記号下で微分できることが保証され

るので，μ（オ，之）はzに関して連続微分可能で，

∂弩多z）一Σ｛丑チ讐｝一｛E【μ〆lz蹄グ｝Σ一1

は有界であり，μ（ε，z）はLipschitz連続である。2階微分の連続性と有界

性も同様に示される・条件4・2（a），（b），（c）は，条件4・1では（a）に集約さ

れている，また，対数効用関数U、（¢）ニ10g（¢十πし‘〉，m‘＞0および双曲

絶対危険回避型（HARA）効用関数砿（¢）ニ¢g，0＜偽く1は条件4．2（d）を

満たさないことに注意しておく．

　さて，9（ε，Ψ，之）および凶π（哲，亨，z）に確率解の手法を適用すると，次の

ようなコーシー問題が得られる．

命題4．3．条件4．1あるいは条件4．2が満たされているとする．このとき，

9（オ，ッ，z）と冗（亡，算，z）はそれぞれ以下のコーシー問題の滑らかな一意解と

して与えられる．

（4．10）

　　∂9　1　　　　　　　　∂29
0一 ＋喜（μ一71）’Σ一1（μ一71）研

　　　　　　　∂29　1　　∂29
　　一（飼1）’∂写∂z＋壱t「Σ∂z∂z’

＋（δ一丁一μ一丁・）’Σ一・（μ一7・））蕩

　　　、，∂9
　　十μ一一δ9十U1（11（♂））
　　　　∂z
9（T，Ψ，z）コU2（12（e宮）），
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　　∂7イ　1　　　　　　　　　　　∂2π
0一 ＋壱（μ一71）’Σ｝1（μ一丁1）可ぎ

　　　　　　　　　∂2π　　1　　∂2冗
　　一（μ一71）’∂ψz＋喜t「Σ∂z∂z’

＋（δ一7＋1（μ一7・）励一1（飼・）鵬

　　　　　，∂π
　　＋T1蕊一剛＋1・（ε誓）

チ‘（T，Ψ，z）＝12（e”）．

命題4。3は，μニμ，9（ε，写，z）ニ（穿（オ，ε∬），π（亡，Ψ，z）謹濯（む，ε鰹）とおけ

ば，Karatzas，Lehoczky，andShreve（1987）によって導出されたコー

シー問題を特別な場合として含むことがわかる．

　　　　　　　5．Hamilton－Jacobi－Bellman方程式

　本節では，（3、6）で与えられる最大化された期待効用蕨亡，の，z）が次のよ

うな退化したHJB方程式の初期値問題を満たすことを示す．

　　　聖2｛警＋勘・（㏄）＋＠磯

　　　　　　　　　　　　　　　∂u　　　　ノ∂u
（5・1・a）＋π’（μ（む，z）一71）m尻＋μ（亡・z）厩

　　　　　＋1　㎡誰＋湘農＋1加Σ謝一・

（5．1．b）　　　　　　　冠（T，コじ，z）＝ピδTu2（¢）

まず，κ（亡，¢，z）の各微分係数はうまく定義され，かつ滑らかであること
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に注意する．π（診，κ（オ，¢，z），z）ニTの各微分を計算すると，

　　　　　∂κ（蜜一一（鍔）一1・（警）　幽

　　　　　∂κ（禦一（鍔）一1　ち凋，

　　　　　　　∂κ（譜切r一（鍔）d・霧　仏翻・

　　　　　　評κ募鯉一一（鍔）略肇　　・

　　　黎謬一｛一（鍔）ぞ・鑑

　　　　　　　　　　　　　＋（器）略・券劉　、嘲，

鵠鯉一｛一（鍔）一1・農＋・（鍔）徽募

　　　　　　　　　　　　一（鍔）略・肇・霧劉　仏嘲・

また，

（5．2）　　∂9（オ，〃，z）一e膨∂π（ち写，z）．

　　　　　　　　　　　　∂写　　　　　　　∂ツ

となるので，（4．5）の右辺を微分して，（52）と先のκ（f，¢，z）の計算式を使

うと，頭亡，T，z）の各微係数が次のように計算できる．

　　　　∂秘（審’z）十δ・（霧一δ9－e卸霧）｝　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　四＝κ（古，＄，z）
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　　　　　　　　　　∂鉱（ちコ『，z）一θκ（ε　）一δ亡，

　　　　　　　　　　　　∂コP

　　　　　∂勉（蕃契一｛’（誓綴）｝　團，

　　　　　　　讐多切一〆（霧）一1　，切，

　　　　讐ヂー｛”（鍔）一1劉礁切，

伊灘1切一’｛器一’農

　　　　　　　　　　　　　頭鍔）一1誓劉　切・

以上の計算から次の命題が示される．

命題5．1．条件4．1あるいは条件4．2が成立しているものとする・このと

き勉（書，z，z）は退化したHJB方程式の初期値問題ぐ5・1・aク・（5・1・句を満た

す．この問題の解はコーシー問題‘4．1のおよびぐ4．11クの解から得られる。

明
　
，

証
は

（5。3）

初期条件（5，1・b）は明らかである・（5・1・a）右辺の最大化戦略（π＊，c＊）

Ir＝π串∬

一一

ガ（μ（ち切一ゆ衡（ ＋伊 切
｝

　　　　　　　　　　×（∂2繋））一1，
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（5鴻　α一♂¢一・・（εδε∂勉（1多之））

となる・（4・10），（4・11），（5・2）および先の微係数から，（5．1。a）の左辺が

次のように計算される．

　　　（5，La）の左辺

　　一霧＋e一δ・砺（・・（・δ・塞））

　　　＋｛・¢一・・（εδ劉舞＋グ塞＋lt・Σ∂纂

　　　一1（舞）一1Σ一圭｛（μ一・・）塞＋Σ蓋z｝2

’｛u・（腓δ9＋誓＋μ髪

　　　　　＋1加Σ∂難（・・伊）一所＋警

　　　　　　　1　1　　　2∂7f　　　　　　＋喜llΣ一重（μ一71）II可

　　　　　　・畷・1嘉）｝　、切

バ霧＋IIIΣ一圭（μ一司1礁

　　　　　　　　，∂2冗　1　∂2π
　　　　一（μ一γ1）　　＋一trΣ
　　　　　　　　　∂写∂z　2　∂z∂z’
　　　　＋（δ一7＋IIIΣ一去（μ一7・）”2）鍔

　　　　＋畷一剛＋ム伊）｝　團

　　二〇
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従って，娠亡，¢，z）は（5・1・a）を満足することがわかる・　　　　　□

　勉の微係数についての表現から，（5、3）と（5・4）によって与えられる（5・1・a）の

左辺を最大化する戦略（π零，c＊）は以下のように書き換えられる・

　　　　バ¢一’＋甥｛r・（μ（ちz）一ゆ〆

（ε5） 　一〆（鍔）一劉～
　　　　　　一一Σ一・（μ（ちz）一7・）（器）一1一（器）一1歪，

（5。6）　　c‡T一・・（e綱）・

これらが実際に最適な戦略であることは，次の命題によって確認される。

命題5．2．以下の式で与えられる戦略（π‘・τ・ろ＊，cε茜z・＊）

　　　　　π1・露・z，累xl，¢・z・掌

（5。7）一一Σ一・（μ（亀Z辞）一γ・）（∂κ（亀Xlま響））一1

　　　　　　　　一（∂κ（亀X轡＊，Z㌍））一1∂κ（亀X箒＊・Z辞）

（5．8）　cl，¢，z・＊xl・ヱ，z・＊＝1・（exp［κ（3，xl・z・zロ＊，zl，z）1）

は最適戦略である．ただし，Xl幽z・掌は，（4のによって与えられる最適な

富過程である．
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証明．（4、7）より，

　　　κ（s，xl鍋申，zlつ一κ（ε，冗（s，袴κ（ち切，z勃，z勃

　　　　　　　　　　　　　＝κ君，κ（ε・露・z）

　　　　　　　　　　　　　　　　8

が成立する．従って，（58）は（4．6）に一致する，伊藤の補題を（4。7）に適用

すると，

dxl・¢・z・＊一dπ（5，Kl・κ（ち¢・z），zl・z）

　　　　　　　∂7イ　　　∂7イ
　　　　　　ー亙43＋可4K善’κ（ε　）

　　　　　　　　　∂π　　　　　1∂2π　　　1
　　　　　　　　＋房4zl’z＋喜研”Σ一互（μ一丁1）ll24s

　　　　　　　　　　∂2π　　　　　　　　1　∂27f
　　　　　　　　一∂Ψ∂z’（μ一丁1）45＋葛t「∂Z∂z’Σd5

　　　　　　一｛一IIΣ一去（μ（ちZ薪）一7・）iI2∂麟筈ヂの，穿）

　　　　　　　　＋（μ（ちZl，z）一7・）’∂π（5，鵡’器工－），zゑz）

　　　　　　　　十γπ（s，Kl，κ（ε・z・z），ZlIz）

　　　　　　　　一・・（　1κ（亀X㌍へZ野）】）｝45

　　　　　　　＋｛一Σ一奏（μ（ε，z夢）一7・）∂π（3響），z野）

　　　　　　　　＋Σ去∂π（5，撃），z薪）｝厩

　　　　　　一｛（π野，ツ（μ一r・）＋7一・轡｝脚5

　　　　　　　　　　　　　十xl・2・z・＊（π1・エ・z，＊）’dI観．
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以上でπ1幽Z・ホの最適性が示された．　　　　　　□

6．コーシー問題の解析解

　ここでは，コーシー問題（4．10）と（4．11）の解析解を導出する。一見した

ところ，これらの問題を解くのは容易ではないようだが，ブラウン運動の

尤度比に関する性質を用いると，定数係数の放物型偏微分方程式に関する

コーシー問題に変換できる．まず，

　　　　　　　9（オ，Ψ，z）＝9（亡，ω（ε，Ψ，z），z）／η（オ，z）

と書くことにする．ただし，

　嘘，写，z）＝ッ＋1・9η（亡，z）一r1’Σ一1z一（δ一7一γ21’Σ一11／2）亡

である．（ε，写，z）→（診，ω，z）の対応が1対1であることから，関数

9（舌，望〃，z）がうまく定義されることは明らかである．9（ε，宮，z）の微分係数

を9（オシ2〃（ε，写，z），z）で表現すると以下のようになる・

霧一ガ・｛霧一（δ一4r・・一ガ・霧麗ガ・糾

器一ガ・藷，髪一ガ・権＋Σ一・（μ一ゆ嘉一r・μ9｝，

　　　　　　　　　　　∂29　一、∂29

　　　　　　　　　　　研二η扉’

　　　議一ゲ｛嘉＋ガ（μ一ゆ簾一沸鶉｝，
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∂釜一ザ｛∂纂＋2Σ一・（μ一剛∂藷

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂29　　　∂9
　　　　　　　　＋Σ一1（μ一γ・）（μ一7・）’Σ｝1簾一2Σ一1μ冴

　　　　　　　　＋（η一・∂1蕩一Σ一・μ（3μ一27・yΣ一・）嘉

　　　　　　　＋（2吻r・一ガ1∂1蕩）｝・

以上の計算では，右辺のωにω＝？〃（亡，μ，z）を代入する、またη一1塞＝

Σ一1μという関係式を用いている．

　ηに関しては，次の重要な等式

　　　　　　　　　　∂η　1　　∂2η
　　　　　　　　　　一＋一trΣ　　ニ0，
　　　　　　　　　　∂亡2　∂z∂z’

が成立する・これと先に導出した9の微分係数から，コーシー問題（4・10）は

次のように単純化できる．

ゆ） 駄嚢調　一〇，

ここでσ‘（亡，ω，z），信＝1，2は，

　　　　　　q（ε，ω，z）

（α2）一η（ち鋤（ろ（　1叢磐1聯））

と与えられる．

　（6。1）では，ωを実際の変数として扱う必要がないので，問題は非常に

単純になる・換言すると，退化した問題（4・10）の次元を落として，退化し

ていない問題（6．1）へと変換できたことになる．
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　同様にして（4．11）は，変換

　　　　　　1κ（ε，ω，z）ニε一窺（オ，ω（孟，ω，z），z）／η（亡，z）

を用いて，冗（オ，ω，z）に関するコーシー問題

㈱）
鴛灘調＋齢嘲＝o

へと変換できる。ここで，E，（ε，ω，z），信二1，2は

　　　　丑‘（亡，ω，z）一ε盟＋71’Σ一1z＋（δ一r－r21’Σ一11／2）む

（α4）

　・ろ（卿’帯肇　）

である．

　コーシー問題（6・1）一（62）と（6・3）一（6・4）の解は，ブラウン運動に関する

標準的なFeynman－Kacの公式（たとえば，Friedman（1975），p，147を

参照）を適用することによって得られる．B8をη次元標準ブラウン運動

とすると，

9（綱一E
五丁”α（¢一Σ圭（Bθ一昂））dθ

　　　　　　　　　　　　　＋”の（　＋Σ垂（BT一域））］

　　　　　　一ズTんe一δ（θ一ε）σ・（θ，ω，ξ）φ（θ，ξ1ちz・Σ）dξdθ

　　　　　　　　　＋ε一δ（丁一‘）んσ2（冗ω，ξ）φ（鶉ξ；ちz・Σ）喝
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および，

π（綱一E
麿幅（乱一Σ垂（覇一現））dθ

　　　　　　　　　　　＋〆畑　＋Σ圭（防一恥））］

　　　　　一∫Tんピδ（…）酬篤ξ）φ（乱ξ1ち属Σ）dξdθ

　　　　　　　＋e一δ（T一亡）ん砺（恥ξ）φ（鶉ξ；ちろΣ）dξ

という解析表現を得る，ここで，

φ（臥ξ1　）　号1　去（θ一晦卜iΣ読舞）1『・

はπ次元標準ブラウン運動の推移確率密度である・ωニt〃（亡，Ψ，z）を代入

することにより，もとのコーシ問題（4・10）および（4・11）の解析解が得られ

る．

命題6．1．条件4．1あるいは条件4．2のどちらかが満足されているものとす

る．また，

　　　　　　
（6・5）　Σ｛1σ‘（ちω，z）1＋1政（ちω，z）1｝≦K（ω）eαllzIIγ

　　　　　‘＝1

を満たすようなκ（ω）と亡，ω，zに依存しない定数α＞0，0＜’γく2が存在

したとする．このとき，9（f，ッ，z）と冗（亡，紗，z）の滑らかな一意解は，

　　　9（亡，v，z）

　　ニ9（ε，ω（f，Ψ，z），z）／η（ε，z）
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一ズんε一・（囎暑u・（為（ε（臥ξ；1（紹η（ちz）））

（6・6）　　　　　　　　　　　　　　×φ（θ，ξ；オ，z，Σ）喫4θ

　　　　＋ε　）ん囎唾（ε（τξ糊綱））

　　　　　　　　　　　　　　xφ（T，ξ1舌，z，Σ）4ξ，

　　π（舌，Ψ，z）

　＝e一覗（オ，ω（亡，v，z），z）／η（¢，z）

イんビδ（θ一・）ε（聯跳之）・・（e（乱ξ糊η（ちz））

（6・7）　　　　　×φ（θ，ξ1哲，z，Σ）dξ4θ

　　　　＋ε一μんe一δ（T一‘）ε（聯雪，z）乃（ε（スξ糊η（ちz））

　　　　　　　　　　　　　×φ（T，ξ1孟，z，Σ）ξ，

と与えられる。ただし，ε（θ，ξ1オ，“，z）は

　　　　ε（θ，ξ；オ，Ψ，z）一ε写＋r1’Σ一1（ξ一z）＋（δ一r　21’Σ一11／2）（θ一ε）．

である，

（6，5）の十分条件は次の命題で与えられる，

命題6．2。条件4，1が成立すれば，（6．5）は満たされる．

証明．F（μ）がコンパクトな台を持てば，

　　　　η（ち之）≦η（似Z）≦んe”『1μIHlz”dF（μ）≦ε蜘”z”
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および

　　η（ちz）≧んε一”ガ1μ”’1レll一　1μ／2dF（μ）≧輪ε一蜘Ilzll

を満たす輪＞0と1≧Ko＞0が存在する。従って，

　　　　　　　　　Ib9η（カ，z）1≦K・（1＋llzll）

を満たすようなK1＞0が存在する。よって，

1σ‘（オ，切，Z）1≦η（亡，Z）Keα1脳＋71’Σ一1z＋（6　一r21’Σ一11／2）飼09η（ちz）F

　　　　　　≦κeM・IIz”（1＋K2（ω）exp［α、”z”ツ＋K1（1＋”zl1）γ】）

　　　　　　≦K3（ω）eα2“z“m脳｛1’7｝

となる．私（ε，ω，z）についても同様に，

　　　　　　　1即，ω，Z）1≦K4（ω）θα311z”max｛1’γ｝

が成立する．　　　　　　　□

　　　7．対数および双曲型絶対危険回避効用関数の場合

　本節では，事前分布がコンパクトな台を持つとき，対数および双曲型絶

対危険回避（HARA）効用関数の場合に関する最適戦略を計算する、正

規事前分布の場合，これらの効用関数は有限な最大化期待効用を保証しな

いことも示される．
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A．対数効用関数

　F（μ）がコンパクトな台を持つとする・効用関数U‘（¢）ニδJog（¢＋

肌‘），6‘，η↓」＞0，歪＝1，2が条件4．1（b）を満たすことは容易に確認でき

る．従って命題6．2から，σ‘（亡，u，z），E‘（む，u，z），乞＝1，2は（6．5）を満たす

ことがわかる，9（オ，写，z）とπ（む，g，z）を計算するため，

んη（乱ξ）φ（乱ξ1ε，z，Σ）dξ一ん｛んe　1ξφ（θ・ξ；ちz・Σ）4ξ｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　εμ’Σ一1z・『〆Σ一1μθ／24F（μ）

（牝・）　　一んe〆Σ一㌧一〆Σ一1μオ／2dF（μ）

　　　　　　　　　　　　　　＝η（ε，z）

となることに注意すると，

9（　）一
Tんε一δ（θ一・）　llllb・1・9（ε（ξ，θ矯1（ちz））

　　　　　　　　　　　　×φ（θ，ξ；舌，z，Σ）dξdθ

（乞2）　＋ε一δ（丁一‘）ん欝・1・9（e（ξ，繰島（，，z〉）

　　　　　　　　　　　　　　xφ（T，ξ…オ，z，Σ）（オξ

　　　　　ニーΨ∫（ε）十ん（亡，2；），

また

π（　）一ε一
んe一δ（θ一¢）ε（θ，ξ；　）

　　　　　　　　×｛e（臥ξ1驕1（ちz）一m・／㈱，之，Σ）姻θ

（73）＋ε一 ne一δ（T一オ）e（聯宮，z）
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　　　　　　　　　　×｛ε（τ講1（彦，z）一m2｝φ（劉ξ1オ，z，Σ）dξ

　　　　　＝e『憲ノ（孟）一9（¢）

と計算される．ただし，∫，g，んはそれぞれ

（7・4）　　∫（オ）一b、（1－e一δ（T一ε））／δ＋δ2ビδ（丁一ε），

　　　　　　9（亡）一肌・廊箆♂ゴΣ一1（ξ一）　・’一1・／2）（θ一‘）

　　　　　　　　　　　　　　　　　×φ（θ，ξ；オ，z，Σ）dξ4θ

（牝5）　＋飢2孟鴨ε7ゴΣ一1（ξ一z）一（　Σ｝11／2）（T一ε）

　　　　　　　　　　　　　　　　　×φ（T，ξ；オ，z，Σ）dξ

　　　　　　　　一肌・ズε一dθ＋　一（T一重）

　　　　　　　　＝m、（1－e一「（T一ε））／δ＋㎜2ε　（T一ε），

ん（　δ・ズんε一δ（θ一・）li矧一7ゴΣ一・（ξ一z）

　　　　　　　　　一（δ一r一　1・／2）（θ一亡）＋1・9（6驕））｝

　　　　　　　　　　×φ（θ，ξ；孟，z，Σ）ψξdθ

（乳6）＋わ2e一δ（T一ε）
紹｛一　一・（ξ一z）

　　　　　　　　一（δ一7－T2ゴΣ一1・／2）（T一力）＋塊（b籍））／

　　　　　　　　　　　　　　　　　×φ（T，ξ∋亡，z，Σ）dξ
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と与えられる．

　対数効用関数の場合，9（冠，Ψ，z）の表現においてッとzは加法的に変数分

離可能であり，またπ（ε，∬シz）はzに依存しないことに注意しておく・

　さて命題5．2から，最適戦略（π‘両z・ホ，cε両z・寧）は容易に計算できる．

κ（綱一一1・g（¢チ（募f）），

であるから，

（7，7）

を得る．

π1・露・z・＊Xl・¢・z㌔（Xl・T，ろ率＋9（3））Σ一1（μ（s，Zl’z）一γ1）

c音¢・z，寧xl一一b・（Xl’＝｝z’零＋9（s））一㎜1．

　　　　　　　　　　　　∫（s）

（7．7）は，確実性同値原理（certainty　equivalence　principle）

が，対数効用関数U、（¢）ニδ乞log（¢＋耽），索＝1，2の場合に成立すること

を示す．より一般的な確率ドリフトの場合にも確実性同値原理が成立す

ることが示される．逆に確実性同値原理が成立するのは対数効用関数の

場合に限られることが知られている．これらの証明については，Kuwana

（1995a）を参照されたい，　　　　　　□

B．双曲型絶対危険回避効用関数

　Aの場合と同様に，F（μ）がコンパクトな台を持つと仮定する．効用関

数をU‘（z）＝δ¢¢α，わ、＞0，0くα＜1，乞二1，2とする。砿（の）が条件4．1

（b）を満たすことは容易に確認できる・9（ち払z）およびπ（ち肋z）は次の

ように計算できる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
9（ち　）一

Tんe一・（θ一・）lill暑b・（e（乱老羅鍔（，，z））薫
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　　　　　　　　　　　xφ（θ，ξ1亡，z，Σ）dξ4θ

（・・）　・幽綴紅（処絵鶉、切）禽

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×φ（T，ξ1オ，z，Σ）4ξ

　　　　　　＝ε『尚κ（オ，z）

冗（鯛一 ん誰蘭ξ綱
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　x（謙鵜ち切）㍉（乱ξ；卿ξdθ

（79）＋瓢謹蘭ξ綱
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　　　　　・（諾鵬ち⇒）冨φ（撫Σ）ξ

　　　　　　＝ε一吉‘（オ，之）．

ここでκ（哲，z）は騨

姻一蹄施［価一併一零撃）ω一円

　　　　　　　　　　　　・仏（　象ll）㌔卜禦剰

　　　　　　　　　　　　　　　　　×舳ろΣ）礎｝4θ

㈱）＋跡即［価一酵一稗孕）σ一円

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　・ん（紹）㌦［零禦］

　　　　　　　　　　　　　×φ（T，ξ；オ，z，Σ）dξ，
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また」（亡，z）は，

ε（　α嗣丁即［（δ一㏄一零霧11／2）（θ一亡）］

×｛ん（lill霧）吉脚［一湖fさ乞一切1

　　　　　×㈱属Σ）dξ｝dθ

（7。11）

　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ　　　　　　　×ん（紹）冨・x・卜7ゴΣf茎乞一z）］

　　　　　　　　　　　×φ（T，ξ1亡，z，Σ）dξ

で与えられる．以上から，

　　　　　　　　　κ（ち亀z）一（α一・）1・9（」（壽z））

となり，最適戦略（πち3茜率，cε茜Z・ホ）は，

　　　　　　亡，忽，z，申Σ一1（μ（8，Z勃一71）　1∂塩Z勃

＋α嵩
（δ一砂一 11／2）（T一オ）

僻・

と言十算される．

　　　　　　　　　　　　　　1一α　　‘（5，zl・z）　∂z

　　　　　　　　　　（αb、）1一α

　　　　　　　　　一‘（s，zl・z）

　　　　　　　7噛z高＊の表現における第2項の存在から確実性同値原理

がHARA効用関数の場合には成立しないことがわかる．　　　　　　□

C。42（d）を満たす効用関数の例
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　先に述べたように，一般によく用いられる対数効用関数およびRARA効

用関数はどちらも条件42（d）・を満たさない・ここでは，条件4．2（d）を満

たすような効用関数の一例を示す．

ろ（c）一一・｛・くcくe一・｝1・9・＋1｛c≧・一・｝｛2－2Φ（（1＋1・gc）帰）｝

によって与えられる関数1を考える・ただし，Φ（・）は標準正規分布の分

布関数である。義（c）は連続な狭義減少関数であり，lim．↓01‘（c）＝oo，

1imc→。。ろ（c）ニ0であるから，逆関数撃はうまく定義され，連続かつ

狭義減少でlim¢↓oU」（¢）ニoo，lim露→。。研（¢）＝0を満たす．従って，一

階導関数の逆関数が1，（c）となるような狭義凸効用関数U‘（¢）が存在する．

α＞0のとき，limγ→。。〆（1一Φ（α穿十δ））＝0だから，

國ε宮）1十｛く一・｝＋εツ｛2－2Φ（（写＋・）師）｝1｛写≧一・｝1

　　　　　≦M1＋團

を満たすようなある定数ハ41＞0が存在する，また，

　　　　　　eη4寄Lε慰・｛喜く一・｝一ε一準・｛Ψ≧一・｝

は有界連続であり，さらに

　　　　　　　ε馴d2誰μ）一（Ψ＋1）e一準・｛穿≧一・｝

もまた有界連続である．最後に

　　砿（1歪（eり））＝定数一eμ1佃く＿1｝

　　　　　　　　　　一｛・＋樗（Φ（慰）一Φ（一・））｝1佃担｝

もまた有界連続であるから，U‘は条件4。2（d）を満たす．　　　　　　□
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D，正規事前分布の場合

　事前分布に正規分布を仮定すると，ドリフトのベイズ推定量がZ君に関

して線形になることから，取り扱いが容易であるように見える．しかし，

正規事前分布は条件4．1の仮定を満足しないので，条件4．2を適用できるよ

うな効用関数を用いる必要がある．もちろん条件4．1および4，2は十分条件

であるが，正規事前分布と対数あるいはHARA効用関数の組み合わせで

は，効用最大化問題の値関数が無限大になることから，HJB方程式は成

立しなくなる．

　Gemotte（1986），Dothan　and　Feldman（1986），Feldm＆n（1989），

Detemple（1991）らは，ドリフトにOmstein－Uhlenbeck過程を想定し・

HJB方程式の有効性検証することなしに，対数効用関数の場合について

変数分離によって形式的に解を求めている．ここでの正規事前分布の場合

の反例はOmstein－Uhlenbeckドリフトの特別な場合として考えることが

できる．

　簡単化のために，1次元の場合を考え，Σニ1，事前分布をN（0，1）と

する。η（亡シz）は，

　　　　　　　　η（琳＋1）一去卿［2（亡尋1）］

と計算できる。κ（孟，z）の第2項の積分は，

　　　　　　　　　　　　　　孟（紹）㌦［一集ぎ）］φ（るT・ちろ・）dξ

一（瓠叫1｛鴇篇（留｝ξ2－1響α］4ξ

のように表現できる．従って，T一（2一α）ε一（1一α）≧0のとき積分

は無限大となり，Tが大きく亡が小さいとき値関数は無限大になる，この
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場合，HJB方程式は意味を持たない．同様に対数効用関数の場合にも，

7．A、で定義したん（f，z）が無限大になる．　　　　　　□
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