
金利の期間構造決定モデル
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　本稿では1一ファクター，及び2一ファクターの金利の期間構造モデルを

主に無裁定条件下で導出した％s∫c醜［1977〕を中心に考察する．Vas－

icekモデルの2一ファクターモデルヘの拡張は第3章に示したとおり簡単

に行われる．さらに1ノスク中立型経済における債券価格のマルチンゲール

表現定理（撫漉soηαη4PZ∫sたα［1981］）を尤度比と鏡像原理から導出す

る為の方法についてHeuristicな議論を展開する．本稿で用いる確率論の

結果中，伊藤の公式，Feynman・Kacの公式，そしてMaruyama－Girsa・

novの定理は最後に付録として載せてある．

第1章金利の期間構造

　一口に金利と言っても，実は何種類もの異なった金利が存在する．今日

借りて（または貸して）明日一番で返済する時に支払われる利子率と，長

＊謝辞：本論文は（財）全国銀行学術振興財団の平成6年度研究助成の援助のも

　とに書かれたものである．この場を借りて，同財団に深く感謝したい．

　　　　　　　　　　　　　　87



　　　　　　　　　一橋大学研究年報　経済学研究　37

期間に渡り惜りる（貸す）時の利子率は当然異なってくるだろう．長期に

渡る時には，貸し手は一般に短期の場合より大きなリスクを負う事になり，

その分高い利子率を要求するであろう．又別の状況では，もしも将来利子

率が低下するとの強い予想が市場を支配しているならば長期利子率は逆に

短期利子率よりも低くなるかも知れない，いずれにせよ，利子率は満期日

までの関数と見る事が可能であり，その関数を“金利の期問構造（Tem

StructureofInterestRate）”と呼び，そのグラフをイールドカーブ

（Yield　Curve）と呼ぶ．一般には金利は満期までの期間の増加関数と考

えられるが，現実には色々なパターンが存在し得る．以下に示すものは代

表的な4っのパターンである．特に①のケースを順イールド，②を逆イー

ルドと呼ぶ．期間構造は日々変化していく。1980年代のある時期には逆

イールドが観測された．一方現在は順イールドの世界である．

　金利の期間構造決定モデルには大きく言って2つの流れがある．第1番

には，Co箔加gθ7so〃αnd　Ross［1987コの論文に代表される一般均衡型モ

デルに基づく方法，他方は％s歪c餉［1979］，昂θα‘h，／砿roωαη4巫oπoη

［1992］等による無裁定条件からのモデル導出法である．本論では主に後

者の“無裁定モデル”に沿って分析を進める．その流れの中で，金利の期

間構造の（変化の）決定メカニズムを与える代表的なVasicekモデルの

概観とその2一ファクターモデルヘの拡張について論じる事にしよう．又

Vasicekは基本的には派生証券価格式が満足する偏微分方程式を求めてい

るが，それとマルチンゲール法との関連についてS歪θg，π％η4［1985］で示

された鏡像原理と尤度比法との組み合わせによる方法の適用可能性を論じ

る．又本稿で使用される確率論からの幾つかの結果については確率論に馴

染みのない読者の為に最後の章に付録としてまとめてある．
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第2章準備

　先ず金利とは具体的に何を指すのか．銀行の定期預金の金利も一っの候

補であろうが，一般には国債等の債務不履行の無い（Default　Free）割引

債券の現在価値から計算される．P（孟，T）を丁時点を満期日とする割引債

（以後丁一βoη4と呼ぶ）の（現）時点置での価格とする．又満期日での価

格は便宜上P（T，T）＝1（＄，or￥，etc…）と仮定，即ち，P（‘，T）は満期日

に於ける値を除きランダムに変動する確率過程であると仮定する．一方利

回り（Yield　to　Maturity）をR（哲，τ）（但し，τ＝T一孟）と書くとき，

　（2－1）　　　　　　　　　　R（渉，τ）；一（1／τ）10g　P（∫，T）

が成立する．何故ならばT一βoπ4の時点∫に於ける利回りを連続複利で

表せば，明らかに

　　　　　　　P（オ，T）・exp｛τR（‘，τ）｝＝P（T，T）＝1

が成立する．これより（2－1）式を得る．1～（‘，τ）をτの関数と考えたもの

を以後金利の期間構造と呼ぶ．さて，金利の期間構造は上でみたように債
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券価格式P（‘，T）により決定される．それでは債券価格は何により決定さ

れるのか，以下関係する関数（ランダム関数）を定義する．

［定義2－11（i）　フォワード金利（ForwaM　Rate）　47、，7）を‘＜Tしく

ろなる3時点とする．彦時点で決められた将来のT1時点からろ時点まで

の間に支払われる利子率を孟時点に於ける処とろの間のフォワード金利

と呼びF（オ，71，易）と書く．又

　（2－2）　　　　　　F（言，T）＝1im4＿oF（渉，τT十∠）

をオに於ける時点丁での瞬間的なフォワード金利（Instantaneous　For・

ward　Rate　a廿for　the　Date　IT）と呼ぶ．

　（ii）　スポット金利（Spot　Rate）

　（2－3）　　　　　　7（孟）；F（オ，ご）

を時点孟に於けるスポット金利と呼ぶ．スポット金利とは現時点に於ける

瞬間（安全）利子率のことである．ここで安全とは，それが（瞬間的）に

は確率変動を含まないからである．／／／

　上で定義されたフォワード金利とT一βo屈との間には次の補題で示さ

れる関係がある．この補題は考察の対象となっている経済モデルに裁定が

存在しないという条件のもとで証明される．

［補題2－1］診く雪＜7iとするならば，

（2－4）F（∫，箔，ろ）一［㍗箔］一且｛1・gP（‘，℃）一1・gP（∫，写）｝

［証明］　仮に（2－4）で等号が成立せずP（∫，7、）＞P（47レ）・exp｛（乃一7、）

F（孟，Tl，7ン）｝であったとする．そこで，時点オで次のポートフォ1ノオをっ

くってみよう（角括弧内はキャッシュフロー），

　（1）　7、一Boη41単位売り［＋P（‘，7、）］

　（2）　7≧80πd　exp｛（7』一℃）F（∫，Tl，7§）｝単位買い［一P（孟，乃）×

　　　exp｛（易一7㍉）F（診，71，7…）｝］

　（3）℃からT2まで利率F（渉，処，7））で＄1借りる約束をする［0］．
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すると，このポートフォリオの時点‘に於ける価値は

　　　　　　P（‘，7㌔）一P（‘，ろ）exp｛（殿一τ）F（哲，ITE，ろ）｝

となり，仮定より正の値をとるから，このポートフォリオをつくる事によ

り時点∫では正の利益を得る事が可能である．次にこのポートフォリオの

時点箔での価値は（1）の7、一βoη4の売りに対し＄1償還する事による

マイナス＄1．しかし，（3）より＄1借りる事になっているからこの二っ

は丁度相殺され，プラスマイナス0となる．一方712時点では（2）の

易一βoηdが償還される事より＋exp｛（乃一丁、）F｝．しかし，T1で借り入れ

た＄1の返済額は利子込みでexp｛（7）一Tl）F｝．従ってここでもキャッシ

ュフローは0となり，結局はじめに得た利益がそのまま残る事になり，裁

定が存在する，従って裁定機会が消滅するまで7、一βoη4の価格は下降，

逆に7》一βon4の価格は上昇する．逆向きの不等号から出発しても同様の

議論により価格調整が行われ，結局等号が成立する．／／／

　定理の系として次の補題が示される．

［補題2－2］

（2－5）R（ω一（1／τ）£T）F（雄）d駕一（一1／τ）1・gP（ムT）

　（2－6）　　　　　　γ（‘）＝R（‘，0）

［証明］　定義より，

　F（‘，μ）ニlim“→oF（孟，払％十∠）＝lim4→o｛logP（‘，μ）一P（‘，％十∠’）｝／∠

　　　　　＝一（∂／∂Z‘）log　P（哲，Z6）

これより，

£T）F（雄）伽一一£T）（∂／∂μ）1・gP（融一一1・gP（あT）一τR（高τ）・

上式よりτF（置，孟）ニτR（‘，τ），ここでτ→0とすれば，ア（渉）＝R（オ，0）が証明さ

れる．／／／
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　さらに［補題2－2］より，

（2－7）　P（ちT）一exp｛孟丁）F（勲｝・

これらより金利の期間構造の決定は7，F，Pのどれを出発点としても良い

事が判る．しかしPは満期時点で分散が0となる確率過程でその取り扱

いはやっかいである。そこで一般にはスポット金利7から出発するか

（Vasicek），フォワード金利Fから出発する（Heath－Jarrow・Morton）

かにより異なったタイプのモデルが考えられている．以下ではスポット金

利を出発点とし，裁定理論を基本的なトゥールとして，期間構造決定モデ

ルを考察する．

第3章Vasicekモデル

　本章ではスポット金利からモデルを作る接近法についてレαS∫0餉

［1977］，力規s配d∫αη［1989］に沿って考察して行く．yiαs∫c餉等の出発点

はスポット金利であるが，スポット金利の撹乱項が一っのブラウン運動か

ら成るものを1一ファクターモデル，複数個から成るものをマルチファク

ターモデルと呼ぶ．本章では第1節で1一ファクターモデルを，そして第2

節で2一ファクターモデルを考察する．

§3－1　1一ファクターモデル

　本節の出発点はスポット金利の確率過程｛7（‘），‘≧0｝に対する次の仮定

である

［仮定3－1］　（i）　スポット金利η＝■（ピ）は連続なマルコフ過程で，次の

1オo積分に従う．

　　　　47（オ）＝δ（‘，7｝）4ご十ρ（孟，7｝）4PV（8），　H7（オ）～βハ4（0，1）．
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　（ii）8＝P（‘，T）は■（ご）より決定される（20）．

　（iii）市場は効率的で，裁定機会は存在しない．

本節では以上の仮定のもとで，債券価格（割引債の現時点における価格）

を決定する偏微分方程式を導出し，それを適当な境界条件下で解く事によ

り先ず債券価格式を求める．次いで，割引債に基づく各種派生証券の価格

導出の一般論について簡単に触れる．仮定3－1（i）でスポット金利はド

リフトの部分わ（砺）のと撹乱項ρ（4η）4W（‘）との和となっている．また

撹乱項はボラティリティと呼ばれる部分ρ（‘，乃）と標準ブラウン運動の増

分4W（孟）との積となっている，本節ではブラウン運動を一っだけ含むモ

デルを考えるが，一般には複数個のブラウン運動から成る撹乱項を持つモ

デルをつくる事ができる．2一ファクターモデルヘの拡張にっいては第2節

で触れる事とする．又一般のマルチファクターモデルヘの拡張は次節の方

法で容易に行われる，

　さて［仮定3－1（i）］と1孟oの公式（［定理A3］）から，

　　　　4P（オ）ニ（∂／∂孟）P（4T．ち）漉十（∂／∂7）P（4T，乃）dη

　　　　　　　　　1　　　　　　　　＋7（∂2／∂γ2）P（砿7（孟））（4符）2

　（3－1）

　　　　　　　一傾／鋤∂珊＋去ρ御御2｝4’＋ρρ職撒）

　　　　　　　＝㍉P（護，T，7｝）μ（∫，T，η）d直一P（4T，η）σ（置，T，7を）4PV（‘）

但し，

　　　角一μ（伽一P（覇γ1｛∂β／∂∫＋軌∂蝿／∂7＋麦μ∂2君／∂■｝

　　　伍一σ（あT，乃）＝P（義丁，篠）一託｛ρρ君／∂7｝，

　ところで1一ファクターモデルに於いては満期日の異なる2つの割引債

η一．80η4（その現在た時点価格をP（η）；P（オ，7、）と書く）と7レβoπ4
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（同P（端）＝P（ご，7ン））を適当な比率で組み合わせる事によりローカルには

“価格変動リスグを含まない（無リスクな）ポートフォリオをつくる事

ができる．一方無リスクなポートフォリオは安全利子率7（‘）にもとづく

投資と同等でなければ裁定が生じる事より，両者の価値は等しくならなけ

れば成らない。これが派生証券価格決定の基本方程式を求める方法である．

具体的には7、一．80η4をち（円）売り（ω1＝一yl／Punit売り），端一Boπd

を同じくyl（円）だけ買う（ω2＝yl／Punit買い持ち）ポートフォリオを

つくる．このポートフォリオの価値をy＝ω1P（℃）＋ω詔（易）と書く事に

すれば（3－1）より

　　　　4y一認（‘，町，7））＝ωμP（η）＋ω2dP（ろ）

　（3－2）　　　　＝｛％μ（∫，乃）一ylμ（∫，IT［）｝d∫一｛yをσ（ご，7ン）一レ㍉σ（渉，Tl）｝4PV（∫）

　　　　　　＝｛1｝d‘一｛π｝4P「（診）．

ここで，｛π｝4W（‘）が不確実性のソースである．従って｛π｝＝0となる様

に砿と％を選べば無リスクなポートフォリオができる．故に，珍σ（‘，簿）

一硲σ（孟，℃）＝0とすれば，琉＝｛レσ（‘，7レ）｝／｛σ（孟，℃）一σ（‘，7ン）｝，％＝

｛7σ（護，℃）｝／｛σ（オ，7、）一σ（‘，7ン）｝を得る．さて上式を（3－2）に代入すると，

無危険なポートフォリオの無限小時間に於ける価格変動が得られる．又仮

定3－1（iii）より，安全利子率7（‘）での投資との間に裁定が生じないため

には，次の方程式が成立しなければならない．

　　　　4y（置）＝［｛1V（‘）｝／｛σ（孟，7、）一σ（∫，71）｝］［μ（孟，7』）σ（’，Tl）

　（3－3）

　　　　　　　　一μ（∫，丁且）σ（‘，7』）］d‘＝y（‘）7（‘）4置．

これより，任意の7、，7ンにたいして

　　　｛μ（’，7））σ（‘，71）一μ（‘，7㌔）σ（‘，7襲）｝／｛σ（∫，℃）一σ（診，端）｝＝7（’）

が成立．従って，ある関数σ（‘）＝g（’，ち）が存在して，

　　｛μ（置，71）一7（‘）｝／｛σ（∫，71）｝＝｛μ（孟，ろ）一7（孟）｝／｛σ（∫，7』）｝＝（1（‘）

となる．ここで，7、，7』は任意であったからg（孟）は男（乞；1，2）には依存
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しない．そこで任意のTにたいして，

　　　　　　　　　9（渉）＝｛μ（渉，T）一7（渉）｝／σ（護，T）

が成り立つ．ここで導入されたσ（孟）が“リスクの市場価格（Market

Price　of　Risk）”と呼ばれる関数である．リスクの市場価格を用いれば，

債権の収益率と安全利子率との差は

　（3－4）　　　　　　　　　μ（∫，7’）一7（‘）＝σ（ご）σ（護，T）

と書きあらわせる．一般にリスクを持っ債券の瞬間収益率μ（護，ち）と無危

険資産からの収益率乃とは一般には異なるが，その差は全ての割引債を

通じてg（∫）σ（ご，T）である事と無裁定条件が同値であることが示されたの

である．σが正であれば危険資産の収益率は無危険資産の収益率よりも高

くなるが，負の時には逆となる．常識的にはリスクの市場価格が負となる

ことは考えにくいが，負となる状況も存在し得ることを注意しておく．後

で述べるが，リスクの市場価格は現実の経済とリスク中立型経済とを結ぶ

橋である．さて，μ‘と伍の定義より（3－4）式は

［一1／P（偽）］｛（∂／∂‘）＋わ（硫）（∂／∂γ）＋壱ρ（4η）（∂2／ケ2）｝P（偽）一ゆ

　　＝σ（‘）｛［一1／P（δ，T，7≧）］ρ（孟，7｝）（∂／∂7）P（診，T，η）｝

と書ける．そして，これより割引債券価格決定のための基本方程式

　　　　（∂／∂∫）P（6，T，7）十［δ（‘，η）十9（6）ρ（‘，7｝）］（∂／∂7）P（47、71）

　（3－5）　　　1
　　　　　　＋互ρ（4η）2（∂2／∂・2）P（砿ち）一7（孟）P（礁ち）一・

を得る．P（孟，T，η）を決定するためには方程式（3－5）を境界条件

　（3－6）　　　　　　P（T，T，γT）＝1

のもとで解けば良い．そして，期間構造は

　　　　　　　　1～（‘，τ）＝［一1／τ］10gP（‘，7’，7｝）

より求められる，一般に偏微分方程式を実際に解く事は易しくはないが，
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この場合特定のスポット金利過程についてはClosed　Formの形で解が求

められている．次の定理はその準備であり％s歪c餉［1977］の主要結果の

ひとっである．

［定理3－1］境界条件（3－6）のもとで（3－5）の解は

　　　　P（嗣一E・｛exp｛一£T）・（％）伽瓦丁）9（鵜）2伽

　（3－7）
　　　　　　　　　＋兀丁、σ（肱7（μ））4w（π）｝／

と表現される．但しEま（・）は｛γ（衡）；初≦孟｝が与えられた時の条件付き期

待値である．

［付記］　％s¢c餉［1977］は解を直接求めているが，ここではより一般的

にFeynman－Kacの公式とMaruyama－Girsanovの定理から証明する．

［定理の証明］　基本方程式（3－5）を

　1一万［ρ1（∂2β／∂イ）＋（わご＋¢ρ≠）（∂2／∂7）H∂2／∂‘）＋招一〇・P（τT）＝1

と書き直賦§A4（A－41，42）式でム‘一去［ρ1（∂2／御2）＋（わ‘＋吼ρ，）（∂／御）］

た（孟，¢）＝7（6），∫（¢）＝1であるから，［定理A8］より

（3－8）　P（嗣一母｛exp｛一泥丁、X（％）伽｝｝

ここで，X（孟）はdX（孟）＝（δ‘＋⑦ρ‘）説＋ρf4W（君）で定義される1孟o一過程で

ある．一方，7（∫）は47（孟）＝わ4＋ρ‘4H！（∫）で定義される．そこでMaru・

yama－Girsanovの定理（定理AlO）より，（3－8）を7（‘）で表現すると

E・｛exp｛一£T、X（駕）伽｝｝

　　　一易｛exp｛一£T，伽＋£T）σ（π）4職）一飢丁、92（艇）4％｝｝

となり，定理が証明された．〃／

　勿論σ（祝）＝0の時にはX（孟）＝7（‘）　となりP（‘，T，η）ニ
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η｛exp厩丁）7（μ）4駕｝｝が成立している・この時P（嗣は醐こ於け

る債券価格P（T，T）＝1を安全利子率で割り引いたものを測度Pのもとで

平均したものに他ならない．一方

（｝9）　　β（‘）一exp｛塩♂（銘）ぬ｝

とすると，P（T，T）＝1を考慮すれば，

　（3－10）　　　P（孟，T）／B（‘）ニE‘｛P（T，T）／B（T）｝，

が全ての♂≦Tに付いて成立している．即ち｛P（♂，T）／B（‘〉：‘≦T｝は，も

しもリスクの市場価格が0であるならば測度Pのもとでマルチンゲール

となっている，さて，以下のHeuristicな議論はP（哲，7盗）のマルチンゲ

ール表現をあたえる．7（‘）のマルコフ性より（3－7）の右辺は

　　　E　）｛exp｛£T）7（銘）伽＋£T）σ（μ）4職）凱丁）σ2（μ）｝｝

に等しい，ここで期待値は（‘，W（∫））を出発点とするブラウン運動の分布

による．一方，

　　4Qαwα））＊一exp｛£T）9（％）姻％）一裁丁）σ2（π坤P仏脚））

で測度Q＊を定義すれば

五exp｛一£T）7（％）伽＋£T）σ（銘）4職）凱丁）σ2（駕坤Pαwα））

　　　　一£exp｛｛T）伽｝4Q仏脚））＊

従って，

（象11）　P（嗣一E跨｛exp｛一4T）7（祝）伽｝｝

が成立する、そこで（3－10）と同様に，先ずB（‘）で割り引いてみると，

（3－10’）　　P（‘，T）／B（‘）；E芦｛P（T，T）／B（T）｝

が全ての‘≦Tに付いて成立している．即ち｛P（‘，T）／B（‘）：‘≦T｝は，測
、
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度Q＊のもとでマルチンゲールとなっている．これは昂α規馳η磁4

P傭肋［1982］の主要結果である．上の議論は例えば，Sゼθg窺％π4［1985］

等の方法により厳密に証明されるであろう．

　［定理3－1］は連続的にクーポンを支払う債権の価格決定モデルや，そ

れらの割引債にもとづく（ヨーロッパ型）オプション等をふくむ派生証券

価格決定モデルに対しても比較的容易に拡張される．そこでU＊（4T，η）

をレート雄，η）で連続的にクーポンを支払い，そして満期日丁には

g（■T）を償還する証券の時点’価格とする．すると（3－5）と同様にして，

次の方程式が成立することが証明される．

　　　（∂U＊（ご，T，7）／∂♂）十［わ（護，ち）十σ（♂）ρ（オ，乃）］（∂U＊（孟，T，ち）／∂γ）

（3－5’）

　　　＋者ρ（ちη）2（∂2U＊（嗣働2）一7（孟）U＊（伽＋h（硫）一・

　（3－6’）　　　　　　　　U＊（T，T，■T）＝g（7T）．

ここで次の［定理3－1］の系が証明される．

［系3－1］

　　　　　　U＊（伽蹄（XT）exp｛一£T）X（μ）伽｝

　（3－7’）

　　　　　　　　　　　＋蔚（級）・xp｛一い（θ）｝研

但し，dX（診）ニ（わ汁σfρ，）砒＋ρμW（∫）。

系3－1の証明はFθyπη窺αn一κα6公式を（3－5’），（3－6’）に適用すればよい．

／／／

　さて［定理3－1］でスポット金利をうまく特定化すれば債券価格を

ClosedFormで求める事が可能となる。そこで具体的にスポット金利が

従う確率過程として次の仮定を置こう．

［仮定3－2］　スポット金利7（孟）はOmstein－Uhlenbeckプロセスに従う：
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　（3－12）　（Z7（‘）＝α（γo－7（言））4ご十ρ4VV（‘），　　　ワV（彦）～」Bノレf（0，1）．

但し，αγ。，ρは全て正の定数．／／／

　次の定理が悔ε∫o餉［1977コの主要結果である．

［定理3－2］仮定3－2のもとで，ゼロクーポン債の価格（基本方程式の

解）は

　　　　　P（47㌧7｝）＝exp｛（1／α）［1－exp｛一α（T一∫）｝］［R（∞）一7・∫］

　（3－13）

　　　　　　　　　　　一（T一∫）R（・。）一（ρ2／4α3）［1－exp｛一α（T一‘）｝］2｝

　　　　　　　　　　　　　　1但し，1～（oo）＝γo＋（ρ（7／α）一一（ρ／α）2．

　　　　　　　　　　　　　　2
［証明］7（ず）が与えられた時に確率微分方程式（3－12）を解くと，s≧孟

なる全てのsに対して，

　　　　　　　　　7（S）一［7（‘）一γ。〕exp｛一α（s一∫）｝＋γD

（餅14）
＋ρ£◎exp｛一α（s一麗）｝　（π）

となる．これより

　　　　　　左、［7（T）］一γ。＋［7（孟）一γ。］exp｛一α（T一オ）｝

　　　　　　var、［7（T）］一（ρ2／2α）［1－exp｛一2α（T一オ）｝］

となる事を注意しておく．定理を証明するには［定理3－1］でg；0とし

て期待値

　　　　　君（4丁圃［exp｛一・（T）｝］・・（T）一£T）7（π）伽

を計算すれば良い．（3－14）より

　　　　　1（T）；γ。（T一‘）＋［7（‘）一γ。］exp｛一α（T一∫）｝／α

　　　　　　　　　＋（ρ／α）£T）［1－exp｛一α（T一¢）脚¢）

これより，

　　　　　μ1（T）＝E、［1（T）］＝γo（T一オ）十［7（渉）一γo］exp｛一α（T一ご）｝／α

（3－15）頃丁）一var、［1（T）］一（ρ2／2α3）［4exp｛一α（T一∫）
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　　　　　　　　一exp｛一2α（T一孟）｝十2α（T一君）一3］

流X－N（仏σ2）であ楓E［exp｛一X｝］一exp｛一μ＋壱σ2｝だから・

　　　　　　　珍［exp｛一・（T）｝］一exp｛一μ、（T）＋壱峨丁）｝

上式に（3－15）を代入する事より定理は証明される．／／／

　一方仮定3－2のもとで系3－1の結果は力解αs顔αη［1989］により次の

ように与えられている：

［系3－2］

　（3－16）　　　　U＊（孟，T，η）ニP（オ，T，η）E‘［g（1～礁，（T））〕

　　　　　　　　　　　　　　＋£T）P（幅）E［姻・ゆ）］4s

但し，

P（礁・）一exp佳ん2（4s）一π（ち哉7）｝，廊・）一螂7）一φ（あs）

　”z（‘，s，7）－exp｛一ατ｝7十（1－exp｛一ατ｝γo，　τ＝T一∫

　η（‘，s，7）ニτγ〇十（，・一γo）（1－exp｛一ατ｝）／α

紀2（4s）一ρ2（4exp｛一ατ｝一exp｛一2ατ｝一2ατ一3）／（2α3）

　φ（‘，s）ニρ2（1－exp｛一ατ｝）2／（2α2）．／／／

次の2つの例は／徽sh誠αη［1989］にある［系3－2］の応用である。

［例3－1］　先物価格の導出．‘≦T≦sなるとき，s一βoη4の丁時点に於け

る先物価格を求めたい．もしもs一βoηdの丁時点に於ける価格P（T，s）が

既知であればそれを時点‘からTまでの無裁定利子率P（オ，T）一1で割り引

けばよい．即ちP（T，s）／P（診，T）がその価格である．しかしP（T，s）は未

知であるからそれを（3－16）で“推定”する．

ここで，g（7）＝P（T，s，7），ん（護，1）＝0であるから，それはP（‘，T，η）E‘［P］，

但しP＝P（T，畠R堀丁）であたえられる，即ち，

　（3－17）　　　　　　　　E‘［P］；P（オ，⑤符）／、P（置，T，ち）
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が成立している。

［例3－2］　C（‘，7冶，鳥筍）をs一βoη4を源資産とする，満期日丁，行使価格

κのヨーロッパ型コールオプションCのた時点での価格とするとき

（‘≦T≦s），

　（3－18）C（護，T，s，幅）＝P（護，購）φ（ん）一κP（ご，T，乃）φ（ん一㊥）

但し，Φ；u（4T）［1－exp｛一α（s一孟）］／α，”2（4T）＝var‘［7（T）］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　ん＝（1／⑳）1・g［P（糊）／P（あτち）〕＋互Φ

　　　Φ＝標準正規分布関数．

実際，Cは7にもとづく派生証券で満期日に於ける価値はmax｛0，

P（T，s，7T）一K｝であることより（3－16）でg（7）＝max｛0，P（T，s，7）一X｝と

おけばよいから，

　（3－20）　C（渉，7’，哉κ，η）＝P（護，T，η）E‘［max｛0，P－K｝］，

　　　　　　P－P（7’，哉星，丸丁）

となる．ところでPの定義より，Pは対数正規分布に従い

　　　　　　　ρ芦…var｛logP｝＝var監、｛logP（7’，哉7T）｝

　　　　　　　　　箒v（‘，s）［1－exp｛一α（s－T）｝］／α

一茄［P］一exp｛μ＋詞は対数正規分布の性質から明らか。又（3－

17）より，

　　　　　　　　exp｛μ＋詞一P（幅）／P（4τη）・

従って

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　2
　　　　　　　　μ＝1・9［P（幅）／P（砿乃）］一芽Φ・

ところで，Z～N（0，1）とすれば，logP＝μ＋曜と表現できるから（3－

20）は
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　　　C（孟，T，s，K，ち）＝P（‘，T，η）E♂［max｛0，exp（μ十％Z）一K｝］，

と書ける．又，

私［max｛似exp（μ＋磁）一K｝］一 ＠卯工。．）［exp（μ煽）一κ］φ（¢）4¢

より，（3－18）を得る．／／／

§3－2　マルチファクターモデル

　本節では前節の結果を2一ファクターモデルヘと拡張する．一般のマル

チファクターモデルヘの拡張は本節の方法を用いることにより容易に行わ

れる．2一ファクターモデルは次のスポット金利に対する仮定で特徴づけら

れる．（関連問題で最近出版された論文にルf伽瓶αη4K歪s配πo［1995］が

ある．）

［仮定3－3］　（i）　スポット金利ち＝7（孟）は連続なマルコフ過程で，次の

1∫o積分に従う．

　（3－21）　　（∫7（‘）＝δ（’，η）d置十ρ1（’，ち）d四（‘）十ρ2（∫，ち）d％（’）

但し，％＝曜（∫）～βM（0，1）（∫＝1，2）は相関係数η12を持つ2次元（標

準）ブラウン運動，ρ，冴ρ，（嬬）　（ゴ＝1，2）はボラティリティー．

　（ii）8＝P（♂，T）は7（診）より決定される，‘≧0．

　（iii）市場は効率的で，裁定機会は存在しない．

仮定3－3（i）と1‘oの公式から，

　　　　　　dP（f）一｛（∂召／∂‘）＋防（岬∂γ）

　　　　　　　　　　＋壱（ρ急＋ρ＆＋2ρkρ宏η1敦）（∂2恥2）｝漉

　（3－22）　　　　　　　　　十ρ1‘（∂君／∂7）4㎎（’）十ρ2‘（∂写／∂7）4％（‘）

　　　　　　　　　＝μ2（4T，η）P（4T，ち）4‘

　　　　　　　　　　＋σL（∫，T，η）P（孟，T，ち）4㎎（護）
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　　　　　　　　　　十砺（孟，T，ち）P（ご，T，乃）4％（診）

但し，

　　　　　　　　μ‘＝μ‘（T）＝μ（哲，T，ち）

　　　　　　　　　一P（嗣一且｛（∂2／∂ε）＋わ‘（∂零／∂・）

　　　　　　　　　　＋去（ρ釜＋ρ甚＋2ρ1£ρ匁η1匁）（∂2恥2））｝，

　　　　　　σ1、（’）＝σ且（‘，T，ち）ニP（哲，T，ち）一且｛ρL、（∂2／御）｝

　　　　　　σ2（‘）一σ2（‘，T，る）＝P（‘，T，筋）一’｛ρ窃（∂君／御）｝．

前節と同様，満期日の異なる3種類の割引債券からトータルでyの価値

を持つ無リスクのポートフォリオを作ってみる．

　耳斎［K／召（の）］P（‘，7、，η）十［％／召（㊧）］P（置，ろ，乃）十［％／君（端）］P（∫，端，ち）

　　一ωEP（‘，℃，η）＋ω2P（置，易，乃）＋ω3P（護，端，ち）

但し，君（殿）＝P（∫，℃，ち），∫＝1，2，3．前節と同様1診oの公式より，

　　　　　覗＝ω且4P（‘，男，笏）＋ωμP（置，㊧，乃）＋ω34P（ε，端，η）

　　　　　　　＝［ω1μ2（‘，丁監，笏）P（‘，の，乃）十ω2μ2（‘，ろ，乃）P（‘，7），ち）

　　　　　　　　十ω3μ2（孟，嬬，ち）P（‘，嬬，乃）］4‘十［ω！σ1（‘，7、，ち）P（君，翁，乃）

　（3－23）　　　　　十ω2σ互（‘，7至，笏）p（‘，ろ，ち）十ω3σL（‘，乃，ち）p（哲，7も，ち）］41研（オ）

　　　　　　　　＋［ω1σ2（∫，Tl，乃）P（診，℃，る）＋ω弼2（ψ，乃，筋）P（置，乃，乃）

　　　　　　　　＋ω3砺（’，端，η）P（‘，端，筋）］4％（∫）

　　　　　　　＝｛1｝dl’十｛私｝4㎎（‘）十｛砺｝dl％（‘）

ここで，確率変動をふくまないポートフォリオは｛111｝＝｛偽｝ニ0の場合で

ある事より，

　　　　　ω1σL‘（翁）召（℃）＋ω2σ1μ2）君（易）＋ω3σ1，（端）2（端）ニ0

　（3－24）

　　　　　ωEσ匁（丁且）召（℃）＋ω2σ宏（ろ）2（易）＋ω3σ匁（端）召（嬬）＝0

が成立するように，ω且，ω2，ω3を選べば良い．簡単な代数計算より，
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　　　　　　　　ω1＝EP3／Z）2］・［召（端）／η（℃）］ω3
　（3－25）

　　　　　　　　ω2＝［Pl／D2］・［2（嬬）／2（ろ）］ω3

但し，

　　　　　　　　PI＝σ且‘（℃）σz（端）一σ1，（端）σ以（箔）

　　　　　　　　P2一σ1，（乃）σ以（男）一σ量，（箔）σ以（乃）

　　　　　　　　P3ニσ互，（端）σ勿（端）一σ監，（ろ）σ物（端）．

これを（3－23）に代入し，V＝［Dl／∠）2＋1）3／P2＋1］君（端）ω3，4K＝｛1｝漉を

考慮すると，無裁定条件4耳＝y（‘）7（孟）鷹より，

　　　DΣ1［P3μ（‘，丁且，η）＋D1μ（彦，端，乃）＋D2μ（’，嬬，ち）］ω3P（礁，ち）

　　　　一Dr’［P、＋P3＋D2］7（6）ω3P（‘，端，符）

が成立している事が判る．上式を整理すると，

　　　Z）3［μ（℃）一7（∫）］十1）1［μ（易）一7（∫）］十1）2［μ（端）一7（‘）］＝0

これは，行列

　　　　　　　［μ（z）一7（置）］［μ（ろ）一7（∫）］［μ（現）一7（∫）］

　　　　　θ＝　　σ1‘（箔）　　σ旦f（易）　　σlf（驚）

　　　　　　　　　σ盟（τ）　　σ忽（易）　　σ匙（亀）

の行列式が0という事を示している．即ち，連立方程式

　　　　σ夏～（箔）γ1（‘，7、，7を）十σ匁（℃）γ2（‘，Tl，7ン）＝［μ（翁）一■（’）］

　　　　σ隻f（ろ）γ且（‘，71，ろ）十σ2f（易）γ2（‘，7㍉，端）＝［μ（ろ）一7（置）］

と

　　　　σlf（の）γ1（∫，7㌔，7も）十σ凄（男）γ2（置，丁匹，712）　＝　［μ（箔）一7（護）］

　　　　σμ（端）γ互（‘，71，7ゑ）十σ凄（る）γ2（置，71，7§）＝［μ（7も）一7（ψ）］

は同じ解を持っ事と同値である：γ1（ご，男，ろ）＝γL（‘，7、，嬬），γ2（哲，7、，ろ）

＝γ2（‘，7、，7も）．一方，7、，7ン，7もは任意であったから，結局任意のTとS

に対してある関数γ1（‘），γ2（ご）が存在して，
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　　　　　　σlf（T）γ1（∫）十σ翫（T）γ2（言）　＝　［μ（T）一■（渉）］

　（3－26）

　　　　　　σ1，（S）γ1（‘）十σ2（S）γ2（‘）＝　［μ（S）一7（孟）］

が成立する．γ1（≠）とγ2（孟）が2一ファクターモデルに於けるリスクの市場

価格である．μとσの定義から債券価格P（‘，T，ち）決定のための基本方程

式

　　　　（∂／∂診）」奪十［◎一ρ1，γ1（オ）一ρ以γ2（孟）］（∂／∂7）」馨

　（3－27）　1
　　　　＋万［ρ釜＋ρ甚＋2ρI」ρぬ］（∂2／御2）2－7（∫）P（礁乃）＝0

が導出された，但し君＝P（ム7款，）である．（3－5）との違いはリスクの市

場価格が2つになる事から偏微分作用素が若干複雑になった事であろう．

従って（3－18）の解は［定理3－1］と同様に求められる。以下その結果の

み提示しておく．

［定理3－3］　境界条件（3－6）のもとで方程式（3－27）の解は

（3－28）　P（偽圃｛exp｛一£T，X（艇）伽｝｝

ここで，X（渉）はdX（‘）＝（δ、一ρ泌（‘）一ρ2，乃（‘））4‘＋ゲdW（置）で定義され

る1孟o一過程である，但しW（‘）～βM（0，1）

　　　　　　　　　　φ一［ρ監＋揚＋2ρ且，ρ翅η国．／／／
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付録　ブラウン運動と確率微分方程式

§A1　ブラウン運動

　株価等の動きを記述するにはどうしたら良いか．先ず価格変化は連続的

に起こると仮定しよう，その変化は予測可能な部分と，数多くの不確定変

動から成る予測不能な部分とに分けられる．予測不能部分を記述する確率

モデルが以下で定義するブラウン運動である．

［定義Al］　以下の3条件を満たす確率過程｛W（‘），‘≧0｝を（標準）ブラ

ウン運動（StandardBrownianMotion）と呼び，W（‘）～BM（0，1）と表

す事にする．

　（i）　任意の診，s≧oに対して，

　（A－1）　　　　　　　　W（s十ご）一四（孟）～N（0，s）

　（ii）任意の孟1≦♂2く‘3≦‘4に対して

　（A－2）　　　W（♂4）一W（護3）とW（82）一W（‘1）とは独立

　（iii）　w（o）＝！〃o，又w（‘）は‘；oで連続．／／／

［注意］W（オ）＝W（姦ω），診≧0が確率過程であるとは，任意の，しかし固

　　　定されたωに対しW（・，ω）は‘の関数，一方任意固定されたt

　　　にたいしVV（い）はΩの上で定義される確率変数である．

　　　W（・，ω）をサンプルパスと呼ぶ．／／／

ブラウン運動は標準正規ランダムウォークの連続型と考えれば分かりやす

い，又次の定理はブラウン運動を特徴づける重要な性質の一つである．

［定理Al］　ブラウン運動は時間の関数（’の関数）として連続である，

しかし至るところ微分不可能である．

［証明のアイディア］厳密な証明はかなりやっかいであるがアイディアは

それほど難しくはない．先ず連続性に付いては，正規ランダムウォークの
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極限として，そのサンプルパスが連続となるようにブラウン運動を定義し

たと云う事で一応納得する事としよう．次に何故微分不可能であるかを示

す．まずE（診，∠）＝［W（オ＋∠）一W（‘）］／∠として，もしも1im∠＿o丑（孟，∠）

が何らかの意味で存在すればW（渉）は点ごにおいて（その意味で）微分可

能である．しかし〔定義A1（i）〕よりz＝［w（什∠）一w（ご）］／σの分

布は平均0，分散1の標準正規分布となる．・従ってZは確率1で0でない

有限の値をとる，同時に等確率でプラスまたはマイナスの値をとる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1E＝Z／σであるから，∠→0の時に，その値は確率互で＋∞または

一・Qへと発散し極限は存在しない．即ち微分不能である．／／／

　次に一般の正規ランダムウォークに対応する“ドリフト付き”ブラウン

運動を定義しよう．

［定義A2］W（‘）～BM（0，1），μを任意の定数，σを任意の正定数とする時

　（A－3）　　　　　　X（‘）＝μ‘十σ四（‘）　‘≧0

を（単位時間あたり）ドリフトμ，分散σ2のドリフト付きブラウン運動

と呼び以下の様に書く，

　　　　　　　　　　X（孟）～βハ4（仏σ2），／／／

　次に，ドリフトと分散が時間と共に変化する様なモデルを記述するには

どうしたら良いか．離散型モデルでは話は簡単である．例えば

η」をη，～1V（μf，伍2）∫＝1，2，…，ηとして，その和S．ニη1＋…＋η．を考えれ

ばよい．そこで連続時間のモデルでは∠X（‘）＝X（∫＋∠）一X（診）～

1V（μ（4∠）∠4σ（‘，∠）2窃）を考えれば，∠X（置）＝μ（∫，∠）・窃＋σ（‘，∠）∠W（‘）

は溺を単位時間としたときのビルディングブロックとなる．そこで

∠→0としたときの極限（もし存在すれば）

　（A－4）　　　　　　4X（‘）＝μ（‘，ω）協十σ（♂，ω）4W（オ）

が離散時間モデルに於ける各ηに対応する．しかしブラウン運動は微分

不能でありdW（孟）という記号そのものが解析学の意味では定義できない．

　　　　　　　　　　　　　　107



　　　　　　　　　　一橋大学研究年報　経済学研究　37

実は，この様な問題に答えるのが次節で論じる1診o積分と1めの公式であ

る．

§A2伊藤の確率積分（lto　Stochastic　lntegral）と伊藤の公式（lto　For・

　　　mula）

　（9，■，P）を確率空間，｛W（∫），オ≧0｝を標準ブラウン運動，

｛銑＝σ（W（s），s≦♂），孟≧0｝はσ一αJgθδ貰αの増大列．又∫（孟）＝∫（‘，ω）は下

の［定義A2］で示される条件を満たす関数とする．そこで∫（置）のW（‘）

に関する確率積分

（舎5）　乱。！（‘贈）覗♂（ちω）4職ω）

を定義しよう．先ず，関数∫（‘）が“可予測（各∫に対して∫（‘）は銑一＝

σ｛∪、＜fン、｝可測）な単関数（P形d魏αδZθS加ρ’θF観‘⑳η）”の場合を考

えよう；即ち

　（A－6）　∫（ちω）＝Σ30霧（ω）ム、（‘），　　ノ1‘＝（らご貫＋1］，α；ごo＜∫且＜…＜ご月＝わ

ムは集合且の定義関数，又CKω）は銑，可測．

　この可予測単関数に対し，確率積分を

（丹7）・（∫）一 。1（護脚（君）一Σ・q（ω）｛w（募ρ一w（4）｝

で定義する．

　次に∫が一般の可予測関数の場合を考える。可予測関数は一定の条件の

もとで可予測単関数で近似される，従って一般の∫に付いては（1）先ず

可予測単関数∫．で近似し（∫．→∫），（2）各単関数ごとに積分ち（∫．）を定

義する・（卿孟。弄（オ即（’）一Σ％（ω）｛W（ω一四（ち）｝）・そして・

（3）その積分の極限として・（∫）一 （君脚（孟）を定義したい・即ち；

　（A－8）　　　　　　　1（∫）；“lim月→。。”ち（∫π）．
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しかしながら，ブラウン運動W（♂）は微分可能でもなければ，有界変動関

数でもない．さらにち（義）は確率変数である．従って（A－8）の極限が普

通の意味で存在する保障はなく，実際1～乞θ規αηη・S漉めθSの意味で積分は

存在しない。そこで伊藤積分は（A－8）をL2の意味で定義する．その時

次の補題が重要な役割を演じる．

［補題A1］（伊藤“lto”のレンマ）任意の可予測な単関数gにたいし

（距9）E［｛籍）　（‘）γ］一乱’［9（‘肋

が成立する．／／／

　他方，可予測な単関数列で近似される可予測関数のクラスとして以下の

ものを考える．

［定義A2］．バ；∬（¢わ）は∫：［0，・。）×9→Rの関数で以下の条件を満たす

ものの集合

　i）∫（彦，ω）はB×■可測，但しβは［o，。・）上のボレル集合族．

　ii）∫（‘，ω）はン‘＝σ｛w（s），s≦診｝適応的。

iii）E｛塩！（4ω）24‘｝＜…／／／

細かな議論は標準的なテキスト（φ加θηdαZ［1992］又は國田［1976］）に

譲るが，ガに含まれる関数∫にたいし伊藤積分を

（飼・）　々（‘）躍哲）一1i叫一・・儲（‘）珊）

で定義する，ただし｛∫．，η≧1｝は∫に収東する可予測な単関数列，又極限

はL2収束の意味である．

［例A1］∫（孟）＝W（‘）としてその伊藤積分を計算してみると

　　　　　　　　塩　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　2　1　　　　　　　　　　wp（s）4w（s）＝一w（‘）一一彦
　　　　　　　　　，ご）　　　　　　　2　　　　2

となることが証明される．しかしその証明は非常にやっかいである（φたε一

θπ面」［1992］pp．21－22）．これはリーマン積分の定義に基づいて定積分
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を計算するのににている．そこで確率積分を簡単に計算するための，微分

積分学の基本定理に相当するものが，以下で述べる伊藤の公式（1‘o　Foγ一

吻認α）である．その前に伊藤の確率積分の性質を記して置く．

［定理A2］∫，g∈ガ（0，T），又0≦α≦c≦わ≦Tである時，

（i）な（護）撒）一后（‘）dW（♂）＋后（孟）撒）

（ii）乱。）｛α∫（護）＋β9（‘）｝醐一α塩。1（♂）姻孟）＋β塩。）9（オ贈）

（iii）　　　E｛な（オ）撒）｝一・

（iv）　E｛［乱。）∫（‘）姻‘）］㌍儲｛∫（が｝4川

　次に伊藤の公式を“証明”するが，準備として先ず上で述べたドリフト

付きブラウン運動の一般化に付いて述べておこう．

［定義A3］X（診）＝X（あω）が確率積分（Stochastic　lntegral）であるとは

（飼1）X（護）一X（・）瑞訴哉ω）4s孟酋ω）d囎

と表現できる事である．又（A－11）を次のように略記する事が一般的で

ある．

　（A－12）　　　　　4X（‘）＝初（‘，ω）雄十び（‘，ω）4四（ψ）

ただし，

　　　　　P｛塩の1初（畠ω）14s＜…f・ra11‘≧・卜1

　　　　P砿っ1”（亀ω）1漁）＜・・，f・rallオ≧・ト1

を仮定しておく．／／／

（注意）式（A－12）に於いてd四（哲）は勿論普通の意味では存在しない．

あくまでも（A－11）の積分の略記である，次の定理が伊藤の公式（lto　For－

mula）と呼ばれるもので，確率解析の基本定理である．
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［定理A3］（i）（一次元伊藤の公式）4x（∫）＝雄）4∫＋”（言）4w（孟）を1次

元確率積分，又g（孟，∫）は‘とズに関して2回連続微分可能な関数とする．

ここでγ（孟）＝g（孟，渇）で確率過程y（∫，ω）を定義すれば，（a）巧は確率積

分である．更に（b）

　　　　　4y（‘）＝（∂／∂‘）9（‘，璃）4‘＋（∂／∂z）9（‘，Xl）4Xl

　　　　　　　　　1　　　　　　　　＋7（∂2／∂T2）9（級）（4濁）2

　（A－13）　　　　　＝［（∂／∂‘）g（’，凶）十π（∫，ω）（∂／∂エ）g（∫，Xl）

　　　　　　　　　1　　　　　　　　＋芽拶2（ちω）（∂2／∂∬2）9（橘）］鷹

　　　　　　　　＋∂（∫，ω）（∂／∂T）9（∫，．Xl）dW（置）

（ii）（多次元伊藤の公式）濁をη次元の確率積分：4瓦；昭‘＋Kd㎎但

し，瓦＝［Xlf，X匁，…，X．‘］’はη一次元確率過程，α＝［祝1（∫，ω），π2（‘，ω），

一，％．（‘，ω）］’はドリフト項，珊＝［耽，％，…，肱f］’は窺一次元のプラウン

運動，K＝既（置，ω）；1≦∫≦循1≦ゴ≦窺］はπ×解の行列で鷲yl’は正値定符

号行列である．又g（4ω）＝［g耳（置，ω），g2（‘，ω），…，偽（診，ω）］は［0，・。）×

1γ→1～Pへの関数で各変数に関して2回連続微分可能とする．ここで

r（オ）＝g（護，溝）で確率過程γ（∫，ω）を定義すれば，（a）γは確率積分で，更

に（b）

　　　　　4鶏＝（∂／∂‘）9た（渉，瓦）協十Σf（∂／∂㊧）9髭（ご，及）dX勉

　（A－14）　　　　1
　　　　　　　　＋百Σ‘Σフ（∂2／∂廟）吼（4濁）4瓦幽

［証明のアイディア；1次元の場合］

（準備）次の2点が成立する事をまず注意しよう．

　（1）　　　　　　（d㎎）2＝4∫

　（2）　　　　　4㎎4呪一〇　（」≠s）

　　　　　　　　　　　　　　ll1
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　（1）に付いては四（‘）～βハ4（0，1）であれば，∠W（‘）＝W（‘＋、4‘）一W（‘）

の分布はN（0，漉）．従ってE｛（∠W（茜））2／∠’｝＝1が成立している．これを

大雑把に言えば［∠W（‘）］2上∠‘．実際［∠PV（‘）］2／漉は∠彦→0の時1に確

率収束する事が証明される．これより（1）が成立する事がわかる．一方

（2）に付いては，ブラウン運動の持っ独立増分性（〔定義A1（廿）〕）よ

り証明される，／／

（本論）Taylorの定理よりX（∫＋∠‘）ニX（護）＋∠X（‘）と書けば，

　　9（‘十∠‘，Xε十∠X‘）

　　　　＝9（‘，Xl）＋（∂／∂‘）9（孟，瓦）漉＋（∂／∂¢）9（護，Xl）∠Xl

　　　　　　1　　　　　＋芽｛（∂2／∂T2）9（級）（∠鴉）2＋2（∂2／∂ヱ∂ご）9（級）（躍茜）

　　　　　＋（∂2／∂‘2）9（∫，濁）（∠‘）2｝＋・（∠渉）

所で，

磯“一”lim∠＿。｛9（什漉，濁＋4）一9（哲，濁）｝，∠‘2一・（∠渉）＝（∠‘）（4）．

又，∠茜＝駕（∫）∠∫＋”（診）∠W（♂）と（∠瓦）2＝碗）2∠W（’）2＋0（。4孟），より，

　　　　　　　　　　ゴX‘＝κ（‘）協十”（孟）4W（置）．

　　　　　　　　　（姻）2一［び（置）脚（彦）］2＝∂（≠）2ぬ

以上をまとめ，（A－13）を得る．／／／

　次に伊藤の公式の代表的な応用例を見よう．

［例A2］（1）始めに，例Alの結果を伊藤の公式を用いて証明してみよ

う・即ち：塩の囎副s）一音囎2寺を示したい・その為に斌

㌃囎，9（嫉封と置く。ここ可一9（4瓦）号w（‘）2駕

を定義すると，（∂g／∂オ）＝0，（∂g／∂¢）＝∫，（∂29／∂エ2）＝1より，

　　　　　　　闘一4（壱職）2）一罪（‘）副‘）＋静

故に，

　　　　　　　　　　　　　　　ll2
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　　　　　塩評臣（・）2｝魂。w（s）劇s）＋帰4s

即ち，

　　　　　静（∫）2一卸（・ア覗。囎4胸＋が

即）一・に注意すれ1砿の胸躍（s）号曜一麦言〃／

（2）（部分積分法）・孟洲（s）一ごw（‘）孟。囎齢醐

まず，g（∫，ぼ）＝顔と置く．（∂g／∂∫）ニ¢，（∂g／∂T）＝君，（∂2g／∂エ2）＝0より

名＝g（言，㎎）とすると，4巧＝d（∫㎎）＝四砒＋観㎎．

故に，

　　　　　　　塩評w（s）一酬‘）一塩のw（s）ds／／／

　この例を拡張したものが次の定理である．

［定理A4］∫（‘）がωには依存しない渉のみの関数であるとき

（飼5）塩♂（s）脚（s）一∫（‘）W（‘）一塩の欧s）4∫（s）

が成立する．／／／

（注意）　関数∫がランダムである時には部分積分の公式は若干やっかいで

ある．瓦，巧を確率積分とするとき，そのjointvariationを［Xy］ごと書

けば

（A－16）［X，Y］‘

　　　一X（オ）y（孟）一X（・）y（・）一塩のy（s一）4X（s）一歴s一）dY（s）

となる．但しX（s一）＝1im．■、X（麗）（y（s一）＝1im．／、｝7（駕））である．

§A3　確率微分方程式

　株価の変動モデルを構築するには，いったいどの様にしたらよいか．
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S（‘）を今日の株価とする時，投資家は明日の株価は今日と比べ，100円上

がる事を期待するであろうか．多くの場合株価が絶対額で幾ら上下するか

を期待するのではなく，その収益率が例えば銀行預金の利率よりも良くな

るか否かを問題とするであろう．その意味に於いて，投資家は株価収益率

を自分が期待する一定値μ（通常は安全利子率よりも大きな値となろう）

に等しくする様に行動すると仮定できる．従って，もしもなんら確率的な

変動がないならば

　　　　　　　　［s（置十∠π）一s（孟）］／s（∫）＝μ∠π

となるように行動するであろう．これより，

　（A－17）　　　　　　　　　dS（‘）＝μS（∫）dl‘

という株価変動に関する微分方程式が導かれる．しかしながら実際には多

くの不確定要因が存在し，微分方程式に確率変動を組み込む必要が出てく

る，そこで以下の様な確率項を含む確率微分方程式が株価変動の基本方程

式となる．

　（A－18）　4S（’）；μS（∫）d‘十σS（6）4PV（‘），　　W（君）～Bルf（0，1）

すると問題は（A－18）の解を求めることである．

　一般にある（η一次元）確率過程瓦＝X（4ω）が次の確率微分方程式

（SDE）

　（A－19）　4Xl＝わ（ちXl）dl孟十σ（ムXl）4㎎　濁；ζ珊～β砥（0，1）

但し　　　　　　　わ（哲，¢）：［0，。・）×、Rπ→1～η

　　　　　　　　　σ（’，∫）：［o，。。）×R”→R幽，

の解であるとき葛を（π一次元）拡散過程（Dijfusion　Process）と呼ぶ．

すると，問題は

（1）解の存在と一意性，（2）解の求めかた，の二っである．解の存在に対

しては

［定理A5］以下の条件下で確率微分方程式（A－19）はユニークで‘一連続
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な解瓦＝X（‘，ω）を持っ．また全ての∫に対し凡弄ガ（0，T）である．

条件：（i）Growth条件：任意の（’，∬）∈［o，。・）×1～”に対して，

　　　　　　　　　1δ（‘，¢）1＋1σ（‘，¢）1≦C（1＋1∬1）．

　　　（ii）Lipschitz条件：任意の¢，す∈1～”に対して，

　　　　　　1δ（孟，¢）一わ（‘，写）1＋1σ（言，¢）一σ（‘，喜）1≦Pl∫一び1，

　　　　　　　　　　　ただし，1σ1篇Σ、Σ病1

　　　（iii）　E｛幻＜。・，また，zはア。。＝σ（畷；s≧o）とは独立な確率変

数

［証明］φ始2η4α‘［1994］pp．49－53参照．／／／

次に確率微分方程式の解法に付いて，二っの代表的な例を示す．ファイナ

ンス関係の（教科書的な）多くの問題は以下の例の範囲で解く事が出来る．

［例A3］（1）先ず，（A－18）で定義した株価プロセスを解いてみよう．

初期値を与えた形で確率微分方程式をもう一度きちんと定義する．

　（A－20）　　　　　　4S，＝μSご痂十σSμ㎎，　　So＝s，

以下解く手順を述べておこう：①先ず方程式を4S〆S，＝μ鷹＋σ4㎎と書

く．②次に関数g（ご，¢）＝log¢を考え｝互＝g（凄，瓦）＝10g㊧として，③lto

の公式を当てはめる．

　　　　　　　　　　　　　　l　　　　　　　　　　　　　　　　l曜一4（1・9属）一（1／S’）dS‘＋7（一1／sl）（4Sf）2一（1／Sご）4S2一万σ2漉

④これより，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　4S／Sf－4（1・gS’）＋7σ24‘

を得る．一方①よりdS，／S戸μ鷹＋σ4㎎であったから，

　　　　　塩評（1・gS）＋帰ぬ一塩紳孟評㎎・

⑤よって，

　　　　　　　　　　　　　　　ll5
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　　　　　　　　　　　　　　1　2　　　　　　　　1・gSf－1・gs＋万σ渉＝μ孟＋σW（‘）

これを書き直すと，

（A－21）　Sす一s・exp｛（μ一音σ2ン＋σ叫・

即ち，幾何ブラウン運動が得られる．／／／

（2）　次に一回の線形確率微分方程式を解いてみる．

　（A－22）　　　　　　　4Xlニ。4Xごd‘十π4∫十K4㎎

但し，瓦＝［Xl∫，X匁，…，X．∫］’はル次元確率過程，㎎＝［㎎f，％，…，鴎，〕’

は㎜一次元のブラウン運動，Hとκはそれぞれη×1，η×魏の既知関数行

列である．∠4をη×ηの任意の行列とするとき，exp｛且｝＝Σ塁o（1／π！）、4”

としよう．（A－22）を解くためにその両辺にexp｛一14‘｝を乗ずる．する

と

　　　　　　　　exp｛一14‘｝4瓦一exp｛一ノ1哲｝A溺‘
　（A－23）

　　　　　　　　　＝exp｛一A孟｝［∬4広十κ4ω‘］．

ここで，もしも，g（‘，∫）＝exp｛一z肘｝・¢とすれば，

　　　d［exp｛一！1護｝Xl］＝一！1exp｛一14‘｝2嗣孟十exp｛一z4置｝dXl

　　　　　　　　　　　篇（LHS　ofA－23）

従って，

　　　　塩評［exp｛一繊］一塩。exp｛一As｝［肱＋鯛

左辺が［exp｛一窺｝濁］一端に等しくなる事より，部分積分の公式により

解を得る．

　　　　　　濁一exp圃鶴后xpMs｝［∬ds＋卿｝

　（A－24）

　　　　　　　一exp協｝偶＋后xp｛一且s｝［興一且卿s｝・／／／
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§A4偏微分方程式とDiffusion

　本節では解析学における偏微分方程式と拡散過程との関係を見ていこう．

いわゆるDirichlet問題やCauchy問題の解が確率論的に与えられる．本

節の最後で述べるFeynman－Kacの公式はMaruyama－Girsa皿ovの定理

と並び近年ファイナンスの論文で最も多く利用される結果のひとつである．

まず準備としてIn6nitesimal　GeneratorとIn6皿itesimal　Operatorを

定義しよう．以下考察する確率過程はTime　Homogeneous　Diffusionと

呼ばれるものでこれはSample　Pathの確率変動は時々のポジションのみ

に依存し，時刻とは独立な拡散過程である．正式には

［定義A4］1孟oの拡散過程瓦がTime　Homogeneous　Diffusionである

とは

　（A－25）　　　　　dXl＝わ（瓦）4‘十σ（属）4㎎，Xo＝∫

となることである．／／／

次に及の1皿nnitesimal　Ge皿aratorを定義しよう．

［定義A5］（i）次の極限が存在するとき

　（A－26）　　σ（¢）＝lim‘＿o［E■｛∫（瓦）｝一∫（∫）］／‘∫∈R”

rを茜のInnnitesimal　Operatorと呼ぶ．

　（ii）　の．＝｛Tが点∬∈1～”で存在する∫：1～η→1～の全体｝

　　　　の＝｛Tが1～”の各点∫で存在するヵ1～”→Rの全体｝．／／／

1‘oの公式を用いて証明される次の補題は点¢を初期値とする拡散過程を

変数とする関数に対する“平均値の定理”の拡張である．これは以下の議

論のBaseとなっている．

［補題A2］　｝二＝琢は次のSDEの解とする。

（査27）琢（ω）一∫＋塩終ω）4s＋塩詔（亀ω）4w（s）

但し・P砿の1％（⑤ω）ldsく…f・rall診≧・｝一1
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　　　　P砿の1∂（　）1踊）〈…f・rall∫≧・｝一1

この時任意の∫∈cl（1～”）と有限な期待値を持つ停止時刻τ（が｛τ｝＜。。）

にたいして

　　　　　酬ノ（y（τ）｝一∫（¢）＋鴫のΣ画（⑤ω）（∂／∂㊧）∫（乳）

　（A－28）

　　　　　　　　　　　　　＋去Σ渇（むめ．（∂2／∂㊧∂鶏）∫（乳）ds｝

が成立する．

［証明］φ納θη磁」［1992］pp．94－95参照、．／／／

ところで（A－28）をτ＝護として濁に応用すれば任意の∫∈C2∩のに対

して

　　　　　　　　　　　　　　　　1（A－29）　〃（訂）＝Σ・ひ・（∂／∂銑）∫（¢’）＋喜Σ・Σノ（σσT）・フ（∂2／∂z・∂陽）∫（㊧）

が成立している．（A－28）と（A－29）より次の定理は直ちに証明される．

［定理A6］（Dynkin　Formula）任意の∫∈C8（R”）と有限な期待値を持つ

停止時刻τ（E∫｛τ｝＜・。）にたいし

（A－3・）が｛姻τ））｝一∫（¢）＋礁謬凡圃

が成り立つ．但しTはX，のIn丘nitesimal　Generatorである．

［注意］Innnitesimal　Genaratorの存在条件は一般には強すぎる．そこで

若干弱い概念として次のCharacteristic　Operatorを考えると便利である．

［定義A6］（i）Aが拡散過程瓦のCharacteristic　Operatorであるとは

　（A－31）　ノ1∫（¢）＝1im卜。。［Eヱ［∫（X（τた）｝一∫（τ）］／E謬｛τた｝］，

但し，τた＝inf｛‘≧Ol濁∈砿｝又｛砿漁≧1｝は開集合の列で砿⊇砿＋1，

砿＼伽｝　（asセ→∞）なるもの．

　（ii）　9＝｛∫∈曙（1～躍）：ノ▽が各∫∈甜で存在する｝．／／／

　明らかにの⊆9，又任意の∫∈のに対しノ1∫＝∫アが成り立っている．
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この時

　　　　　　　　　　　　　　　　1（A－32）五∫（¢）一Σ・δf（∂／∂ヱ‘）∫（∫ε）＋互ΣごΣゴ（σσT）”（∂2／∂璃）∫（¢‘）・

が成立している事を注意しておく．次に本節の主要問題を論ずる．

（1）　Dirichlet問題

　∫を1～”上の2回連続微分可能な関数とするとき偏微分作用素Lを

（醐（L∫）（¢）一佳Σ呂の∫（¢）（∂2／∂鍛∂賜）＋Σ、軌（¢）（∂／∂鍛）］∫（ぼ）

で定義する，但し砺，δ‘はR”からRへの関数である．又偏微分作用素の

係数傷で作られるη×η行列がすべての¢∈1～”に対し正値（半正値）定

符号行列となる時作用素LをEmptic（Semi－elliptic）Partial　Dilferen－

tial　Operatorと呼ぶ．

［定義A7］　Dirichlet問題

1）⊆1～”を任意の有開集合，尾g∫は以下で定義された連続関数であると

する：

　　　　　　ん：D→［0，00），　9：0→R　　∫：∂P→R，

但し∂Dは0の境界．ここで次の条件（A－34）を満たす％：、δ→R麗∈cl（D）

を求めることをDirichlet問題と呼ぶ

　　　　　（ムz4）（¢）一た（エ）初（∫）＝　一9（エ）　　　for　all　エ∈Z　

　（A－34）

　　　　　　π（∫）　；∫（∫）　　　for　all　∫∈∂1）　／／／

［定理A7］以下に述べる条件（A），（B）のもとでDirichlet問題の解は

（距35）麗（コP）一がレ（瓦）exp｛一塩許（凡）4s｝

　　　　　　　　　＋塩，（茜）exp｛論許（＆）ds｝4置｝

ただし，
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　　　　　d瓦（∫）＝δf（及）漉＋Σみしqノ（瓦）d㎎σ），1≦∫≦π

　　　　　　　　　αり（¢）；Σ鴛一1伍た（¢）％（z）
　（A－36）

　　　　　　　　　τ＝τ（0）ニinf｛ご≧0：茜ω｝

条件：（A）δ、（¢），qノ（ヱ）は連続で

　　　　　　IIδ，（∫）一わ、（〃）ll＋目σ1ノ（¢）一qノ（9）II≦Kll∬一μ”

　（A－37）

　　　　　　IIδf（¢）II2＋II砺ll2≦K2（1＋”∫II2）

　　　（B）方程式（A－36）はユニークなWeak　Solutionを持っ．

［証明］詳しくはκα瓶羅sαηdS加2泥［1988］pp．364－366を参照．ここ

では証明のアイディアを示す．1）師oh観問題の一番簡単なケースは

ん＝g＝0の時である．すると問題は

［去Σ、Σフα，（¢）（∂2／姻＋Σf軌（¢）（∂／∂¢i）］∫（¢）一・f・rall¢∈P

μ（τ）＝∫（τ）　　　　　　　　　　　　　forall¢∈∂P

ならば，妖τ）＝がげ（X，）｝となる事を示せばよい．以下これを3段階に

分けて示す

［Fact1］灰¢）はX一∬α7魏oη歪c関数である：任意の開集合U⊆Dに対し

て定義された停止時刻，τ’＝inf｛20：X誕U｝に対して，

　（A－39）　　　　　　　　　μ（¢）＝E■｛麗（X，・）｝

［Pf］条件付き期待値の性質と濁の強マルコフ性より，

　　　Eτ｛％（Xプ）｝＝が｛Eゼ｛∫（X，）｝｝＝Eエ｛∫（X，）｝＝初（エ）．／／／

［Fact2］

0＝limu＼エ［E■｛％（X，）｝一π（∬）］／Eエ｛τu｝＝ノ勉（∫）＝rμ（∫）；五％（¢）．／／／

［Fact3］　　　　　　麗（エ）＝∫（∫）　for“some”∬：

実は数学的にはこの部分が一番やっかいである．／／／
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（2）Cauchy問題とFeynman－Kacの公式

　Dirichlet問題は時間に関して均一な偏微分作用素と空間に関する境界

条件から成り立っていた．一方多くのファイナンス関係の問題では時間

（満期時点）に関する境界条件と時間にともない変化する偏微分作用素を

持っ問題が多い，その様な問題を取り扱うのが以下で述べるCauehy問

題である。先ずいくつかの定義から始める．

L、を関数∫∈C2（1～”）に対する偏微分作用素

　（A－40）

　　　（Lノ）（∫）一佳Σ昂．（ちコP）（∂2／∂綱＋Σ、聯）（∂／刺陶

とする．ここで

［定義A8］関数雄，¢）二［0，・。）×1～”→1～”がCauchy問題の解であるとは，

与えられた関数五g，たに対し，

　（i）o≦∫〈T，∫∈甜なる‘と¢に対し

　（A－41）　一L‘θ（護，∫）一（∂／説）灰孟，∫）十た（6，エ）∂（オ，z）ニg（‘，∫）

　（ii）　境界条件は

　（A－42）　　　　　　　　　　∂（T，¢）＝∫（¢）

を満足する事である．／／／

Cauchy問題の解答は次の定理Feynman・Kacの定理で与えられる．こ

れも厳密な証明は難しいがアイディアは上記Dirichlet問題と同様分かり

やすい．

［定理A8］瓦を以下で定義される拡散過程とする：

（A－43）d及（；）一δf（偶）4‘＋Σ9i、馬（磯）躍（フ），1≦ゴ≦π

但し，αり（孟，¢）＝Σ翼判娠（歳）％（孟，¢）

　もしも下記の条件（A），（B），（C）が満たされていればCauchy問題の

解は（A－44）で与えられる．
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　　　　　　び（ゆ）一曲（濁）exp｛∫（番）exp｛｛詐（職）ごs

　（A－44）

　　　　　　　　　＋塩，（職）exp｛｛，）鳳）｝ds｝

条件：（A）わ、（6，τ）とσ1ノ（歳）：［0，。。）×R”→Rは連続で

　　　　llδ、（’，¢）一δ、（オ，す）II＋llqフ（孟，∫）一q，（置，穿）II≦κ1ゆ一穿II

　　　　llδ‘（雄）II2＋Ilq，（雄）II2≦κ2（1＋II∫II2）

　　　（B）方程式（A－43）はユニークなWeak　Solutionを持つ，

　　　（C）maxIび（哲，τ）1≦M（1＋II∬II2糀）

　　　　　　forsomeルf＞Oand規≧1／／／

§A5Maruyama－Girsanovの定理

　連続時間確率過程で現実の世界から（Fictionalな）リスク中立世界へ

の橋渡しをするのがMaruyama－Girsanovの定理と呼ばれる確率測度変

換に関する定理である．離散時間の世界ではy観θ口939］にその起源が

見られると言われているが，測度変換を本格的に使いだしたのは四α耐

［1947］であろう．以下その基本的なアイディアを説明した後でMaru－

yama－Girsanovの定理を述べる，例のごとく証明はKα繊範sαη4

S加o泥口988］に任す事とする．

　Xl，X2，…，X．，…を測度弓のもとでは互いに独立で平均μ，分散1の正

規分布に従う確率変数列とする（五五紘漉漉1V（μ，1）　μη磁7弓）．又，

S．＝X且＋X2＋…＋X．，π≧1，S。＝0と書く，明らかにS．一μηは測度弓

のもとでは平均0のランダムウォーク，またS．は測度瑞のもとで平均0

のランダムウォークである．平均0，分散1のランダムウォークは標準ブ

ラウン運動に対応することを注意しておく．ところで，弓の島に対する

尤度比ρ．は
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（ん45）稀（橘…，馬）一覗肋）／覗＠）一exp｛Σ㌍1μ瓦一音Σ答且ず｝

で与えられる．これより確率測度の変換公式を得る，

（左46）鴫肋）一exp｛Σ㌍1μ菰一音Σ㌍1μ2｝岬）一島覗㊥）

となる．以上をまとめ，連続時間確率過程と対応させると：

確率測度　　　離散確率過程　　　　連続確率過程

　瑞　　　　　S．～N（0，η）　　　　W（孟）～βM（0，1）

弓亀一亀一μ剛㈲確一w（‘）一 ♂（s）ds－BM（砿1）

測度変換：

離散時間：岬一exp｛Σ講一卸諸｝躍

連続時間：4磨ex弧岬鋼s）一麦塩押司岬

これより

［定理A9］Maruyama－Girsanov（1）．確率測度弓と瑞は互いに絶対

連続で

（距47岡e）一exp砿薄W（s）一裁押坤瑞α）

が成立していると仮定する．但し，γ（s）は

（ん48）五［・xp砿沖W（・）一去塩押剛鴫一1

を満足．もしもW（♂）が瀦のもとで標準ブラウン運動であれば

（揺49）　　曜w（孟）孟押s

は弓のもとで標準ブラウン運動となる．／／／

［定理A8］Maruyama－Girsanov（II）．確率過程瓦と巧は次の伊藤積
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分で与えられる拡散過程とする；

　（A－50）　　　　dXl＝β（濁）4孟十ρ（瓦）dW（護），Xo＝¢

　（A－51）　　4巧＝［α（巧）＋β（巧）］dl6＋ρ（巧）4W（渉），y5＝工

但し，β∈1～”，ρ∈1～”桶でρ司は有界と仮定する．ここで拡散過程

　　　　　　　　　　1（A－52）4Z’一一7（ρ一且（瓦）α（べ））246＋（ρ一1（罵）α（瓦））T4W（‘）・Z・一〇

を定義すると，

　（A－53）

　　　　ガ｛exp｛乙｝∫1（瓦、）∫2（属、）…∫彪（瓦、）｝一Eエ｛∫μ、）∫2（名，）…九（巧、）｝

が成立する．／／／

［例A4］金利の期間構造の議論の中でよく出てくる例として，γ（孟）をリ

スク中立的経済に於けるスポット金利，X（ご）を現実のスポット金利とす

るとき，σをリスクの市場価格とすると

　（A－55）　r　　　　　d乃＝δ（η）砒十ρ（乃）d四（置），

　（A－56）　　dlXl＝［わ（瓦）十σ（瓦）ρ（瓦）］4’十ρ（藩）dPV（産）

が成立している．この時

　　　　　　　　　　　　　　1（A－57）　dZ’一一79（瓦）246＋σ（瓦）4W（孟）

であることより，

（A－58）ガ｛exp｛一£T、X（μ）伽｝｝

　　　　　一ガ｛exp｛一£T）伽＋£T，σ（膨）酬置）凱丁）σ（κ）2伽｝｝

となる．／／／
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