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不確実性と市揚均衡

第一章　期待効用の理論

　不確実性が存在する経済の理論的説明において第一に必要なことは，経

済主体の整合的な行動基準を明らかにすることである．そのための理論と

して，公理体系的に構築された期待効用仮説と呼ばれる理論がある．それ

は選択対象が不確実性を含む場合の経済主体の行動基準を説明する理論で

あり，経済主体は不確実性下では彼の効用の期待値を最大にするように行

動することを主張するものである．

　期待効用仮説に公理的説明を最初に与えたのはJ，von　Neumann＆0．

Morgensten（1944）である．より一般的な揚合の証明は1。N．Herstein

＆J、Milnor（1953）によって与えられている．更に，一般的な確率空間

における論証が」。Grandmont（1972）によってなされている．また仮説

の経験的妥当性がM．Friedman＆L　J。savageによって議論されている．

§1期待効用

　不確実性下の経済主体の行動を説明する揚合，経済主体は彼の効用の期

待値を最大にするように行動するという想定がしぱしば採用される．この

節では，単純な状況において，期待効用の意味を明らかにする．

　二つの状態（state）が存在し，それらを1，2とする．各状態1，2の

もとでは結果（consequence）として¢1，¢2がそれぞれ実現するものとす

る．経済主体はどちらの状態が起きるか，即ちいずれの結果が実現するか

は知らないが，各状態が起きる確率を知っているとする・各状態1，2の

起きる確率をそれぞれπエ，π2とする、従って，経済主体の直面している

不確実な状況はπ＝（π1，π2）なるベクトルによって表現される．これを富

くじ（lottery）（又は，見込み（prospect））と呼ぶ．確率の定義より可能
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なすぺての富くじの集合は

　　　　　　　π＝｛π＝（π1，π2）1π1≧0，π2≧0，π、＋π2＝1｝

となる．

　経済主体の結果についての満足が効用関数灰・）によって表現される

とする、即ち，％（¢1），顧¢2）はそれぞれ結果¢1，¢2が実現したとき経済主

体が得る効用水準を表す。但し，灰¢1）＜娠¢2）であることを仮定する．

つまり，経済主体にとって状態1より状態2の方がより望ましいとする。

　他方，経済主体は富くじからも満足を得るであろう．富くじについての

効用関数をU（・）とする，即ち，各富くじπ∈πの効用水準がU（π）

で表される。ここで問題となるのは，富くじの効用U（π）はいかなる値

でなければならないかということである．

　特別な富くじ（1，0）を考える，つまり，状態1が確率1で実現し，状

態2の実現する確率が0であるような富くじである．このような富くじを

持つことは，確実に結果苅が手に入ることを意味するから，富くじ（1，

0）の効用は結果苅の効用と等しい筈である．同様に，もう一つの特別

な富くじ（0，1）の効用は結果劣2の効用と等しい筈である．従って，関

数U（・）は次の条件を満さなけれぱならない．

条件1＝U（1，0）＝％（¢1），U（0，1）＝％（¢2）

　二つの富くじπ，π’∈πをそれぞれ

　　　　　　　　　　π＝（π、，π2），π’謂（π、’，π2ノ）

とする・経済主体にとって状態1より状態2の方がより望ましいのである

から，状態2の実現する確率がより大きい富くじの方がより高い効用を与

える筈である・従って，関数Uは次の条件を満さなけれぱならない．

条件2：もしπ2≧π2’（即ち・π1≦π1’）ならぱ，U（π）≧U（π’）であり，又

逆も成立する．

　効用関数U（・）を，各π∈Z7について
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　　　　　　　　　U（π）＝π1％（¢1）十π21〃（詔2）

と定義すると，明らかに上述の二条件を満す。この効用関数においては，

富くじπの効用が結果¢1，¢2から得る効用の期待値として表されゐこと

になる．更に，整合的な性質として次の条件を満足する，

条件3：任意のπ，π’∈17と0≦θ≦1なるθについて

　　　　　　U（θπ十（1一θ）π’）＝＝θU（π）十（1一θ）U（π，）

が成立する．

　この条件は，富くじθπ＋（1一θ）π’を，確率θで富くじπが，確率

1一θで富くじπ’が手に入る富くじと解釈するならば，その効用u（θπ＋

（1一θ）π’）は二つの富くじπ，π’の効用U（π），U（π’）の期待値になるこ

とを意味する．

　上述のことから明らかなように，富くじの効用は期待効用として表現さ

れるのが自然である．次節では，より一般的な状況において，整合的な性

質を持つ期待効用指数が存在することを示す．

§2　可測効用指数の存在

　この節では不確実性を含む選択対象に効用指数が存在するための条件を

明らかにする．ここでは不確実性を伴う選択対象を抽象的に取扱うことに

する．経済主体が関心を持つ不確実な選択対象をすぺて富くじ（10tteτy

ticket）と呼ぶことにする。すぺての富くじの集合をSとする・

　次に，富くじ一次結合が定義する・即ち，任意の二つの富くじ3，む∈S

と0≦θ≦1なる数θについてθ3＋（1一θンと表記される富くじの一次

結合を定義する．数θを確率と解釈すると，その一次結合は富くじ8，ε

がそれぞれ確率θ，1一θで手に入るという不確実性を表していると解釈さ

れる．富くじの集合Sの基本的性質として以下の条件が成立すると仮定

する．
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仮定2．1：任意の3，孟∈S，0≦θ≦1，0≦λ≦1について以下のことが成立す

る．

　1）　θ3十（1一θ）む∈S

　2）13＋Oむ＝3．

　3）θ8＋（1一θ）哲＝（1一θ）ε＋θ3

　4）λ［θ3＋（1一θ）孟］＋（1一λ）6＝えθ8＋（1一λθ）む

　上記の条件1）は，富くじの一次結合は富くじであることを意味する．

条件2）は，確率1で富くじ3が実現するという不確実性は富くじ3そ

のものであることを意味する・条件3），4）は，一次結合の演算について

交換法則と分配法則が成立することを意味する．

注2。2：条件2），3）のもとでは，条件4）は次の条件と同値である．

4’）任意のs，オ∈S，0≦θ≦1，0≦え≦1，0≦κ≦1について，

　　　　　え［θ3＋（1一θ）む］＋（1一λ）［κ3＋（1一κ）オ］

　　　　　　＝［えθ＋（1一λ）髭］8＋［え（1一θ）＋（1一え）（1¶）オ

が成立する．

　経済主体としてある個人を想定し，その個人は富くじに関して選好を持

っているとする・つまり，個人は自己の基準に従って富くじに順序を付け

ている。その順序（ordering）を記号≧で表し，それは富くじの集合Sの

上で定義されたある二項関係（binary　relation），即ち，≧⊂S×8である

とする。表記方法として，二つの富くじ3，孟∈Sについて，（3，孟）∈≧で

あるとき，s≧εと書くこととし，更にr富くじ8は富くじオより選好さ

れるか，又は無差別である」という個人の選好を表すとする．又，もし

7≧3且つ8≧εならぱ，7≧3≧むと書くことにする．

　次に二項関係≧に対応して2つの二項関係＞，～をそれぞれ以下のよう

に定義する．

定義2，3；
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　1）3≧哲，且otむ≧3であることを3＞εと表記する．

　2）3≧哲，云≧3であることを3～むと表記する．

　また，3＞6はr富くじ3は富くじ6より選好される」，8～哲はr富く

じ3と富くじむは無差別である」と解釈される。

　個人の富くじに関する順序≧がいかなる条件を満すならぱ，その順序を

数値化することが可能であるかが問題となる．順序≧に以下の性質を仮定

する．

仮定2。4：順序≧は反射的，完備的，推移的である，即ち，3，6，γ∈sの

とき以下のことが成立する．

　1）8≧3が成立する．

　2）　もし3≠哲ならば，3≧6又は孟≧3が成立する．

　3）　もしγ≧3＆3≧εならば，γ≧εが成立する．

公理2．5：もし8～3’ならば，任意の妊Sと0≦θ≦1について

　　　　　　　　　　θ8十（1一θ）孟～θ3’十（1一θ）む

が成立する．

公理2。6：7X，0≦θ≦1，0≦え≦1とする．このとき

　　　　　　　　　　θγ＋（1一θ）餅え7＋（1一λ）哲

であるための必要十分条件はθ＞λである，

公理2・7：、もし7≧3≧6ならば，0≦θ≦1なる適当な数θについて3～

θ7十（1一θ％が成立する．

　7＞εなる任意の二要素γ，6について，集合S”を

　　　　　　　　　　　S7ε：＝ls∈Slγ≧3≧む｝

と定義する。

補題2，8：任意の8∈S7¢について，0≦θ≦1であり，

　　　　　　　　　　　　8～θγ十［1一θ］む

となる数θが唯一つ存任する．
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証明：上記の性質をもつ数θの存在は公理2．7より明らかである．又，

その一意性は公理2．6による．■

定義2．9：補題2．8における数θを，θ78（3）と表記すると，二要素γ，

哲∈Sに存在して，S。δ上の実数値関数

　　　　　　　　　　　　　3→θア虚（3）

が定義される．

補題2．10：8，3’∈S”とする，このとき

　　　　　　　　　　　　θ”（3）〉θ7ε（s’）

であるための必要十分条件はs＞3’である．

証明；公理2．6より明らかである．■

補題2．11；もし3，3’∈Sπ，0≦λ≦1ならぱ

　　　　　　　θ7‘（λ3十［1一え］3’）＝λθ瓢（3）十［1一λ］θ”（3’）

が成立する．

証明：補題2．8およぴ関数θ．K・）の定義より

　　　　　　　　　　3～θ7¢（3）γ＋［1一θγ‘（3）］オ，

　　　　　　　　　　3’～θ78（3’）7＋［1一θ7‘（3’）］孟

となる．したがって，公理2．5を二度適用すると

λ計［1一λ］3’～λ［θ7じ（3）什［1一θ7‘（8）］オ］＋［1一λ］［砺（3’）γ＋［1一θr8（の］む］

　　　＝［λθ”（3）＋［1一λ］θ78（3’）］7＋［1一λθ7ε（3）一［1一λ］θr8（3’）］オ

を得る．最後の等式は注2．2による．これは，補題2．10により

　　　　　　θγ8（λs＋［1一え］3’）＝えθ”（s）＋［1一え］θr8（sノ）

であることを意味する．■

定義2・12＝二要素α，ゐ∈Sについて，α＞δであるとする・二要素プ，むを

α，δ∈Sr‘となるように選ぶとき，S暢上の実数値関数璃8を

κ”（3）＝
θ”（s）一θπ（δ）

θπ（ω）一θ”（わ）
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と定義する．

補題2．133関数値蕗‘（3）は要素7，むには依存しない・即ち，α，δ∈Sf8，

α，ゐ∈S〆8・なるように7，6，〆，ε’を選ぶならば，

　　　　　　　砥8（3）＝屈〆農’（3）　　　（∀3∈Sγε∩S〆〆）

が成立する．

証明：二要素7，オがの，ゐ∈S”となるように選ばれたとする、このとき，

任意の3∈87書について，関数値鵡8（3）が要素α，ゐ，3にだけ依存するこ

とを示せばぱよい．

　1）3∈Sのの揚合

　定義2．9より，次のことが成立している．

　　　　　　　　　　3～θαo（3）αレ→一［1一θαδ（8）］ゐ

　従って，補題2．10と2．11より

　　　　　　　θ鴬（8）＝・θ78（θαδ（3）α十［1一θαゐ（s）］ゐ）

　　　　　　　　　＝＝θ⑳（3）θ”（α）十［1一θαδ（3）］θ”（6）

を得る．この式を変形すると

　　　　　　　　　　　　　　θ78（s）一θ”（δ）
　　　　　　　　　　　θω（3）＝
　　　　　　　　　　　　　　θ幡（α）一θ78（ゐ）

即ち，瓢ro（8）＝θαゐ（3）となる．

　2）3≧αの揚合

α∈S8ゐであるから，定義2．9より，次のことが成立する。

　　　　　　　　　　α～砺（α）3＋［1一θ80（α）］6

但し，α＞δであるから，θ8め（α）≠0であることに注意する・補題2・10と

2．11より

　　　　　　　θ銘（α）＝θ7ε（θ8ゐ（α）3十［1一θ8b（¢）］ゐ）

　　　　　　　　　　＝θ8δ（α）θ銘（3）十［1一θ8b（ω）］θrε（ゐ）

を得る．この式を変形すると
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　1

θの（α）

θ”（3）一θ7‘（ゐ）

θr‘（ω）一θr‘（δ）

すなわち，源78（s）＝1／θ8わ（α）となる．

　3）ゐ≧3の場合

ゐ∈Sα8であるから，定義2．9より，次のことが成立する．

　　　　　　　　　　δ～θα3（6）α十［1一θα8（δ）］3

但し，ω＞δであるから，θ伽（δ）≠1であることに注意する．補題2．10と

2，11より

　　　　　　　砺（ゐ）＝θfKθα8（δ）α＋［1一θα8（δ）］8）

　　　　　　　　　　＝θα8（ゐ）伽（α）＋［1一θα8（ゐ）］砺（3）

を得る．この式を変形すると

　　　　　　　　　　　一θα3（b）　　θπ（3）一θr‘（δ）

　　　　　　　　　　1一θα8（6）θアβ（α）一θ銘（ゐ）

すなわち，鉱78（3）＝一θ8δ（α）！（1一θ80（α））となる．

故に，いずれの揚合にも関数値蕗ε（3）は要素7，孟から独立であること

が示された．

　以上の補題を用いて，富くじの効用関数が存在することが証明される．

定義2・14：関数U：S→丑が順序保存的（order－preserving）であるとは，

3≧3ノならぱU（3）≧U（S’）であり，又その逆も成立することを意味する．

定義2，15：関数U：S→Rが線型（liner）であること．は，任意の3，3’∈

S，0≦λ≦1について

　　　　　　　U（え3十［1一λ］s’）＝えU（3）十［1一λ］U（3’）

が成立することを意味する．

命題2，16［1・N・Herstein＆J・Milnor（1953）］＝集合s上の順序保存

的な線型の実数値関数が存在する．

証明：集合S上に関数U：S→丑を定義する。
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　集合Sの中にα＞bなる二要素α，ゐが存在しない場合は，任意のs∈S

についてU（3）＝0と定義する．この揚合，明らかに関数Uは順序保存

的で線型である．

　α＞ゐなる二要素の，ゐが存在する場合は関数Uを次のように定義する．

各3∈Sについて集合Sの二要素7，むを3，α，わ∈S悌となるように選ぶ．

必要ならば，γは3又はαと等しく選ぴ，またオは3又はわと等しく

選び，このことは常に可能である．従って，補題2．13により，

　　　　　　　　　　　　u（3）＝巫r‘（3）一

と定義することができる．

　次に，この様に定義された関数Uが順序保存的で，また線型であるこ

とを示す．任意の二要素8，3’について，二要素γ，‘を3，3’，α，ゐ∈8rβと

なるように選ぶ．関数Uの定義より

　　　　　　　　θ”（3）一θ”（δ）　　　　　　　　θ『β（3ノ）一θ7‘（ゐ）
　　　　　U（8）＝　　　　　　　　　　U（S’）＝
　　　　　　　　θ7虚（α）一θγ虚（乙）’　　θ鴬（α）一θrε（b）

となる．上の二式における関数砺の性質により，補題2．10より，もし

s≧sノならばU（s）≧U（ε’）となり，更に補題2．11より，任意の0≦λ≦1

について

　　　　　　　U（え3十［1一λ］3’）＝えU（3）十［1一λ］U（3’）

が成立することが容易に確かめられる．■

命題2．17：集合S上で定義される順序保存的で線型な関数は，一次変換

を除いて一意的に存在する。即ち，U：S→RとV；S→Eを順序保存的で

線型な関数とすると，ある数α＞0，βが存在して

　　　　　　　　　　　　　v漏αu＋β

が成立する．

証明：集合Sの中にα＞ゐなる二要素α，西が存在しない揚合は，関数砿

7は共に一定の値をとる関数であるから，α＝1，β＝y（3）一u（8）（但し，
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3∈S）とすれぱよい．

　次に，α＞ゐなる二要素α，bが存在する場合は

　　　　　　　　　u（α）一u（ゐ）
　　　　　　　　α＝y（α）一7（δ）・β＝一α7（ゐ）＋u（ゐ）

とする．このとき，任意のε∈Sについて，U（3）＝α7（3）十βであること

を示す．

　1）3∈Sα西の揚合

　公理2。7より，3～θα＋［1一θ］ゐなる数θが存在する．関数¢7は順

序保存的で線型であるから

　　　　　　　　　U（8）＝θU（α）十［1一θ］U（ゐ），

　　　　　　　　　　7（3）＝θv（α）＋［1一θ］7（ゐ）

が成立する．これらの式より

　　　　　　　　　　　U（S）一U（ゐ）　7（3）一7（ゐ）
　　　　　　　　　θ＝　　　　　　＝
　　　　　　　　　　　u（α）一u（ゐ）　7（α）一7（ゐ）

を得る。これよりU（8）＝αy（ε）十βが成立することを確かめることが出

来る．

　2）3≧αの揚合

　公理2．7より，α～θ8＋［1一θ］ゐなる数θが存在する．関数U，7は順

序保存的で線型であるから

　　　　　　　　　U（α）＝θU（3）十［1一θコU（ゐ），

　　　　　　　　　7（α）＝θ7（3）＋［1一θ］v（δ）

が成立する．これらの式より

　　　　　　　　　⊥＿u（8）一u（ゐ）＿y（3）一v（ゐ）

　　　　　　　　　θ　u（α）一u（ゐ）　7（α）一7（ゐ）

を得る．同様にして，これよりU（8）＝α7（8）＋βを得る，

　3）δ≧5の場合
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　公理2．7より，ゐ～θα＋［1一θ］sなる数θが存在する，関数U，yは順

序保存的で線型であるから

　　　　　　　　　U（b）＝θU（α）十［1一θ］U（s），

　　　　　　　　　7（δ）＝θ7（ω）＋［1一θ］7（3）

が成立する．これらの式より

　　　　　　　　一θ　U（S）一U（δ）　7（S）一7（ゐ）

　　　　　　　　両一U（α）一U（δ）一V（α）一7（δ）

を得る．同様にして，これよりU（S）＝α7（3）＋βを得る。■

　命題2．16において存在が主張されている関数Uは富くじの効用関数

であることは言うまでもない．即ち，関数Uは順序保存的であり，富く

じの順序≧を実数の大小に対応させている．更に関数Uが線型であるこ

とは，命題2．17に示されるように，単調一次変換以外の変換を許容しな

い．このことは関数Uの表す富くじの効用は単にその大小だけが問題な

のではなく，効用の数値そのものが意味を持つことになる，

　例えば，富くじ8，3ノ，γ，〆において

　　　　　　　　　U（3）一U（Sノ）＞U（γ）一U（〆）

であるとする．即ち，富くじ3とs’の効用の差は富くじ7と〆の効用

の差より大であるとする，他の効用関数7は効用関数Uの単調一次変

換であり，7＝αU＋β（α＞0）と表されるから，

　　　　　　　　　7（S）一7（3’）雲α（U（3）一U（3’））

　　　　　　　　　　　　　　＞α（u（γ）一u（〆））

　　　　　　　　　　　　　　＝7（7）一7（〆）

となる．つまり，効用差の大小は単調一次変換に関して不変である，この

ように富くじの効用は一つの基数的性質を持ち，この意味において富くじ

の効用は可測的（measurable）であると言われる。
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§3期待効用仮説－

　この節では不確実性をより明示的に取扱い不確実性が存在する状況に関

する個人の順序付けは期待効用によって表現されることを証明する．

　実現する可能性のあるすべての結果（consequence）の集合をXで表し，

数学的構造として集合Xは可分距離空間であることを仮定する．空間X

のすべてのボレル集合からなる集合系を留（X）で表す．各ボレル集合

β∈詔（X）は事象（event）と呼ばれる．可測空間（瓦詔（X））上で定

義されるすべての確率測度の集合をノ（X）で表す。各測度μ∈ノ（X）

は集合X内の結果の実現可能性に関する不確実性を表現しており，富く

じと解釈される・また・集合ノ（X）には弱位相が与えられているとす

る．

　経済主体として個人を考え，その個人の富くじに関する選好を表す順序

を≧とする，即ち，≧⊂一〃（X）Xノ（X）である．順序≧に対応して，

二つの二項関係＞，～を定義2，3と同様に定義する．

仮定3・1：順序≧は前節の仮定2．4に相当する条件を満す。即ち，順序≧

は反射的，完備的，推移的である．

仮定3．2；順序≧は連続（continuous）であると，する．．すなわち，任意の

レ∈ノ（X）について，二つの集合

　　　　　　　1μ∈ノ（x）1μ≧レ｝，｛μ∈ノ（x）1レ≧μ｝

は閉集合である．

定義3．3：関数U：ノ4（X）→Rが順序≧に関して順序保存的であるとは，

μ≧レならばU（μ）≧U（レ）であり，又もその逆も成立することを意味する．

命題3・4：仮定3．1，3．2のもとでは順序≧に関して順序保存的な連続関

数7：ノ（X）→Rが存在する．

証明；空間Xは可分な距離空間であるから，空間ノ（X）も可分な距
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離空間である（数学注，定理6．6）・可分な距離空間は開集合の可算基を

持つことが知られている．又，G．Debreu（1964，Prop．3，p，221）の命

題によると，可算基を持つ位相空間において・任意り反射的・完備的・推

移的，且つ連続な順序に関して順序保存的な連続関数が存在する・従って，

所望の関数7：ノ4（X）→Rが存在する．■

　集合ノ4（X）は前節の富くじの集合S㌔に対応する．実際1二つの富く

じの一次結合を以下の様に定義すると、，集合一ノ（X）は仮定2ユに相当

する条件を満すことを容易に示すことが出来る。

定義3．5：二つの富くじμ，レ∈ノ（X）と0≦む≦1なる数哲について，

むμ十（1一む）レと表記される富園じを次のように定義する、即ち，任意の

B∈詔（X）について

　　　　　　　（εμ＋（1一む）ツ）（B）＝孟μ（B）＋（1一オ）レ（B）

となる測度であるとする．

補題3．6：μ≧レとする・このとき［0・1］からノ（X）への写像

　　　　　　　　　　　む→むμ十（1一哲）リ

は連続である．

証明＝砺→むoのとき，オημ十（1一哲π》が60μ十（1－60》に弱収束すること

を示せばよい．実際，任意のボレル集合B∈鰯（X）について，明らかに

　　　　1im（むπμ（β）＋（1一亡π）レ（B））＝（哲・μ（β）＋（1一‘・）レ（B））

　　　　　お
が成立する．このことは，数学注，，定理6，5より，砺μ十（1一むπ）レは哲oμ

＋（1一むo）レに弱収束することを意味する．国

定義3．7：β≧αであるとき，集合［α1β］を

　　　　　　　　［α，β］；＝｛μ∈ノ（x）1β≧μ≧α｝

と定義する．

補題3，8：もしμ∈［α，β］ならば，適当な数孟∈［0，1］のもとでμ～オβ十

（1一む）αとなる．　　　　　　　　．　　　　　　　、
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証明；μ≧α＝0β＋1α且つ1β＋0α＝β≧μであるから，補題3．6と仮定

3．2より，所望の数孟が存在することは明らかである．■

仮定3．9＝もしμ1～μ2ならば，任意のレ∈ノ（X）と0≦6≦1について

　　　　　　　　　　6μ1十（1一‘）リ～むμ2十（1－6）リ

が成立する．

補題3．10：もしμ＞レ且つ0くK1ならぱ，

　　　　　　　　　　　　μ＞哲μ十（1一む）レ＞ン

が成立する．

証明：もし仮にむoμ十（1一むo》≧μ且つ0くむo＜1となるような数むoが存

在するとしよう・μ＞FOμ＋Dであるから，補題3．6と仮定3．2より，

0＜3≦オoなる数3について

　　　　　　　　　　　　3μ十（1－3）レ～μ

が成立する．従って，仮定3．9により，

　　　　　　召［3μ＋（1－s）り］＋（1－8）レ＝32μ＋（1－32）り～μ

となる・同様に仮定3．9を繰返し適用することにより，任意の自然数π

について

　　　　　　　　　　　　s鴨μ十（1－s鴨）レ～μ

となる。従って補題3，6と仮定3。2より，π→。。とすると，レ～μとなる．

これは，仮定μ＞レに矛眉する・即ち，0＜哲＜1なる任意の数哲につい

てμ＞εμ＋（1一む）ッが成立する，同様にして，むμ＋（1－6）レ＞ッが成立する

ことが証明される．■

補題3ほ1：もしμ＞レならば，3＞むであることは

　　　　　　　　　　3μ十（1－3）レ＞むμ十（1－6）レ

となるための必要十分条件である．

証明＝3＞むと仮定する，補題3。10より，3μ＋（1－s）レ＞りが成立する．従

って，融＜1であるから，再ぴ補題3．10により
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　　　8μ＋（1－3》＞（613）［sμ＋（1－s》］＋（H／3》＝むμ＋（1一む》

となる．

　逆に，8μ十（1－8）り＞‘μ十（1一む）レと仮定する・明らかに8≠むである・

仮に3＜‘であるとすると，証明の前半から

　　　　　　　　　　亡μ十（1一オ）レ＞3μ十（1－s）レ

となる．これは矛盾である．故に，s〉6である。■

定義3．12：関数U：．ノ（X）→Eが線型（linear）であるとは，任意のμ，

レ∈ノ（X），0≦オ≦1について

　　　　　　　U（哲μ十［1一孟］レ）騙孟U（μ）十［1一孟］U（レ）

が成立することを意味する。

命題3．13［」．M、Grandmont（1972）］：仮定3・1，3・2，3・9のもとで・

順序≧について順序保存的な線型の連続な関数U㌧ノ（X）→Rが存在す

る，　　　　　　の

証明：仮定3．1，3．9と補題3．8，3．11により，前節で命題2．16の前提が

すぺて満されていることが分かる．従って，順序≧について順序保存的な

線型の関数U＝ノ（X）→Rが存在する．故に，関数Uの連続性だけを

証明すればよいことになる，

　連続性の証明は空間ノ4（X）が距離空間であること（数学注，定理6・

6）から点列を使うことが出来る・点列｛μπ｝個，2，…がμoに収束するとし

よう．仮定3．2により，2点α，βを適当に選ぶと，［α，β］がμoの近傍

となる．また，α＞βとなるように選ぶとする・もしその様に選ぶことが

出来ないときは，関数Uは一定の値を取る関数であり，それは明らかに

連続である．一般性を失うことなく，各πについてμπ∈［α，β］であると

仮定することが出来る．補題3。8によると，各％について，険～むπα＋

（1一オ、）βとなるような数6πが存在する。従って，命題3．4により，

　　　　　　　　1血7（鎚＋（1一のβ）＝1i皿7（μπ）
　　　　　　　　　π　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　』v（μo）

となる・故に・点列‘πの集積点の一つをむoとすると，補題3，6を考慮

すれば，7（60α十（1一哲o）β）＝V（μo）セある。即ち，μo～オoα十（1一む。）βで

あり，従って

　　　　　　　　　U（μo）＝U（哲oα十（1一εo）β）

　　　　　　　　　　　　＝む・U（α）＋（1一ε・）U（β）

を得る．このことは，U（α）≠U（β）であることを考慮すれば，集積点む0

は一意的であることを意味する・即ち，点列砺は60に収束しなければ

ならない．従って一

　　　　　　　1imU（μπ）・＝1imU（6πα十（1一砺）β）
　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　π

　　　　　　　、　　　　＝1im［砺U（α）十（1－6η）U（β）］

　　　　　　　　　　　　　お
　　　　　　　　　　　＝むoU（α）十（1一む0）U（β）

　　　　　　　　　　　＝u（μo）　　　　　　　　・

を得る・故に・関数Uは連続であることが証明された．■

補題3．14：もし関数U：ノ（X）→丑が線型で且つ連続であるならぱ，’

有界である．

証明：もし仮に有界でないとすると，ノ4（X＞から点列（μπ）π．1，2。…を適

当に選ぴ，％につきU（侮）＞2πとなるようにすることが出来る．ここで

各πにつき，測度勘を

　　　　　　　　　　P犯謂Σπ（2一彫／Σπ2一’）μ冷

　　　　　　　　　　　　匙；1　　　ブ；1
と定義する．また測度レ。を

　　　　　　　　　　　　　　　け　　　　　　　　　　　　　レ。ニΣ2一勘μ彫

　　　　　　　　　　　　　　むコ　
と定義する・数学注，’定理6．5によって，場はレoに収束することが容

易に証明することが出来る．従って，関数Uが線型，連続であることか

ら

　　　　　　　　U（レo）＝1in1U（レη）

　　　　　　　　　　　』　π
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　　　　　　　　　　　、＝1i皿Σπ（〆／Σπ2脚’）U（μ冶）

　　　　　　　　　　　　　れ　セニ　　　　　ノコ　
　　　　　　　　　　　＞1imΣπ（1！Σ怖2曹’）’

　　　　　　　　　　　　　π　産31　　ゴ司
　　　　　　　　　　・＝十〇Q

となる．これは矛盾である．口

　記号むで，点の∈Xに退化（deg面erate）した測度，即ち

　　　　　　　　　　　　　　δ謬（｛の｝〉＝1

となるような測度を表とすると．富くじに関する順序付≧から結果に関す

る順序≧、を以下のように導出することが出来る．

　　　　　　　　　　≧σ＝｛（¢，ッ）∈XXXlδ¢≧δ馴｝

　これは確率1で結果のが実現する富くじむを結果¢そのものと同一

視する順序付けである・個人が結果について順序付けをしている．一とすれば

富く．じの順序付けとこのような整合性を持たなければならない・

命題3．15［J・M・Grandmont（1972）コ：仮定3．1，3。2，3．9のもとで，

集合X上で定義された有界連続関数膿X→B歩存在し，以下の性質を

持つ．

　1）　関数％は≧。について噸序保存的で多る．即ち，詔≧◎gならば，

　　灰¢）≧恢Ψ）であり，又その逆も成立する。

　2）関数U㌧〆（X）→Eを，各μ∈ノ（X）について
　　　　　　　　　　　　　u（μ）一五吻

と定義すると，関数Uは≧にgいて順序保存的である．

証明＝命題3。13と補題3。14より，≧に？いて順序保存的な線型連続有界

関数U：ノ（X）→Rが存在する．関数％：X→Rを，各の∈Xについて

％（記）＝U（δ∫）『と定義する．関数Uは連続であり，－』写像の∈X→’δ¢∈

ノ（X）は連続であるから（数学注，定理6・8），関数uも連続であるド関

数％の有界性は関数Uの有界性より明らかである．又，関数Uは≧に

ついて順序保存的であるから，≧cの定義により関数％は≧cについて
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順序保存的である．即ち，この命題の条件1）が証明された．従って，残

りの条件2）が成立することを示せばよい．

ケース1）：測度μが有限サポートを持つとする・即ち，suppμ＝｛¢1，

…，鞠｝とすると，

　　　　　　　　　　　　μ＝ΣπP‘δ3、
　　　　　　　　　　　　　ぜぽ　
となる。但し，p‘＝μ（極｝）（ゼ＝1，…，π）である．従って，関数uの線

型性により，

　　　　　　　　　　u（μ）＝Σ”P‘u（δヱ、）

　　　　　　　　　　　　　オコユ
　　　　　　　　　　　　＝ΣπP乞％（の
　　　　　　　　　　　　　ゆコユ
　　　　　　　　　　　　ーかμ

となる．故に，この揚合は条件2）が成立している．

ケース2）：測度μは任意のものとする，有限サポートの測度の集合は弱

位相のもとで空間ノ4（X）において税密であるから（数学注，定理6．7）

各測度侮は有限サポートを持つような点列｛μπ｝個，2，…で測度μに収

束するものが存在する．関数uが連続であることとケース1）によう，

　　　　　　　　　　　U（μ）篇1i皿U（μπ）

　　　　　　　　　　　　　　ハ
　　　　　　　　　　　　　ー1蟻幽

を得る．又，関数鉱が有界連続であるから，写像

　　　　　　　　　曜（かかレ∈R

は連続である（数学注，注6．4）．従って，

　　　　　　　　　　砿囎かμ

となる．上記の二式より，この場合も条件2）が成立する．■

　この命題でその存在が証明された関数駕は，ノイマン・モルゲンシュ

テルン効用関数と呼ばれる・この命題は，不確実な状況を表す確率測度

μ，即ち，、富くじμの効用U（μ）は，各結果の∈Xの効用恢¢）の測度
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μに関する期待値に等しいことを主張している。従って，個人は不確実性

下では結果の効用の期待値に注目し，それを最大にするように行動すると

いうことになる．これが所謂，「期待効用仮説」の主張である．

第二章　一時的均衡の理論

　一般均衡理論に不確実性を導入した理論に所謂「一時的均衡の理論」な

るものがある．その理論における顕著な特長は期待を外生的なものとして

取扱っていることである．経済主体は経済の状態を観察することから何ら

かの予想を持ち，その予想に基づいて行動する．予想は経済の状態に依存

し，経済の状態が変れば予想は変化する．然しながら，予想形成の仕方は

不変であり，その意味において期待は一定であり外生的なものである．こ

のような所与の期待を各経済主体が持つときの市揚均衡を説明するのが一

時的均衡の理論である。

　一時的均衡の理論的体系は確立された一般均衡モデルに不確実性が組込

まれたものである．先物市場における投機や貨幣の存在を説明するのに極

めて有用な分析手法である．基礎的な分析は，D・Sondermann（1971），J、

M．Grandmont（1971），J．R．Green（1973）等によってなされている，

又この分野の包括的な展望論文としては」・M・Gran¢mont（1977）がある・

§1一時的均衡

　静態的競争均衡の概念をより一般化し，将来に関する不確実性を組込ん

だ市場均衡として，一時的均衡（temporary　equilibirum）と呼ぱれる概念

がある．経済主体は単に現在の状態だけを問題とするのではなく，将来の

ことも考慮しながら行動する．従って，現在の行動の決定は現在の状況だ

けに依存するのではなく，現在の状況に基づいてなされる将来の状況に関
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する予想にも依存する，例えぱ，消費者が市揚で財を需要あるいは供給す

るとき，現在の市場における財の価格だけを考慮するのではなく，現在の

価格から将来の価格を予想し，将来の市場の状況を予測しながら現在の市

揚で行動すると考えられる，一時的均衡とは，経済主体がこの様に行動す

るときの経済における市揚均衡である．この節では，単純化された経済に

おいて一時的均衡の概念を明らかにする．

　経済には一種類の消費財と貨幣が存在し，消費財は非耐久財で次期に持

越すことが出来ないとする．経済主体としては消費者だけが存在するとす

る・代表的消費者は以下の様に行動する．消費者が考慮する期間は二つあ

り，それらをr今期」とr来期」と呼ぶことにする．r今期」を数字1，

「来期」を数字2で表す．消費者の財の初期保有量を

　　　　　　　　　　　　　θ＝（θ1，θ2，鵬1）

とする・81は今期の期首に所有している消費財の量であり，θ2は来期の

期首に所有する消費財の量を表し，それは今期において既知であると仮定

する，物は今期の期首に所有している貨幣の量とする．

　消費者の効用は今期における消費財の消費量苅と来期における消費財

の消費量範に依存し，効用関数

　　　　　　　　　　　　　秘＝U（の1，¢2）

で与えられるとする．

　経済には二つの市揚が存在するとする．一つは消費財を直接に売買する

市揚，即ち消費財の直物市場である．もう一つは来期における消費財の売

買契約を予め結ぶための市揚，即ち先物市場である．消費財は非耐久財で

あると仮定しており，今期の消費財を来期に持越すことは出来ないが，貨

幣と先物市揚は今期と来期を結ぴつける働きをする．例えば，もし消費者

が今期の消費を控えて来期の消費を増やしたいと思うならば，今期の財の

初期保有の一部を直物市場で売り，得た所得で先物市場で来期の財の所有
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権を買ったり，単に貨幣で来期に持越すことが出来る．逆に，今期の消費

を増やして来期の消費を減らしたいと思うならば，来期に持越す貨幣量を

減らしたり，先物市揚で来期の財の所有権を売り，直物市揚において消費

財を買うことが出来る．又，先物市揚ゼは消費者は投機をすることが出来

る．消費財の来期の価格は不確実であるから，今期の先物市場での消費財

の価格より来期の価格の方が高くなると思う消費者は来期の消費財の所有

権を買うであろうし，安くなると思う消費者は来期の消費財の所有権を売

るであろう．

　消費者め市揚における行動を

　　　　　　　　　　　　F（¢1，δ，m2）

で表す．¢1は消費者の今期の消費財の消費量，δは来期の消費財の所有

権に対するネットの需要量，晦は来期へ持越す貨幣量を表す．消費財の

直物価絡をp1，先物価格をgとすると，貨幣の価格は1であるから，価

格体系pは
　　　　　　　　　　　　P＝（P1，9，1）

となる．このとき消費者の行動2は

　（1〕P両十φ＋呪2＝P1θ一＋m1

なる予算制約式を満さなければならない．もし仮に消費者に今期の行動が

zであり，来期における消費財の価格がp2になったとする．この揚合来

期の消費財の初期保有量はθ2＋δとなるから，来期の予算制約式は

　12）P2の2＝P2（θ2＋δ）＋物

となる．今期の消費財の消費量苅は既に決まっているから，消費者は来

期においては消費財の消費量詔2を決めることになる．従って，消費者は

効用・U（¢1，の2）が最大になる様に（21の予算制約のもとで来期の消費量∬2

を決定する．そのとき得られる効用の最大値は今期の消費者の行動2と

来期の消費財の価格p2の関数になる。それを

　　　　　　　　　　　　　　155



　　　　　　　　　一橋大学研究年報　経済学研究　28

　　　　　　　　　　　　　ひ（2，P2）

で表わすことにする．

　今期においては，来期の消費財の価格p2は不確実である．消費者は今

期の価格体系pから来期の消費財の価格p2を予想すると仮定しよう．

今期の価格体系がpである時来期の価格がp2になる確率（密度）を

　　　　　　　　　　　　　ブ（P，P2）

とする．つまり，今期の価格体系がpである時の来期の価格p2に関す

る消費者の予想が確率密度関数∫（p，・）で与えられることになる。消費

者の今期の行動が3であり来期の価格がp2である時得られる最大の効

用が”（p，p2）であるから，消費者の今期の行動が2であり今期の価格体

系がpである時の期待効用は

　　　　　　　　7⑳）チ回加）伽

となる，消費者はこの期待効用が最大になる様に今期の価格体系pが与

えられたときの予算制約（1〕のもとで行動2を決定する．従って，消費者

の行動βは価格体系pの関数となり，それを

　　　　　　　　　　　　　2＝P（P）

で表すことにする．この関数は直物市場と先物市揚における需要と貨幣の

需要を表す．この需要関数によって消費者の今期の直物市揚と先物市揚に

おける行動がすべて表現されている．

　予算制約式（11は価格体系pの比例的変化に関しては実質的変化はない

から，需要関数は0次同次である，即ち，任意の価格体系pと正数λに

ついて

　（3）P（P）＝P（えP）

が成立する．更に，消費者の行動2は予算制約式（1》を満たさなければな

らないから，任意の価格体系pについて

　〔4）P・P（P）＝P、8、＋篇、

　　　　　　　　　　　　　　156



不確実性と市場均衡

が成立する，

　上述の様な行動様式をとる消費者が経済に多数存在するとする．第¢

番目の消費者の需要関数をZ）¢（p），消費財および貨幣の初期保有量を♂＝

（θ1‘，θ2‘，物4）とする．直物市場と先物市揚における超過需要を表す総超過

需要関数をζ（p）とすると，それは

　　　　　　　　　ζ（P）＝Σ‘［Z）乞（P）一（8、‘，0，鵠、‘）］

で定義される．この総超過需要関数によって両市揚の状態が表現されてい

る，明らかに，両市揚を均衡状態にする価格体系はζ（多）芦0を満たすペ

クトルφである・その価格体系のもとで実現する状態を一時的均衡と呼

ぷ。

　総超過需要関数の性質として，各消費費者の需要関数が〔3）と（4）の性質を

持つことから，任意の価格体系pと正数λについて

　　　　　　　　　　　　　ζ（P）＝ζ（λP），

　　　　　　　　　　　　　P・ζ（P）＝0

が成立する。即ち，総超過需要関数ζ（p）は0次同次であり，且つワルラ

ス法則を満たす．従って，議論は従来の一般均衡の存在間題に帰着するの

である．故に，総超過需要関数が連続になるような状況においては均衡価

格体系が存在することが推論される．

§2経済主体の行動

　この節では，より一般化された経済において経済主体の行動を明らかに

する．経済主体としては消費者を考える．経済には‘種類の財があると

する．即ち，財空間をZ次元ユークリド空間ガとする．これらの財に

は単に普通の財だけではなく，例えば，貨幣，あるいは先物取引も含まれ

る．消費者はこれらの財の売買を今期行うとする．消費者は過去の結果と

して当初いくらかの財を所有しており，それらを他の消費者と交換するこ
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とを考えている．財の交換において消費者には物理的制約がある．例えば，

通常の消費財ならば非負の量でなければならない．先物取引ならば負の量

でも意味がある．消費者の財の初期保有量と交換の物理的制約を同時に表

現するために，取引集合という概念を用いることにする。消費者の取引集

合をX⊂がとする．即ち，がの原点0は消費者の取引前の初期の状態

を表し，集合X内の点は取引後消費者が移行可能な状態を表す．

　今期の市揚の状態を表すパラメターとして消費者は財の価格だけを考慮

するものとする．即ち，市揚は競争的であるとする。δ種類の財の価格は

非負のベクトルp∈がで表されるとする．財の交換比率だけが意味をも

つので，価楕を以下に定義される集合∠の範囲に限定することが出来る．

　　　　　　　　　　　　　　　　　こ　　　　　　　イ＝｛P＝（P、，…，Pε）∈R＋弓1Σ勉＝11

　　　　　　　　　　　　　　　　　まニエ
　市場で成立する価格は消費者にとって二つの理由で重要である．第一に

価格体系は財の取引の可能性を規定する．財の価格に対応して今期の取引

に使える所得が決定される．消費者の所得は価絡の関数であり，非負の値

を取るものとする．又，企業からの利潤分配が無限大なることがあるため

に，一般的には所得は無限大になることも有り得る．消費者の所得関数を

　　　　　　　　　　β：∠→R＋∪｛＋。。｝

とする．即ち，各価格p∈∠のもとで消費者の所得はβ（p）であること

を表す．所得β（p）は企業からの利潤も含まれる・消費者は予算制約を

満さなければならないから，以下に定義される予算集合の範囲に取引が限

定される．

　　　　　　　　　B（P）＝侮∈XIP・¢≦β（P）｝

　このように定義される価格と予算集合の関係，

　　　　　　　　　　P∈∠→B（P）⊂R彦，

を予算対応と呼ぶことにする．

　現在の価格体系が消費者にとって重要である第二の理由は，それから将
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来における経済の状態の予想を行うからである．将来実現する可能性があ

るすぺての経済の状態の集合をSとする．各要素3∈Sは，例えば将来

の市場における財の価格を表している．ここでは，より一般的に，消費者

に影響するであろう将来の経済の状態を表す・消費者は集合Sの中のい

かなる状態が実現するかは事前には予測できないが，どのような確率で各

状態が実現するかを予測する．即ち，消費者は状態の実現可能性について

の確率分布を予測するものとする．数学的には，集合Sは可分な距離空

間であり，9（S）を集合Sのボレル集合の集合系としたとき，9（S）

上で定義される確率測度の集合をノ（S）で表すことにする．消費者の

予想は一つの関数

　　　　　　　　　　　　ψ：∠→ノグ（S）

で表現されるとする．これを予想関数と呼ぶことにする．現在の市揚にお

いて財の価格がp∈∠ならぱ，消費者は将来の経済状態の実現可能性が

確率測度ψ（p）で表されると予想するのである・価格pが変化すると予

想ψ（p）も変化する・然しながら，予想形成の仕方，即ち，関数ψは不

変である．この意味において，将来の状態に関する消費者の期待は固定的

であり外性的なものである．

　消費者が現在決定しなければならないことは取引集合の中のどの取引を

実行するかである．当然，．その時の財の価格のもとで予算制約を満すよう

な取引を選ばなければならない．加えて，現在実行する取引は将来実現す

る経済の状態と両立するものでなくてはならない．例えぱ，現在の取引に

おいて過度な先物取引をすると，将来都合の悪い状態が実現すると消費者

は破産に追込まれるかもしれない．このような現在の取引と将来の状態と

の関連を消費者は考慮しなければならないのである．もし将来の状態が

3∈Sであるとき，それに対して許容される現在の取引の集合を五（3）⊂X

とする．即ち，の∈オ（3）ならば，取引の∈Xと状態3∈Sは許容的な組
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合せであることを意味する．このような対応，

　　　　　　　　　　　　s∈S→孟（s）⊂Xl

許容対応と呼ぶことにする。

　もし将来の状態が3∈Sならば，消費者は現在の取引を集合五（3）の中

から選ばなければならない．然しながら消費者には将来の状態は不確実で

あり事前には知ることは出来ない．従って，自己の予想に基づいて許容的

ではない組合せが発生することを避けるように現在の取引を選択するもの

とする．即ち，現在の市揚において価格がp∈∠のとき，消費者の予想

では確率1で許容的な組合せが実現するように，現在の取引を以下で定義

される集合σ（p）の範囲から選択しなけれ，ばちならない．

　　　　　　　0（P）＝｛¢∈XI∀s∈SUPPψ（P），¢∈11（3）｝

　ここで，suppψ（p）は測度ψ（p）のサポートを表す．消費者の予想

ψ（p）では将来の状態がsuppψ（p）の範囲から実現する確率は1であり，

その範囲のいかなる状態とも許容的になる取引を消費者は選ぶ。この意味

において消費者は「確実」に非許容的な事態が発生することを回避する．

上記の各価格pと許容的な取引の集合0（p）との関係，

　　　　　　　　　　　　P∈∠→o（P）⊂ガ，

を予想許容対応と呼ぶことにする。

　現在の取引は消費者の今期の効用に影響する・また現在の取引は将来の

行動を規定するという意味において将来の効用に間接的に影響する。また

将来の経済の状態は将来の効用に影響する．このように消費者の満足は究

極的には現在の取引と将来の状態に依存する．然しながら，将来の状態は

不確実である。従って，消費者は将来の状態の実現の仕方，即ち確率分布

に関心を持つ．故に，消費者の選好は現在の取引と将来の状態に関する確

率分布の組合せについての順序付けである。消費者の順序を≧で表すと，

≧は集合XXノ（S）上の二項関係である，二つの組合せ（¢，μ），（〆，μ’）
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∈Xxノ（S）’について，

　　　　　　　　　　　　（¢，μ）≧（¢’，μ’）

という表記は，消費者は（の，μ）を（¢’，μ’）より選好する，又は無差別で

あることを意味する．

　消費者は市揚において財の価格p∈∠が与えられたとき，自己の予想

ψ（p）に基づいて，最も高い満足を得るように取引を選択する・そのとき

消費者は予算制約召（p）と付加的制約σ（p）を同時に満さなければなら

ない．従って，消費が選択可能な取引の範囲α（p）は

　　　　　　　　　　　α（P）：＝B（P）∩（7（ψ）

と定義される．このとき，対応，

　　　　　　　　　　　P∈」→α（P）⊂x

を制約対応と呼ぶことにする．

　価格体系がp∈∠のとき，消費者は制約α（p）の中で最も望ましい取

引を選択する。従って，消費者が望む取引の集合をD（p）とすると，次

の様に定義される．

　　　　刀（P）：＝｛¢∈α（P）1∀の’∈α（P），（謁，ψ（P））≧（¢’，ψ＠））｝

　各価格pと最も高い満足を与える取引の集合刀（p）との関係・

　　　　　　　　　　　P∈4→P（P）⊂が，

を需要対応と呼ぶことにする。

§3需要対応の連続性

　この節では，前節において説明された消費者行動が価格体系について連

続的になるための条件を明らかにする．即ち，適当な仮定のもとで，消費

者の需要関数が価格について連続になることを証明する．

　集合．P⊂∠を

　　　　　　　　　P；＝｛P∈砺＞o，β（P）＜＋。。｝
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と定義する，予想関数ψより，対応σを次のように定義する．即ち，各

P∈Pについて

　　　　　　　　　　　σ（P）：＝SUPPψ＠）

とする．集合．〃（S）には弱収束の位相が与えられているものとする．

仮定3，1：予想関数ψについて以下のことを仮定する．

　1）　関数ψは集合P上で連続である。

　2）　対応σは集合P上で上半連続である．

補題3．2［J・Green，（1973，Rmk・3・1）］：

　対応σは連続である．

証明：仮定3．1の条件2）より，下半連続性だけを証明すれぱよい．s∈

σ（p）とする・点pに収束する点列働を取る．もしσが下半連続でない

なら，点sの開近傍1Vが存在して，

　　　　　　　　　　　1V∩SUPPψ（P％）＝φ

が無限個の添字πについて成立する．従って，

　　　　　　　　　　　SUPPψ（Pη）（ハr）＝0

が無限個の添字πについて成立る・ψ（飾）はψ（p）に弱収束するから，

数学注の定理6．5より，suppψ（p）（N）＝0を得る．従って，N∩supp

ψ（p）＝φとなり，これは矛盾である。■

仮定3．3：許容対応且は連続であり，更に以下の条件を満す．

　1）任意のs∈Sについて，五（3）は閉凸集合である．

　2）原点0のある近傍Nが存在し，任意のs∈SについてN⊂且（3）

　　が成立する．

仮定3．4：任意のp∈Pについて，ある3∈σ（p）が存在して，集合且（3）

は下に有界である．

補題3。5：予想許容対応0はP上で連続であり，各p∈Pについて以

下のことが成立する．
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　1）　σ（p）は下から有界な閉凸集合である。

　2）0∈intσ（P）

証明：対応の値0（p）が下から有界な閉凸集合であることは，仮定3，3

の条件1）と仮定3．4より明らかである．また，仮定3，3の条件2）より

0∈intσ（p）であることも自明である．

　対応σの下半連続性を証明するために，詔∈intσ（p）とすると，点の

のある近傍1覧が存在し，瑞⊂0（p）となる・対応0の定義より，任意

の3∈σ（p）について，瑞⊂双3）が成立する．対応且の下半連続性と

且（3）の凸性により，各3∈σ（p）について，点3のある近傍U8が存在

して，3’∈U8ならばの∈且（5’）が成立することを容易に証明することが出

来る．他方，明らかに

　　　　　　　　　σ（P）⊂U｛U，1S∈σ＠）｝

が成立するから，対応σの上半連続性より，点pの近傍7pが存在し，

任意のP’∈乃について，

　　　　　　　　　σ（P’）⊂∪｛U81s∈σ（P）｝

が成立する．即ち，p’∈7pとすると，任意の8’∈σ（p’）について，ある

点3∈σ（p）が存在し，Sノ∈U3となり，従って，Z∈丑（のとなる。これ

は，任意のp’∈7pについて，の∈σ（p’）であることを意味する，これは

対応0の下半連続性を意味する，

　他方，対応σの上半連続性は，その定義および対応且と対応σの上

半連続性より容易に証明される。■

仮定3．6：所得関数βは集合P上で連続である。

補題3．7：制約対応αは集合P上で連続であり・また各p∈Pについ

て，α（p）は非空なコンパクト凸集合である，

証明：各p∈Pについて

　　　　　　　　α（P）＝｛z∈σ＠）IP・謬≦β（P）｝
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であることから，補題3．5より，α（p）が非空なコンパクト凸集合である

ことは明らかである。更に，補題3．5と仮定3．6より，対応αは連続で

あることは容易に証明される．■

仮定3・8：順序≧は完備的，反射的，推移的，そして連続であるとする．

（第一章，仮定3．1，3。2を参照）

　この仮定の替りに，通常はノイマン・モルゲンシュテルン効用関数の存

在が仮定される．即ち，集合X×S上で定義された有界で連続な実数値

関数艦X×S→Rが存在し，，各の∈Xとμ∈ノ4（S）について
　　　　　　　　　　u（㊧μ）一五％（亀・）吻

と定義される関数U：X×ノ（S）→Rは順序≧について順序保存的とな

る．然しながら，実際にはノイマン・モルゲンシュテルン効用関数の存在

を明示的に仮定する必要はないのである．

補題3。9：各p∈Pについて，需要集合D（p）は非空なコンパクト集合

である．

証明：補題3．7より，制約集合α（p）はコンパクトである．従って，順

序≧についての仮定3．8により，集合D（p）は非空であることが容易に

証明される。また，明らかに，集合D（p）は閉集合である．従って，そ

れはコンパクトである，■

補題3．10：需要対応Dは価格集合P上で上半連続である。

証明：もし対応Dが上半連続でないならば，ある点Po∈Pとz）（Po）⊂

Uなる開集合Uに対して，点pOに収束する点列翫と点列妬が存在

して，各πについて翫∈ヱ）（pπ），翫隼Uが成立する．このとき，対応α

の上半連続性とα（Po）のコンパクト性より，点列翫は有界な点列であり，

従って収束すると仮定してもよい．収束点を¢0とすると，¢0串Ul即ち

鋤華．z）（Po）となる．他方，対応αの上半連続性とα（Po）のコンパクト性

より，の0∈α（pO）となる．従って，ある点20∈α（pO）が存在し，
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　　　　　　　　　　（20，ψ（PO））＞（¢O，ψ（PO））

が成立する．対応αの下半連続性より，点20に収束するある点列砺が

存在し，十分に大きなπについて3．∈α（翫）が成立する。順序≧と関数

ψの連続性より，大きなπについては

　　　　　　　　　　（2π，ψ（Pπ））＞（翫，ψ（Pπ））

が成立する．これは翫∈P（p．）に矛盾する，國

仮定3，11：

　1）　（単調性）＝任意の3∈Sについて，もしの∈五（s）声くの’ならばの’

　　∈且（3），の’＞のが成立する，

　2）　（凸性）：任意の（の，μ）∈X×ノ（S）について，集合

　　　　　　　　　　　｛¢’∈XKの’，μ）≧（¢，μ）｝

は凸集合である，

補題3．12：各p∈Pについて，以下のことが成立する．

　1）　P。D（P）＝・β（P）

　2）P（p）は凸集合である。

証明：集合D（p）は制約集合α（p）内で最も選好される点の集合である

から，仮定3．11の条件1）より，予算制約式において等式が成立しなけ

ればならない．即ち，性質1）が成立する．同仮定の条件2）より，明ら

かに，性質2）が成立する。■

§4　一時的均衡の存在

　この節では，多数の消費者が存在し，それ’らが第二節で明らかにされた

行動様式をとる経済を考察する，経済の一時的均衡を定義し，従来の一般

均衡分析において仮定されている諸条件のもとで，それが存在することを

証明する．

　消費者の人数を視とする．第乞番目の消費者の取引集合を濁，所得
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関数をβ‘，予想関数を幽，選好を表す濁×ノ（S）上の順序を≧‘，許

容対応をんとする。それらは前節の諸仮定をすぺて満足するものとする．

このとき・第二節で定義したように，各消費者乞の需要対応をヱ）‘で表

すことにする．個々の生産者は明示的には取扱わず，それらの行動を経済

全体の生産可能性集合によって表現する。その生産集合をr⊂犀とする．

従って，考察される経済は

　　　　　　　彦＝｛濁，β乞，ψ‘，≧‘，ん（づ＝1，…，犠），r｝

と表記される．

　生産集合yの形状およぴ消費者の所得関数との整合性について以下の

こと仮定する．

仮定4，1：生産集合yは以下の条件を満足する．

　1）　集合yは原点を含む閉凸集合である．

　2）霧∈y且つ〆≦穿ならば，〆∈rである．

　3）　R＋矯yは有界な集合である．

　4）　y∩（一r）は有界な集合である．

　5）任意のp∈∠についてSUP　p・r＝Σ拠β乞（p）が成立する．

　　　　　　　　　　　　　　　　εi1
　意味ある価格の集合として，集合9を

　　　　　　　9：＝｛P∈∠IP＞0，SUP　P・r＜十〇〇｝

と定義する．

補題4。2＝集合9は非空な凸集合であり，更に以下の性質を持つ．

　1）　dim9＝Z－1

2）併∩鴨（集合P講，各消費都について，前節において定義
　　　　ゑこユ
された集合Pに対応するものである）

証明：集合gは定義より凸集合になる．非空であることは，仮定4．1の

条件1）と3）より，明らかである。補題の性質1）は同仮定の条件1）

と4）より容易に証明される．更に，性質2）は同仮定の条件5）より導
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出される．■

　各価格p∈9について，供給集合Z（p）を

　　　　　　　　Z（P）＝＝｛劉∈rlP・彩＝・SUP　P・yl

と定義する．

補題4．3：供給対応Zは集合φ上で上半連続である。更に，各p∈g

について以下のことが成立する，

　1）　Z（p）は非空なコンパクト凸集合である。

　2）P・z（P）＝Σ孤β乞（P）

　　　　　　　づロ　
証明：性質2）は対応Zの定義と仮定4ユの条件5）より自明である・

次に，各p∈φについて集合Z（p）が閉集合であることは明らかである．

もし，ある点p∈ゆについてZ（p）がコンパクトでないならば，それは

有界でないことを意味する．このことは，補題4、2の性質1）より，点p

の近くの適当な点g∈φをとると，SUP　g・r＝＋。。となり，矛盾する．

このことにより，性質1）を得る，

　もし対応zが集合φ上で上半連続でないならば，ある点Po∈9と

Z（pO）⊂Uなる開集合に対して，点pOに収束する点列飾と点列砺が

存在して，各πについて晦∈Z（pη），靴串Uが成立する，

　ある点¢0∈Z（pO）を選ぶ。既に示したように集合Z（pO）はコンバクト

集合であるから，集合Uは有界であると仮定してよい・従って，各πに

ついて適当な0＜θπ≦1なる数θπを選ぶと，

　　　　　　　　　　　諺が＝θπ疏＋（1一θ箆）¢。

と定義される点列諺．が有界で，各ηについて砺φUとなるようにす

ることが出来る．生産集合yの凸性より，各πについて翻∈rである。

更に，その有界性により，字列諺、がある点あに収束すると仮定しても

よい．以上のことからあ∈y且つ20確U，即ち，診0隼Z（PO）となる．

　他方，対応Zの定義から，各πについて
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　　　　　　　　Pバあπ＝θπPバωπ＋（1一θπ）Pバの。

　　　　　　　　　　　≧θπPゼの〇十（1一θη）Pガのo

　　　　　　　　　　　＝飾●¢o

が成立する。従って，極限において，pO・20≧pO・¢0となる．これは20

∈z（Po）を意味し，矛盾である．■

　市揚均衡は価格ベクトルp，各消費者¢の取引鞠，生産計画写の組合

せ，｛p，¢1，…，¢鵬，切，によって表記される．

定義4．4：価格p∈9，消費者乞の取引賜∈X‘，生産計画Ψ∈rの組合

せ，｛p，¢エ，…，翫，写｝，が以下の条件を満すとき，一時的均衡と呼ぶ．また，

このときベクトルpを均衡価格と呼ぶ．

　1）諾‘∈P‘（P）∀乞＝1，…，飢

　2）P・9≧P・ず∀彩’∈y

　3）Σ㌔＝Ψ
　　　ピコ　

　但し，．Z）fは消費者冨の前節における需要対応Dに相当する．

　一時的均衡の存在を証明するために，各p∈9について，総超過需要

集合ζ（p）を

　　　　　　　　　　ζ＠）：＝Σ皿P‘（P）一z（P）

　　　　　　　　　　　　　ゑコ　
と定義する・明らかに，0∈ζ（p）となるような価格pを見つけることが，

均衡の存在を示すことになる．

補題4．5＝総超過需要対応ζは集合φ上で上半連続であり，また各p∈φ

について，以下のことが成立する。

　1）ζ（p）は非空なコンパクト凸集合である．

　2）　p・ζ（p）＝0（ワルラス法則）

証明：補題3．10，3．12，4．3より明らかである．■

　更に，超過需要対応ζに以下のことを仮定する．それは財が消費者には

望ましいものであって，価格がゼロになるか又は所得が無限大になる場合
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には財の超過需要が限りなく大きくなることを意味する。

仮定4．6：もし各％＝1，2，…について，恥∈¢，砺∈ζ（飾）であり，更に

p．→p。∈∂gとする，このときある価格p∈φが存在し，無限個のπにつ

いて，p・勧＞0が成立する，

命題4．7：上記の全仮定のもとで経済彦には一時的均衡が存在する・

証明＝補題4．2より集合9は非空な凸集合である．また，9⊂イである

ことから，以下のような性質を持つ集合列σπが存在する，

　1）σπ⊂ση＋、∀π＝1，2，…

　2）　Uπθ％＝9

　3）集合σπはコンパクト凸集合である。

　集合｝砿を

　　　　　　　甲が＝｛ω∈副P・ω≦o∀P∈σ％｝

と定義すると，それ’は原点を頂点とする閉凸錐となる・対応ζを砺上

に限定すると，補題4．5と数学注の定理4。6により，ある翫∈砺が存在

してζ（p物）∩四．≠φとなる・即ちある翫∈1監∩ζ（pπ）が存在する・点

列p、はコンパクト集合∠内の点列であるから，一般性を失うことなく，

ある点Po∈∠に収束すると仮定することが出来る・更に仮定4・6より・

Po∈◎でなければならない．総超過需要関数がコンパクト値であることと

上半連続性により，点列詔．も有界な点列であると見なせる．故にある点

¢oに収束すると仮定しても一般性を失わない，従って，以下のことが成

立する．

　　　　　　　　　　Po・のo＝0，¢o∈ζ（Po）

　更に，任意の％について，¢．∈1玲であることから，任意のπについ

て，劣o∈琳．となる．従って，任意のp∈φについて，p・のo≦Oが成立す

る．従って，Po∈φであることと補題4．1の性質1）より，¢o＝0でなけ

ればならない．つまり，0∈ζ（Po）となり，価格Poは均衡価格である．置
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第三章　合理的期待均衡の理論

　不確実性が存在するとき経済主体は自己の予想あるいは期待に基づいて

経済活動を行う．この揚合経済主体は経済の中で観測される現象に依存し

て期待を形成する・逆に，経済主体の期待に基づく活動は経済に影響を与

える。期待と経済現象のこの様な相互依存関係を分析するのが，合理的期

待均衡の理論である。これは期待を外生的に導入し期待が経済を決定する

という一面だけを分析する一時的均衡の理論と異なる点である．

　期待と経済には整合性が要求される。期待は経済を観察することから形

成された期待であり，逆に経済は期待に基づく活動の結果として実現する

経済でなければならない。このような整合的状況にある期待を合理的期待

と呼ぶ。合理的期待とは観察と矛盾しない期待，即ち，正しい期待のこと

である・合理的期待のもとで実現する市場均衡は合理的期待均衡と呼ばれ

る．

　不確実性とは情報の不足あるいは欠如を意味する．静態的経済において

は，経済主体に情報の量と種類に関して差異が存在し，r情報の偏在」が主

要な問題となる・この種の不確実性が存在する経済がR　Radner（1979），

B・Allen（1981）などによって分析され’ている．

§1　合理的期待と市場均衡

　不確実性が存在する競争経済では，経済主体の行動は二つの要素に依存

する・第一の要素は言うまでもなく市揚における価格である．経済主体は

需要または供給を価格に依存して決定する．第二の要素は不確実な経済の

環境に関する情報である．然しながら，各経済主体が入手する情報は往々

にして経済環境を完全に知るには不十分である，また各経済主体が入手す
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る情報は経済主体間で異なり，各経済主体は互いに他の経済主体が得てい

る情報を知らない．この様な状況における経済主体の最も単純な行動様式

は，自分が入手した情報以外はまったく不明であるとして行動する仕方で

ある．各経済主体がこの様に市場で行動したとき，市揚で一つの均衡状態

が実現する。この場合，経済主体の行動が入手した情報に依存しているの

であるから，当然のことながら実現する市揚状態も経済主体が持っている

情報に依存する．従って，すぺての経済主体が得る情報と実現する市揚の

状態との間には関係が発生する．特に，市揚で観察される均衡価格は経済

主体全員の情報に依存している。言い換えると，経済主体が入手した全情

報は均衡価格に反映される．この全情報と均衡価格との関係を第一次の関

係と呼ぶことにする．

　もし同じ状況が幾度も繰り返される定常的な経済であるならば，やがて

は経済主体は均衡価格と経済主体全員が入手した情報との間の関係に気付

く．即ち，上述の第一次の関係を知り，そしてその関係も自己の行動様式

に取入れるようになる．即ち，経済に存在する全情報から均衡価格を期待

（予想）する．この様な期待は，換言すれば，観察可能な市揚価格から他

の経済主体が入手している未知の情報を推測することを意味する。経済主

体はその推測も組込んで自己の需要あるいは供給を決定する．各経済主体

がこの様な行動をする時，市揚で実現する均衡価格と経済に存在する全情

報との間には新たな関係が生ずる．この関係を第二次の関係と呼ぶことに

する．

　経済主体が第一次の関係を期待し，それが実際に実現している第二次の

関係と異なるならば，やがては経済主体はそのことを知り，期待が正しく

ないことに気付く．従って期待を修正する．そして修正された期待のもと

で市揚価格と情報との間に新たな関係が発生する．期待が実際の市揚価格

と情報との関係と異なる限り，期待は修正され続ける．経済主体が抱く期
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待と，そのもとで実現する情報と市場価格との関係が等しくなると，その

期待は修正する必要がなくなり，それは正確なものということになる。こ

の意味で正確な期待を合理的期待（rational　expectation）と呼ぶ．経済主

体が合理的な期待を持つとき実現する市揚均衡を合理的期待均衡（ratio－

nal　expectation　equilibrium）と呼ぶ．以下では単純化された経済モデル

において，この均衡概念を説明する．

　経済主体はすべて消費者であり，その人数を鵠とする．二種類の財が

存在し，一つは消費財（consumption　good），他は資産（asset）とする．

各消費者には市揚価格以外にも観測可能な情報があり，第乞番目の消費

者が観察できる情報の集合をS‘で表す．消費者乞は市場で取引をする以

前に集合siの中の一つの情報を受取る．但し，集合S¢は有限個の要素

からなる集合とする・全消費者が受取る情報の集合をSとすると，以下

のようになる．

　　　　　　　　　S＝S1×S2×，…，×S篇

　経済主体は情報から経済がいかなる環境にあるかを推測する．一般には

消費者が得る全情報を以ってしても環境を完全には知ることは出来ない．

ここでは単純化のために，消費者の情報全体からは経済の環境を完全に知

ることが可能であると仮定する．即ち，情報の集合Sの各要素が経済の

一つの環境に対応しており，集合Sを環境の集合と同一視する．ある環

境s∈Sが実現すると，要素3は消費者に伝わる情報の全体を表す．消

費者ゼが受取る情報を3‘とすると，情報全体3は

　　　　　　　　　　F（s1，32，…，3勉）

と表される．

　環境すなわち情報は不確実であり，各消費者は自分への情報以外は事前

には知ることは出来ない．各消費者は環境に関する（主観的）確率分布を

知っているだけである．消費者¢が想定する集合S上の確率分布を
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　　　　　　　　　　　　　｛α、‘；3∈s｝

とする．α、蛋は環境が3となる確率を表わす．確率の定義から

　　　　　　　　　　　α、乞≧o且つΣα，筒

　　　　　　　　　　　　　　　　　ヨご
が成立する．環境の不確実性は資産の将来における価値の不確実性を引起

すと仮定する．即ち，資産の将来価値は環境に依存し，環境s∈Sのもと

では実現する資産価値は”、になるとする．

　消費者ゼの財の初期賦存量を

　　　　　　　　　　　　　θ』（θσ¢，θα5）

とする．8¢¢は消費財の初期保有量を，θ♂は資産の初期保有量を表す，

　消費者¢の需要を

　　　　　　　　　　　　　♂＝（o‘，2‘）

で表す．♂は消費財の需要量を，♂は資産の需要量を表す，消費財の価

格は，一般性を失なうことなく，1であると仮定することが出来る。資産

の価格をpとすると，消費者の需要♂は以下の予算制約を満さなけれ

ばならなヤ、．

　　　　　　　　　　　　o‘＋〆＝θσ5＋Pθα‘

　消費者の効用関数は消費財の消費量と資産の価値額に依存すると仮定す

る．もし消費者¢の需要がず＝（♂，2‘）である時に環境3が実現したな

らば，消費者乞の得る効用は

　　　　　　　　　　　　％＝u‘（o乞，”8♂）

になるとする．

　合理的期待均衡を定義するために一つの概念を導入する・それは予想関

数（forecastfunction）と呼ばれ，情報全体s∈Sを資産価格pに対応さ

せるものである．その関数は消費者がどのように情報から資産の均衡価格

を予想するかを表現している．予想関数を

　　　　　　　　　　　　　　P＝ψ（ε）
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とする．

　市揚で取引がおこなわれる前に一つの情報3が消費者に届いたとする。

然しながら消費者づはその一部しか知らない．即ち，その情報全体を

　　　　　　　　　　　　F（s1》32p…，3拠）

とすると，消費者乞はs乞だけを知っており，他の消費者が受取っている

情報を知らない．従って，消費者ぢはどのような環境が実現しているの

かを知らない．消費者ぢは情報全体すなわち環境を予想関数と市場で観

察される資産価格から推測する，もし市揚での資産価格がpとすると，

消費者乞は予想関数ψより情報全体sは以下の集合に属すと推測する．

　　　　　　　T＝｛む＝（ε1，…，の∈SIP＝ψ（孟），オ¢＝s盗｝

　従って，情報全体3が集合丁の範囲にあるとした揚合のS上の条件

付き確率分布を

　　　　　　　　　　　　　｛β8‘：3∈s｝

とすると，それは

　　　　　　　　牌1驚翻

によって与えられる．つまり消費者ゼは資産価格p，部分情報♂，予想関

数ψが与えられたとき，環境3∈Sが実現している確率はβ、¢であると

予測している．従って，消費者乞の需要がず＝（♂，♂）であるとすると，

彼の期待効用は

　　　　　　　　　　　　Σβ盛、び（o喜，”、3¢）

　　　　　　　　　　　　むくヨさ
となる．消費者ゼはこの期待効用が最大になるような需要♂を予算制約

の範囲から選ぶ，従って，彼の需要♂は資産価格p，部分情報♂，予想

関数ψの関数になる，それを

　　　　　　　　　　　　〆＝が（P，s信，ψ）
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とする，故に，．経済の総超過需要関数は

　　　　　　　　　z（P，s，ψ）＝Σ［が（P，3ε，ψ）一8乞］

　　　　　　　　　　　　　　乞
となる．

定義L1：以下の様な性質を持つ予想関数ψを合理的期待均衡と定義す

る。任意の情報3∈Sについて

　　　　　　　　　　　　z（ψ（s），3，ψ）＝o

が成立する．

　即ち・全ての消費者が予想関数としてψを採用したなら，いかなる環

境3が実現し，情報3が消費者に与えられようとも，予想関数の示す資

産価格ψ（s）のもとで市揚が均衡することになる．言い換えれば，予想関

数ψで表される消費者の期待は，市揚の結果と矛盾しないという意味で

正しいことになる，消費者がこの様な予想関数を期待として採用し行動す

るならば予想した市揚価格が実現するため，期待を修正する誘引は存在せ

ずその期待を持ち続ける．

§2完全伝達均衡

　前節において定義される合理的期待均衡と密接に関連する一つの均衡概

念を考察しよう・環境8が実現し，情報sが消費者に伝達されたとき，

市場で取引が行なわれる前に消費者間で情報の交換がなされると想定する．

この揚合すぺての消費者は情報3の全体を知っていることになる．つま

り消費者にとって環境について不確実性がなくなる．従って，消費者ぢ

の需要が♂＝（♂，のであるとき，効用は

　　　　　　　　　　　　　U召（o盛，η83‘）

となる．消費者ゼはこの値を最大にするような需要♂を予算制約のもと

で選ぶ・故に，需要♂は情報全体sと資産価絡pの関数になる．それを

　　　　　　　　　　　　　♂＝φ‘（P，3）
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とすると，総超過需要関数は

　　　　　　　　　　ζ（P，ε）ニΣ［φ乞（P，3）一θ‘］

　　　　　　　　　　　　　　ゑ
と定義される．ここで情報3と価格pとの間の一つの関数関係

　　　　　　　　　　　　　　P＝ψ（s）

を次の様に定義する．

定義2．1：関数ψは以下の性質を持つとき，完全伝達均衡（full　comm－

unication　equilibrium）と呼ぶ．即ち，任意の情報3∈Sにいて

　　　　　　　　　　　　　ζ（ψ（s），3）＝o

が成立する。

　完全伝達均衡ψとは，もし消費者間で取引前に情報交換が行なわれる

なら，環境がsであるとき資産の均衡価格はψ（3）になることを示す関

数である．

定義2．2＝完全伝達均衡ψが次の性質を持つとき，顕示的（revealing）

であると言う，即ち，もし3≠むならば，ψ（3）≠ψ（孟）が成立する。

　顕示的な完全伝達均衡ψにおいては，異なる環境8，むのもとでは資産

の均衡価格ψ（3），ψ（オ）は異なるものになる。即ち，消費者間で取引前に

情報を交換するならば，環境の違いは価格に必ず反映されることを意味す

る．

命題2．3：顕示的完全伝達均衡は合理的期待均衡である．

証明；関数ψを顕示的完全伝達均衡とする。消費者が関数ψを期待に採

用したとき，関数ψが合理的期待均衡であることを示す・

　環境8∈Sが実現したとする．期待ψにタると，p＝ψ（8）なる価格p

が均衡価格となる．実際，以下において価格pで市揚が均衡することを

示す．消費者乞は環境sは次の範囲にあると推測する．
　　　　　　　　　　T一｛む∈SIP三ψ（む），6‘一ε｛｝

　この揚合，関数ψが顕示的であることから，T＝｛3｝となる，従って消
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費者ゼにとって，情報3の一部3｛と価格pを知り，期待ψを持つと

きの環境の条件付き分布｛β‘細∈S｝は，

　　　　　　　　餅一［1：lll窺綴1

となる。故に，消費者¢は情報3の全体を知って行動しているのと，同

じ行動を取る．従って，

　　　　　　　　　　ヱ）¢（P，s¢，ψ）＝φ‘（P，s）

が成立する．これは，すべての消費者について成立する，更に，関数ψ

は完全伝達均衡であるから

　　　　　　　　Σが（P，s¢，ψ）＝Σφゑ（P，3）＝Σ♂

　　　　　　　　こ　　　　　　　　　　　　ぜ　　　　　　　　　ご

が成立する．即ち，価格pは均衡価格である．

　以上のことから，任意の環境3∈Sについて

　　　　　　　　　Σが（ψ（s），ε‘，ψ）＝Σθ‘

　　　　　　　　　　ゴ　　　　　　　　　　　　　　オ
が成立することが分かる．即ち，関数ψは合理的期待均衡である・■

　顕示的な完全伝達均衡ψが存在する揚合，上述の証明の中で明らかに

されている様に，各消費者¢が顕示的完全伝達均衡ψを期待として採用

するならば，資産価格pと情報の全体3を知ることは・資産価格pと

情報の一部3彦と関数ψを知ることと同等である，これが顕示的な完全

伝達均衡が合理的期待均衡になる理由である・完全伝達均衡の存在は，所

謂r一般均衡の存在定理」により，よく知られた事実である・従って，完

全伝達均衡が顕示的になる可能性を分析することによって，合理的期待均

衡の存在の可能性を知ることが出来る・実際・完全伝達均衡が例外的な揚

合を除いて顕示的になることを証明することによって，合理的期待均衡が

一般的に存在することが示される，これがR・Radner（1979）とB，AIlen

（1981）による分析である、

177



一橋大学研究年報経済学研究　28

§3一般化モデルと消費者行動

　この節では不確実性を含む一般化された交換経済を考察する。消費者の

数は有限であり，その人数を吼とする，財の種類も有限であり，その数

を乙とする。財空問は乙次元ユークリッド空間がであり，すぺての消

費者の消費集合は，その非負象限Rノとする．第¢番目の消費者の初期

保有量をθ乞∈E、呂とずる．

　消費集合E．甚、上の完備的，反射的，推移的，且つ閉である二項関係の

集合を裂とする．即ち．

　易！＝｛≧⊂R＋触R、『関係≧は完備的，反射的，推移的な閉集合｝

とする．

注3，1：集合系勃は閉収束（closed　convergence）の位相を与えると，

コンパクト可分距離空間のσδ集合となる．［W，Hildenbrand（1974，Thm，

2，P・96　＆Prob、4，P．105）］

　集合卿上の確率測度の集合をノ（％）で表し，それには弱位相が

与えられているとする．集合R．；×ノ（％）上の一つの二項関係≧ノで，

第¢番目の消費者の選好を表すことにする．このとき，各消費者の選好

は期待効用として表現可能であることを仮定する．

仮定3．2：各消費者乞において，ある有界な連続関数％‘：R＋触％→R

が存在し，これより関数砺：Rノ×ノ（勃）→Rが

　　　　　　　　　　鴫の：一か＠・）ゐ

と定義されるとき，以下のことが成立する．

　1）各≧∈％について，関数，の→娠諺，≧），は順序≧：について順序

　　保存的である．

　2）　関数醜は順序≧ノについて順序保存的である．

　経済における不確実性を表現するために確率空間（9，〆，μ）を導入す
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る．集合9は自然の状態の集合，σ一代数．ダは可能なすぺての事象の

集合，確率測度μは自然の状態が起きる客観的な確率分布を表す，この

経済においては，個々の自然の状態のもとで各消費者の財の消費に関する

選好が事前には分からないという不確実性が存在するとしよう，従って，

経済の不確実性は

　　　　　　　多7：（9，」7一，μ）→（z〆篇，9（望／肌））

なる可測関数で表現される．関数ぎの第乞番目の要素を彦‘：ρ→％で

表することにする．

　可測空間（ρ，〆）上のある確率測度μ‘によって，消費者乞が考えて

いる自然の状態の発生に関する確率分布を表す．それは必ずしも客観的確

率分布μと等しいものではない・確率測度仰は消費者乞の主観的なも

ので，正確なものである必要はない．更に，σ一代数．ダ‘⊂〆によって，

消費者ゼが発生した自然の状態に関する事前の情報を表すことにする。

　以上をまとめると，経済を規定する基礎的データーは

　　　　　　　｛謬，≧i＊，8‘，』グ悟，μづ（づ＝1，…，解）｝

となる．

仮定3。3：σ一代数，ノ，．グ1，…，〆励は可算生成的（countably　gener・

ated）である．

注3．4：σ一代数－盛が可算生成的であるならば，各点ω∈ρについて，

以下の様に定義される，点ωを含む．グ、一アトム（atom）と呼ばれる

〆ボ可測集合オ（ω，．ダ、）が二意的に存在する．［数学注，定理7．3］

　　　　　　　五（ω，』〆乞）；＝∩｛EIω∈E∈。グε｝

　各消費者¢の不確実性に関する知識は以下の通りである．第一に消費

者ゼは関数彦¢の構造を知っているとする。即ち，自然の状態と自己の

選好との関係を知っている．第二に自然の状態の確率分布は測度μ‘であ

ると想定している・第三に自然の状態を情報9‘から事前にある程度知
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ることが出来る，もし自然の状態がω∈ρならば，消費者σは自然の状

態が点ωの．グゑ一アトムに属することを事前に知ることが出来る．

　各消費者は市場に観察可能である財の価格から自然の状態を推測すると

しよう・即ち，消費者は自然の状態と市場価格とには何らかの関係がある

と期待する．その期待を表現するのに，可測関数

　　　　　　　　　　ψ；（ρ，57’）→（∠，5多5（∠））

を用いる．但し，記号4は

　　　　　　　　∠：＝｛P＝（P、，…，P‘）∈R＋二1Σ‘P‘＝1｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぎヨユ
で定義される価格ベクトルの集合を，また望（イ）は集合4のボレル部

分集合からなるσ一代数を表す．これに対応して，関数

　　　　　　　　ψ乞：（9，57一）→（ρx4，』9一¢×6多f（、4））

を，各ω∈ρについて

　　　　　　　　　　　　ψ名（ω）＝（ω，ψ（ω））

と定義する．

補題3，5：関数吻が与えられたときの彦誘に対するμ‘の正則的条件付

分布（regular　conditional　distribution）が存在する．即ち，以下の性質

を持つ関数軌：ρX∠×紹（劣）→［0，1］が存在する．

　1）各（ω，p）∈ρ×∠について，軌（ω，p，・）は9（劣）上の確率測

　　度である．

　2）　各B∈詔（％）について，9‘（・，・，．B）は〆‘×留（」）一可測で

　　ある．

　3）　もし0∈』多「ゑ×膠（4），β∈留（∠）ならば，

　　　　　　　　　五鰍）・β）轍（F∩E）

が成立する。但し，F＝ψ乞一1（0），E＝謬盛”1（B）である．

証明：注3．1により，数学注の定理7．5が適用される．■

注3・6；数学注の定理7・6より，条件付分布gは一意的である．即ち，
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もし二つの条件付分布9乞，9‘’が存在するならぽ，測度μべψ滑の意味

でほとんどすぺての（ω，p）∈ρ×∠について，任意のB∈9（卿）につ

いて軌（ω，p，召）＝9孜ω，p，召）が成立する．

　また，明らかに条件付分布骸，は，関数ψとぎ‘の測度μ‘の意味で

無視出来る変化には依存しない．

　自然の状態がδ∈ρであり，市揚において価格がp∈∠であるとする．

消費者づは自分の情報〆εより，自然の状態は点σのーボアトムの

範囲にあることを知る。また期待ψより，自然の状態は

　　　　　　　　　　　　｛ω∈ρ1ψ（ω）＝P｝

の範囲にあると予想する，従って，消費者ゼは自然の状態が

　　　　　　　　Fニ11（砺」グ¢）∩｛ω∈521ψ（ω）＝2）｝

にあると予想している．実際以下の補題が成立する．

補題3・7：測度険の意味でほとんどすべてのσ∈ρについて，もしp＝

ψ（δ），謬‘（F）⊂B∈詔（％）ならば，級（砺p，β）＝1が成立する，

証明：数学注の定理7．8による．■

　更に，各B∈房（劣）について，条件付分布g‘に関する補題3．5の

性質2）より，g‘（・，・，β）は〆‘×β（4）一可測である．従って，集

合五（σグ‘）×｛p｝はー乞×留（∠）一アトムであるから，9乞（・，・，β）

はその上で一定である．即ち，任意のω∈Fについて

　　　　　　　　　9乞（ω，ψ（ω），β）＝9¢（瓦P，B）

が成立する。従って，補題3．5の性質3）により，

　　　　　　　　　μ‘（F）9‘（砺P，B）＝με（F∩E）

が成立する．但し，E＝ぎ‘一1（β）である．この式において，自然の状態

がσであり，価格がpであるとき，消費者乞は自然の状態は領域Fに

あると予想しており，その確率は趣（F）であると考えている・他方，自

己の選好が領域Bにあり，且つ自然の状態が領域Fにある確率はμ‘（F
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∩E）であると考えている．従って，上式が成立しているのであるから，

9K砺p，B）は自然の状態が領域Fにあるとき選好が領域Bに属す条件

付確率を表すことになる．即ち，確率測度g‘（σp，・）は自然の状態が瓦

価格がpであるとき，消費者¢が予想している選好の確率分布を表すと

解釈される．

　自然の状態がω∈9であり，市揚における価格p∈イであるとする。

消費者乞にとっての予算集合は

　　　　　　　　　召¢（P）＝1の∈R＋轟IP・¢≦P・θ‘1

となる．消費者ゼは消費計画のをこの予算集合から選ぴ，そのとき消費

者乞の選好≧♂を表す期待効用は，仮定3．2より，

　　　　　　砺鳳（卿））一か＠・）晦（砿魑・）

となる、この値を巧（」P，ω，p：ψ）と表すことにする，従って，消費者乞は

予算集合易（p）の範囲から期待効用偽（¢，ω，P　lψ）を最大にするような

消費計画のを選択する。その様な最適な消費計画の集合をDべω，p：ψ）

で表すことにする．

§4　一般化モデルにおける合理的期待均衡

　前節のモデルにおける市場均衡の概念を定義する．それは消費者が行動

するとき用いる市場価格予想関数ψの望ましい性質として定義される・

消費者が期待として採用する関数ψが，消費者の行動の結果として実現

する市揚の状況と矛盾しなければよい．即ち，予想関数によって期待され

た価格で市場が実際に均衡することである．均衡の定義の整合性のために，

以下のことを仮定する．

仮定4．1：E∈ーであるとき，以下のことが成立する。

　1）　もしあるゼについて趣（E）＝0ならば，μ（E）＝0である．

　2）　もしμ（E）＝0ならば，すべてのぢについて絢（E）ニ0である。
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　この仮定は測度ゼ・の集合については客観的確率分布も消費者の主観的

確率分布もすべて一致していることを意味する．この仮定により，rほと

んどすぺてのω∈9について」という表現は，測度μ，μ1，…，侮のいず

れの意味においてであるかは間題にならない．

仮定4．2：．グはノ、，…，ノ肌を含む最小のσ一代数である。

　この仮定はいかなる消費者にも認識されない情報が予想関数に組込まれ

ることを排除している．どの消費者の行動にも影響を与えない情報は市揚

に反映されないから，その影響は観測されることはなく・従って消費者の

期待にそれが組込まれることはないとするのが自然である．

定義4．3；可測関数ψ：（‘2，ノ）→（∠，9（∠））が次の性質を持つとき合

理的期待均衡と呼ぶ．即ち，適当な可測関数

　　　　　　忽‘＝（9X∠，〆∫X紹（の）→R＋忍（ご＝1，…，鵬），

が存在し，以下の条件を満す．

　1）各消費者6について，

　　　　　　　　　¢蛋（ω，ψ（ω））∈P乞（ω，ψ（ω）：ψ）

が，測度μ‘の意味で，ほとんどすぺてのω∈ρについて成立する．

　2）Σ㌔乞（ω，ψ（ω））＝Σ皿θ‘

　　　ごヨエ　　　　　　　　　　　　　　ピコユ

が，測度μの意味で，ほとんどすぺてのω∈9について成立する．

　この均衡の意味は以下の様に解釈される・自然の状態ω∈9が実現し

ているとする．消費者はいかなる状態が実現しているかを知らない，各消

費者乞は自己の情報〆｛，確率分布趣，それ’らに期待ψを組込んで自

然の状態を推測する．他方．他方，期待ψが正しいものならば，市場価格

はψ（ω）となる筈である．この市揚価格のもとで，自然の状態に関する自

己の予測に基づいた期待効用を最大にするよう，な消費計画娠ω，ψ（ω））を

需要する．これが上の定義の条件1）の意味である。条件2）は，この様

な消費者の需要の総和は財の総供給に等しいことを意味している・即ち・
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予想された価格ψ（ω）は実際に均衡価格である．更に，このことが，仮

定4。1より，客観的にも主観的にもすべての測度の意味においてほとんど

すぺての自然の状態ω∈9について成立する。即ち，関数ψによって表

される期待は，市揚で観察される状況と矛盾しない．この意味において期

待ψは合理的である．

　合理的期待均衡のなかで特別な性質を持つものに注目する。

定義4。4：関数ψ：（ρ，〆）→（4，留（の）が次の性質を持つとき完全顕示

的（completely　revealing）であると言う．即ち，ある集合ρ’∈．〆が存

在し，以下の条件を満す．

　1）μ（9’）＝1

　2）　もしω，ω’∈ρ’，ψ（ω）＝ψ（ω’）ならば彦（ω）＝彦（ω’）である．

　この定義は，経済の環境が異なるならば均衡価格も必ず（確率1で）異

なることを意味する。関数ψが，経済環境の違いは市揚価格に反映され

るという期待を表現している．

補題4．5＝関数ψが完全顕示的ならぱ，各消費者ゼについて

　　　　　　　7‘（・，ω，ψ（ω）：ψ）＝娠・，観（ω））

が，測度μ¢の意味で，ほとんどすべてのω∈ρについて成立する．

証明＝関数ψが完全顕示的であるから，定義4．4の性質を持つ集合52’∈

〆が存在する。点δ∈ρ’を選ぴ，p＝ψ（σ）とする．消費者ゼにおい

て，≧＝彦‘（δ），点σのノ¢一アトムをん（瓦．グ‘）とする．集合Fを

　　　　　　　　　F：＝」4（δ，」7一‘）∩ψ一1（P）

と定義する．定義4鴻の条件2）より，ψ一1（多）∩ρ℃彦‘一1（≧）が成立する．

これよりF∩9’⊂彦‘甲1（≧）となる．従って，仮定4．1と前節の注3．6よ

り，一般性を失うことなく，彦KF）＝｛≧1であるとしてよい，故に，前

節の補題3．7より，点δについて9蛋（概p，｛≧｝）＝1が成立するとして

よい．従って，各¢∈Rノについて
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　　　　　　7‘（の，δl　P；ψ）＝ひ蛋（詔：（～‘（δ』P，・））

　　　　　　　　　　　　一ゐ，耽（砺・）4軌（⑳・）

　　　　　　　　　　　　＝u‘（¢，鶴（δ））

が成立する．■

　この補題は，予想関数が完全顕示的ならば，消費者は不確実性がないか

のごとく行動していることを意味している・消費者乞が予想関数ψにも

とづいて行動するとしよう．もし自然のある状態δ∈ρが実現し，市揚で

p＝ψ（σ）なる価格pが実現したとする・このとき消費者ゼは自然の状

愚がσであることを知らない．しかし，関数ψが完全顕示的ならば，市

揚価格pより状態σが実現していると期待して行動することになる．実

際，上の補題は消費者の期待から計算された効用関数巧（・，瓦p：ψ）が，

状態σのもとで実現するのは消費者¢の選好審‘（σ）を表す効用関数

％‘（・，謬‘（δ））と一致していることを主張している・即ち，消費者乞は最

初から状態δが実現していることを知っているのと同じ行動を取るので

ある．

命題4．6：合理的期待均衡ψが完全顕示的であるとする。このとき適当

な可測関数2が（9，．グ）→R、二（仁1，…，鵠）が存在し，測度μの意味で，

ほとんどすべてのω∈9について以下のことが成立する，但し，p＝ψ（ω），

≧‘＝彦蛋（ω）（づ駆1，…，彿）とする，

　1）各消費者ゼについて，鉦ω）∈β¢（p）且つ，任意の2∈β乞（p）につ

いて2‘（ω）≧‘2が成立する．

　2）Σあ乞（ω）＝Σθ¢
　　　ゑ　　　　　　　　　ご

証明：定義4．3における関数¢‘とψより，関数轟を

　　　　　　　　　　　鉦ω）：靴‘（ω，ψ（ω））

と定義すれば，補題4．5より直ちにこの命題を得る・■

　この命題の意味するところは，完全顕示的な合理的期待均衡は不確実性
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が存在しない状況と同じであるということである．市揚価格にすぺての情

報が反映され，その結果消費者は自己の選好を恰も既知であるかの様に行

動している・そのとき市揚では予想された価格で均衡が実現する．言い換

えれば，完全な条件付市場が存在する経済において均衡が達成されている

のと同じである、このような合理的期待均衡の存在可能性がB．Allen

（1981）によって分析されている．

　最後に・完全顕示的な合理的期待均衡に関して，一つの望ましい性質を

明らかにしよう．

命題4・7：完全顕示的な合理的期待均衡のもとで実現する配分はパレート

最適である．即ち，定義4．3における可測関数

　　　　　　　　　　ψ：（ρ，』9「）→（」，該ダ（の），

　　　　　　¢‘：（ρ×∠，ノ‘×9（∠））→R＋エ（仁1，…，鴉）

より可測関数函‘：（9，〆）→E＋‘（づ＝1，…，肌）を

　　　　　　　　　　　娠ω）＝¢∫（ω，ψ（ω））

と定義するとき，以下の条件を満す可測関数写‘：（ρ，．グ）→E＋呂（蛋＝1，…，

彿）が存在しない．

　1）測度μの意味で，ほとんどすぺてのω∈9について，

　　　　　　　　　　　　Σ㍗‘（ω）≦Σ皿θ‘
　　　　　　　　　　　　‘禺1　　　　　　　乞＝1
が成立する．

　2）　すぺての消費者づにおいて，測度μの意味で，ほとんどすべての

ω∈ρについて

　　　　　　　娠Ψ一（ω），鶴（ω））≧％‘（娠ω），観（ω））

が成立する．

　3）　ある消費者ブについて，集合

　　　　　　｛ω∈ρ1％’（Ψゴ（ω），島（ω））＞％，（房ゴ（ω），鶴（ω））｝

　は，測度μの意味で，正の測度を持つ．
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証明：仮に，上記の条件を満す関数Ψ‘（づ＝1，…，篇）が存在したとする．

条件2）と命題4．6より，測度μの意味でほとんどすぺてのω∈9につ

いて，各消費者乞に関して

　　　　　　　　　ψ（ω）・駒（ω）≧ψ（ω）・θε

が成立する．特に，条件3）と命題4．6より，消費者ゴについては，集合

　　　　　　　　｛ω∈9iψ（ω）・す，（ω）＞ψ（ω）・θ，｝

は測度μの意味で正の測度を持つ．従って，消費者乞について合計し，

積分すると，

　　　　　　∫ψ（ω）・昂（ω）4μ＞五ψ（ω）・昂dμ

を得る．これは条件1）に矛盾する．■

数学注

　以下では本論文の中で使われている数学の用語，表記方法および諸定理

が説明されている．もちろん内容は必要最小限のものに限られ，数学の体

系的な解説を目的とはしていない．すべて標準的なものばかりであり，定

理の証明はいずれも省略してある．特殊と思われるものについては，その

出典が記されている．定理ではないが，基本的と思われる事項はr注」と

して叙述されている．

§1基礎的表記法

集合

　集合（set）とは要素（element）（あるいは元，又は点（point））と呼ぱ

れるものの集まりである．ある集合君とある要素αについて，α∈五と

書き，要素αは集合孟に属することを意味する．αφ且と書き，要素α

は集合五の要素でないことを意味する．何も要素がない集合を空集合
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（empty　set）と呼ぴ，記号φで表す．特に，集合をその要素とする集合

を集合系（family）と呼ぶことがある．

　集合孟，Bについて，且⊂Bまたはβ⊃五と書いて，集合丑に属す要

素はすぺて集合Bにも属すことを意味する，このとき五はBの部分集

合（subset）であると言う．五＝Bと書いて，二つの集合は同じものであ

ること（五⊂β且つ五⊃B）であることを意味する．

集合の演算

　二つの集合オ，βについて，以下のような演算が定義される。

　　　　　　　　　且uB＝倒¢∈オ又はの∈B｝

　　　　　　　　　．4∩B＝例詔∈五且つ謬∈β｝

　　　　　　　　　且＼B＝｛α∈五1礁Bl

　これらはそれぞれ集合五，Bの和（union），積（intersection），五にお

ける召の補集合（complement）と呼ばれる．

　ある集合系論〆に属す集合の和と積を次のように表記する．

　　　　∪』財＝｛α1ある且∈一財が存在し，α∈五となる．｝

　　　　∩』財＝｛α1任意の且∈』財について，α∈且となる．｝

　もしある添字の集合1に属す各添字庭1について，ある集合ん∈論〆

が対応して，．財＝｛オ市∈1｝となるとき，∪』財と∩』財はそれぞれ，

Uん，∩んとも表記する．
ぎり　　　るロ

関数

　二つの集合瓦yについて，∫：X→rと書き，集合Xの各要素を集合

y内の一要素に対応させる一つの関係を表し，それをXから：Fへの関

数（function）（又は，写像（mapping）と呼ぶ．Xの各要素のに対応す

る｝7の要素を∫（¢）で表す．Xを関数∫の定義域（doma三n），yを値域

（range）と呼ぶ・定義域と値域が明らかであるとき，省略して単に関数∫

と書く、点写∈rの逆像（inverseimage）とは
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　　　　　　　　　　ノー1（Ψ）＝｛¢∈xr∫（¢）＝写｝

で定義される集合を意味する．更に，集合U⊂yの逆像とは

　　　　　　　　　〆一1（U）＝肋∈XI∫（¢）∈U｝

で定義される集合を意味する。

　二つの関数ヵX→乳g：Z→rにおいて，yF⊂Zであるとき，関数ノと

gの合成（composite）関数は，g・ノと表記され，

　　　　　　　　　　　9・∫（ω）＝9（∫（諾））

で定義されるXから研への関数のことである．

対応

　二つの集合瓦yについて，F：X→rと書き，集合Xの各要素を集合

yの部分集合に対応させる一つの関係を表し，それを対応（corresponde－

nce）と呼ぶ、即ち，各要素¢∈xに集合F（の）⊂yを対応させる関係で

ある．

関係

　二つの集合を且，Bとする．二要素α∈且とゐ∈Bの順序付けられた組

を（α，ゐ）で表すとき，集合五と．8の直積（direct　producte）と呼ばれ

る集合を

　　　　　　　　　五×B＝｛（α，δ）1α∈五，δ∈B｝

と定義する・ψ⊂五×Bである集合ψを，且とBの関係（relation）と呼

ぶ。（α，ゐ）∈ψのことを，αψbと書くことがある．

　特に五＝召のとき，関係ψ⊂五×・4は集合五上の二項関係（binary

relation）と呼ばれる．以下に二項関係ψ⊂且×且にしばしば仮定され’る諸

性質の名称と定義を述ぺる．

反射性：任意のα∈五について，（α，α）∈ψである．

非反射性：任意のα∈滋について，（α，α）∈ψである．

完備性：α≠ゐである任意のαゆ∈五について，（α，δ）∈ψ又は（乙，α）∈ψ
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　　　である．

推移性：（α，ゐ）∈ψ且つ（δ，o）∈ψならば，（ω，6）∈ψである．

ネットと点列

　ある添字の集合1が次の性質を持つある二項関係≧で順序付けられて

いるとき，有向集合（d董rected　set）と呼ばれる．

　1）　二項関係≧は反射性と推移性を満す．

　2）任意乞，ブ∈1に対して，乃≧¢かつ乃≧ブなる乃∈1が存在する．

　上記の性質を持つ有向集合1の各要素ゼがある集合S内の一要素3雀

に対応付けられたものを，（3‘）楓または単にs乞と表記し，集合S内の

ネット（net）と呼ぶ・特に，添字の集合1が自然数の集合であり，二項

関係が通常の数の大小関数であるようなネットは点列（sequence）と呼ば

れる，

　ネット（s‘）知は，集合1から集合sへの関数と見なすことが出来る・

ある有項集合」から集合1へのある関数∫：」→1が以下の性質を持つと

する．但し，≧と≧＊はそれぞれ集合1と」の二項関係である．

　1）　もしゴ≧＊ブならば，∫（乞）≧∫（ブ）である．

　2）各乞∈1について，あるブ∈」が存在して∫（ブ）≧¢となる．

　このとき，合成関数

　　　　　　　　　ブ∈」→∫（乞）∈」→3∫（ゴ）∈s

はネットとなる，このようなネット（s∫（ゴ）），∈」をネット（35）佃の部分ネ

ット（subnet）と呼ぶ・特に部分ネットが点列であるとき，それを部分点

列（subsequence）と呼ぶ。

特殊記号

　以下にしばしば使われる特殊記号の意味を述べておく．，

∀　　：任意の一一一について

ヨ　　；一一一が存在して
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＆　　　一一一且つ9・。である．

⇒　　　もし一一一ならば…　　である．

←⇒　　一一一と…　　は同値である．

：3　；一一一を…　　と定義する．

§2位相空間

位相空間

　ある集合Xと，その集合の部分集合を要素とするある集合系グの組

（瓦グ）について次のことを定義する．

定義2．1：組（瓦グ）が以下の性質を満足するとき，位相空間（topolo－

gical　space）と呼ばれる．

　1）　空集合φと集合Xは．グに属す・

　2）」7に属す有限個の集合からなる積はノに属す，

　3）グに属す任意の個数の集合からなる和はグに属す・

　このとき集合系グは空間Xの位相（topology）と呼ばれ，また集合

系ノに属す集合はXの開集合（open　set）と呼ばれ’る．

　上記の三つの性質を持つr開集合」と呼ばれる集合を定義することを，

集合Xに「位相を与える」という言い方をする．位相空間（瓦グ）の

位相グがすでに明らかであるとき，省略して位相空間Xと呼ぶ・

定義2．2：位相空間Xの部分集合σ⊂Xが閉集合（closed　set）である

とは，補集合X＼0が閉集合となるような集合であることを意味する．

定理2・3：位相空間Xの閉集合について以下のことが成立する・

　1）　空集合φと空間xは閉集合である．

　2）　有限個の閉集合からなる和は閉集合である．

　3）任意の個数の閉集合からなる積は閉集合である．：

部分空問
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　位相空間（X，」7）の部分集合y⊂Xに，空間Xの位相から自然な方

法で位相が与えられる．集合yの部分集合からなる集合系グァを

　　　　　　　　グr：＝・｛列7＝y∩uヨu∈ノ｝

と定義すると，組（yl／7）は，定義2．1の意味において，位相空間と

なる．

定義2。4：上記のように定義される位相空間（ylグ7）は位相空間（Xl

グ）の部分空間（subspace）と呼ばれる・位相．タFyは位相グの相対

位相（relative　topology）と呼ばれる．

　相対位相グrに注目して，空間yの部分集合Sを，S∈グ7であ

るとき｝ア内の開集合，八S∈ノrであるときr内の閉集合と呼ぶこ

とがある．

積空間

　二つの位相空間（濁ノ），（箔5！）について，直積集合X×rの位相

ノ×5アが次のように定義される．

　　　グ×5ノ：＝1砂⊂X×刻∀（¢，四）∈昭，ヨU∈。グ＆ヨ7∈5ア，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（¢，写）∈u×7⊂甲｝

　明らかに，組（Xx　ylJグ’×ノ）は，定義2．1の意味において，位相空

間となる．

定義2。5：上記のように定義される位相空間（X×ylノ×9）は直積

（位相）空間（product（topological）space）と呼ばれる．また位相グx

ダは直積位相（product　topology）と呼ばれる．

内部，外部，閉包，境界

　位相空間（X，グ）の部分集合Sの内部（interior），外部（exterior），

閉包（closure），境界（bundary）と呼ばれる集合はそれぞれ以下のよう

に定義される．

　　　mt　s：＝U｛U∈」グlU⊂S｝
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　　　ext　s：＝U｛U∈グIU⊂X＼S｝

　　　cl　S：＝X＼exts・

　　　bd　S：＝cl　S＼int　s

コンパクト性

定義2．6：位相空間（X，グ）ーがコンパクト（compact）であることは，

X⊂U易1となるような任意の集合系％⊂ノ’において，適当に有限個

の集合からなる集合系％o⊂％を選ぶと，X⊂U劣oとなることを意味

する．

　位相空間Xの部分集合rが，空間Xの部分空間と見なしたときにコ

ンパクトになる揚合，rをXのコンパクト集合と呼ぶことがある。

ネットの収束

　位相空間’（瓦グ）において，集合X内のあるネットを（¢‘）弼とし，

ある点をのo∈Xとする．また有向集合1に付随する二項関係を≧とする・

定義2．7：ネット（の‘e1が点灘oに収束（converge）するとは，¢o∈U

となるような任意の集合u∈」プに対して，適当なゼo∈1が存在し，も

し彪¢0ならば簸∈Uとなることを意味する、この時，点の0は．ネット

（¢‘）‘∈1の極限（limit）（あるいは，収束点）と呼ばれる・

　ネット（¢‘）‘∈■が点のoに収束することを，Iimの‘＝のoあるいは，単に

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘
侮→¢oと表記する．

連続関数

　二つの位相空間瓦rにおいて，関数ヵX→rが定義されているとす

る．

定義2．8；関数／：X→yが連続（continuous）であるとは，任意のrの

開集合Uの逆像∫－：（U）がXの開集合になることを意味する．

定理2，9：関数∫：X→rが連続であるための必要十分条件は，任意のy

の閉集合0の逆像∫一ユ（σ）がXの閉集合となることである．
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連続対応

　二つの位相空間菰yにおいて，対応F：X→rが定義されていると

する．

定義2．10：対応F：X→yが上半連続（upper　hemi－continuous）である

とは，F（あ）≠φであるような任意の点あ∈Xにおいて，次のことが成立

することである．F（2）⊂7であるような任意のrの開集合7に対して，

あ∈Uとなるような適当なXの開集合Uが存在し，任意のの∈Uにつ

いてF（¢）⊂7となる．

定義2。11：対応．F：X→yが下半連続（10wer　hemi－continuous）であると

は，F（記）≠¢であるような任意の点あ∈Xにおいて，次のことが成立す

ることである。F（房）∩7≠φであるような任意のyの開集合7に対し

て1諏∈Uとなるような適当なXの開集合Uが存在し，任意の必∈U

・についてF（の）∩7≠φとなる．

定義2、12＝対応F：X→yが連続であるとは，対応Fが上半およぴ下

半連続であることを意味する．

定義2。13：対応F：X→y・が閉（closed）であるとは，対応Fのグラフ，

｛（¢，穿）∈xx刻Ψ∈F（¢）｝，がX×yの閉集合であることを意味する．

距離空問

集合Xと集合XXX上の実数値関数dとの組（Xld）について次のこ

とを定義する．

定義2．14：組（況4）が以下の性質を満すとき，距離空間（metric　space）

と呼ぶ．また関数dは距離（distance）と呼ばれる．

　1）4（¢，Ψ）＝0であるための必要十分条件は¢＝“である．

　2）任意のの，Ψ∈Xについて，d（の，Ψ）＝d（写，の）である．

　3），任意のの，写，乞∈Xについて，次の三角不等式が成立する．

　　　　　　　　　　4（¢，創）十d（9，2）≧4（¢，2）
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　距離空間（瓦4）において，点必∈Xを中心とする半径γ＞0の開球

（open　bal1）を以下のように定義する．

　　　　　　　　　β．（¢）：＝｛穿∈Xl面，Ψ）＜7｝

　このとき空間Xに一つの位相グ4が次のように定義される。

　　　　　　グ¢：＝｛U⊂Xl∀¢∈Ulヨγ＞0，B7（の）⊂U｝

　この様に定義される組（XIJプd）は，定義2．1の意味において，明ら

かに位相空間となる．距離空間（瓦d）は位相が距離4により上述のよ

うに定義される位相空間のことである．また距離4が既に明らかなとき

は省略して距離空間Xと呼ぶ．

定義2。15：位相空間（Xlグ）が第二可算的（second　countable）である

とは位相グが可算基（countable　base）を持つことを意味する．即ち，

ある可算個の要素からなる集合系琢⊂グが存在し，

　　　　　　　　　ノ＝｛Ulヨ髪⊂詔，u＝・∪留｝

が成立する．

定義2．16：位相空間（瓦」7）が可分（separable）であるとは，可算密

部分集合が存在することを意味する．即ち，可算個の要素からなる部分集

合P⊂Xが存在して，任意の点の∈Xとの∈Uなる任意のU∈グに

ついてU∩P≠φが成立する．

定理2．17：距離空間Xが可分であるための必要十分条件は，それが第

二可算的であることである．

§3　ユークリッド空間

実数

　実数直線をRで表す．拡張された実数直線をRで表す．即ち，

　　　　　　　　　　　E＝1－QO｝UEU｛十〇〇｝

α≦ゐなる二つの要素α，ゐ∈Rについて，四種類の区間（interva1）を以下
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の様に定義する．

　　　　　　　　　　　［ω，わ］＝｛劣∈Elα≦灘≦δ｝

　　　　　　　　　　　［α，δ）＝｛¢∈珈≦¢＜ゐ｝

　　　　　　　　　　　（α，司＝｛¢∈矧α＜ω≦ゐ｝

　　　　　　　　　　　（α，ゐ）＝｛の∈Rlα＜¢＜δ｝

　部分集合X⊂Eについて，上限（supremum）と下限（in且mum）をそ

れぞれ以下の様に定義し，また表記する．

・　SUPXとはある数ゐ∈Rで以下の性質を持つもの．

　　　　　　　　∀の∈Xゆ≦δ＆∀α＜δ，（α，ゐ］∩X≠φ

・　infXとはある数ゐ∈Rで以下の性質を持つもの．

　　　　　　　　∀¢∈』孔δ≦の＆∀α＞b，［δ，の∩X≠φ

有限次元ユークリッド空間

　記号Rmによって，実数直線Rの皿個の直積集合を表すことにする．

但し，mは正の整数とする．特に窺＝1とき，実数の集合Rを意味する．

点¢∈E篇はその第ゼ番目の要素を¢‘で表せば，灘＝（苅，…，娠）と表さ

れる㎜次元ベクトルである．

　任意の¢，写∈E煕について，以下の様な順序を定義する．

・　砂≧写｛■⇒勘≧翫∀可

・　滋＞写4図ゆ碗＞銑∀乞

・　¢≧Ψ←⇒¢≧〃＆¢≠写

　非負象限はR＋伽＝勧∈R『¢≧0｝と定義される．

　二つのベクトル¢，霧∈R篇の内積（inner　product）を¢・“で表し，

　　　　　　　　　　　の。Ψ：＝の1写1十，…，十翫働

と定義すロる．ベクトルの∈R鵠のノルム（norm）は

　　　　　　　　　　　　　　ll¢【1：＝疵

と定義される・二点¢，〃∈R伽のユークリッドの距離（Euclidean　distan－
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ce）は

　　　　　　　　　　　4（の，Ψ）：＝II¢一洲

と定義される．このとき組（E皿，d）は，定義2，14の意味において・距離

空間となる．

定義3．1：距離空間（Rπ，d）は肌次元ユークリッド空間（m－dimensional

Euclidean　space）Pと呼ばれる．

　ユァクリッド空間R皿の位相とは，定義2，14のように距離dから与

えられる位相を指す．

定理3。2：空間E狐の部分集合が閉集合であるための必要十分条件は，

その集合内の任意の収束点列の極限が必ずその集合に属すことである．

定義3．3：部分集合・X⊂R幅が下に有界（bounded　below）であるとは，

任意のの∈Xについて西≦のとなる適当なベクトルう∈R恥が存在するこ

とである．また上に有界（bounded　above）であるとは，任意のの∈Xに

ついて¢≦6となる適当なベクトル6∈E鵬が存在することである．更に，

下にも上にも有界であるとき有界（bounded）であるという．’・

定理3．4：空間E皿の部分集合Xについて，以下のことは同値である．

　1）集合Xはコンパクトである．

　2）　集合Xは有界な閉集合である．

　3）　集合X内の任意の点列からは，その集合内に収東する部分点列を

　　選び出すことが出来る．

　関数ヵX→y．において，X⊂E恥，y⊂がとする．但し，集合瓦yは

それぞれRm，がの定義2．4の意味における部分空間と見なすことにずる。

定理3．5：関数∫：X→yが連続であるための必要十分条件は，もしX内

の任意の点列妬がある点のoに収束するならば，対応する7内の点列

バ¢π）も点バ詔o）に収束することである。

定理3．6：関数∫：X→Eについて，集合X⊂R鵬はコンパクトであるな
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らば，関数∫には最大値および最小値が存在する．即ち，ある多，¢∈X

が存在し，任意のの∈Xについて，バ¢）≦バ¢）≦∫（あ）が成立する．

§4　不動点定理

凸集合

定義4・1：集合X⊂E鴻が凸（convex）であるとは，任意の二点¢，¢’∈X

と任意の数θ∈（0，1）について，伽十（1一θ）劣’∈Xが成立することである．

　π個のベクトル卸1，…，”π∈R励が次の性質を持つとき，一次独立（1in－

earlyindependent）であるという．即ち，もし実数α1，…，απについて

Σπα画＝0ならば，α・＝，…，＝輪＝0となる．凸集合X⊂E冊の中から
ゑヨ　

π＋1個の点鞠，…，翫を選ぴ，卸戸の‘一鉛o（仁1，…，π）としたとき，π個

のベクトル”1，…，娠が一次独立になるとする．この様にすることが可能

である整数πの最大値を集合Xの次元（dimension）と呼ぴ，dimXで

表す。

　凸集合X⊂R皿の境界と内部はそれぞれ∂Xl北で表記され，以下の様

に定義される．

　　　　　∂X＝｛∬∈cIXl鞠∈瓦α¢＋（1一α）写φX∀α＞1｝

　　　　　　X＝oJX＼∂X

不動点　　　　　　　　　　　，

　以下においてユークリッド空間の部分集合を定義域あるいは値域とする

連続関数ならびに連続対応を考える．このとき当然のことながら定義域お

よぴ値域は部分空間と見なされている、

定理4・2［Brouwerの不動点定理］：集合X⊂R鵬が非空，凸，コンパク

トな部分集合であり，関数ヵX→Xが連続であるならば，関数！は不動

点（倣ed－point）を持つ。即ち，ある点毒∈Xにおいて∫（諺）噸が成立

する．
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定理4．3：対応．F：X→rにおいて，値域rはコンパクトとする，対応

．Fが閉であるための必要十分条件は，対応Fが上半連続であり，且つ閉

値（各¢∈Xについて，F（¢）がyの閉集合）であることである。

定理4．4［角谷の不動点定理］：対応F：X→Xにおいて，定義域Xは

R侮の非空，凸，コンパクトな部分集合とする・また対応は閉であり，各

の∈Xにおいて，像F（謬）は非空な凸集合であるとする・このと．き対応は

不動点を持つ．即ち，ある点2∈Xにおいて，諺∈F（φ）が成立する・

錐

定理4．5：部分集合0⊂Rπが（原点0を頂点とする）錐（cone）である

とは，任意のの∈0と任意のθ≧0について，伽∈σが成立するような

集合を意味する．

　部分集合X⊂R皿の極（polar）はpol　Xで表わされ，以下の様に定義

される。

　　　　　　　　　pol　X：＝・｛P∈R皿IP・¢≦0｝

定理4．6：上半連続な対応F：X→R皿において，定義域XはR況の非

空，凸，コンパクトな部分集合であり，0φXとする。また各¢∈Xにつ

いて，像F（の）は非空，凸な閉集合であるとする。更に，各¢∈Xにつ

いての・F（¢）≦0が成立する．このとき，ある点諺∈Xが存在しF（房）∩

pol　X≠φが成立する、

§5測度論

測度空問

　ある集合ρと，その部分集合を要素とするある集合系』財の組（9，・

論〆）について次のことを定義する。

定義5．1：組（ρ，論〆）が以下の性質を持つとき可測空間（measurable

space）と呼ばれ。る。　　　　　一
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　1）φ∈』∫ど，9∈γである．

　2）　もし且∈』∫ゾならぱ，　9＼且∈論〆である．

　3）　もし各η＝1，2，…について砺∈』財ならば

　　　　　　　　∪甲窺∈∬，∪。。ん∈」ゾが成立する．
　　　　　　　　ゑユ　　　　　　　　　　ぎニ　

　上記の性質をもつ集合系』ψは，集合ρの部分集合からなるσ一代数

（σ一algebra）と呼ばれる。集合系』財に属す集合を可測集合（measurable

set）．と言う．

　位相空間（濁ノ）に対して，一つのσ一代数を

　　　　　望（X）：＝∩｛諌〆L島〆は』財⊃．グなるσ一代数｝

と定義することが出来る・即ち，集合系9（Y）は集合系」グを含む最

小のσ一代数である・このとき，組（X，膠（X））は可測空間’となる．集合

系9（X）嘩に属する集合は，’Xのボレル可測（Bore1－measurable）集合と

呼ばれる．

積（可測）空間　　，

　二つの可測空間（島，論〆1），（ρ2，」どのについて，集合系　、

　　　　　　　　　　偽×五21オ、∈』9ゾ1，且2∈∬2｝

を含む最小のσ一代数を』財、x論〆2で表す，このとき，組（ρ1×ρ2，論乙

xJど2）・を積、（可測）空間くproduct（measurable）space）と呼ぶ．

可測関数

　二つの組（91，一財1），（92，．g〆2）を可測空間とする．このとき，次のこ

とを定義する．

定義5。2：関数∫：ρ1→92が可測（measurable）であるとは，任意の孟

ご論乙について∫薗1（且）∈．ヅ2となる関数であることを意味する，

　可測関数は，その可測性を明らかにするため，通常は

　　　　　　　　　　・∫、：（島，」ゾ、）→（92，」ど2）

と表す・但し・集合91，ρ2と対をなすσ一代数論〆1，。∫ど2が明らかであ
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るときは，単にヵ島→ρ2と表記する。

測度空問

　集合9，集合系論〆，関数μ：』∫ゾ→［0，1］の三つのものからなる組合

せ（ρ，．財，μ）について，次のことが定義される・

定義5。3；組合せ（島5ゾ，μ）が以下の性質を持つとき測度空間（measure

space）　と呼ばれる．

　1）組（ρ，．財），は可測空間である。

　2）μ（9）＝1

　3）　関数μ・は可算加法的（countably　additive）である．即ち，もし各

　　π＝1，2，…について、轟∈」ゾであり，更に」≠ゴならば山∩均＝φ

　であるならば，

　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　μ（∪」‘）＝Σ。。μ（且ε）

　　　　　　　　　　　　　乞冨1　　　　　乞昌1
が成立する．

　上記の性質を持つ関数μは（確率）測度（（probability）measure）と

呼ばれる。

積分

　測度空間（ρ，論〆，μ）から実数直線（E，房（R））への関数を考察する，

定義5．4：可測関数直9→Eは階段関数（step－fupction）であるとは，

それが有限個の値を取る関数であることを意味する。

注5．5：関数ヵ9→Rが可測であるための必要十分条件は・適当な段階

関数からなる関数列ん：9→Rが存在し，各ω∈9について厩み（ω）＝

／（ω）が成立することである＿

　可測関数∫：ρ→Rが段階関数なぱ，定義より，関数は有限個の値α1，

…，砺∈Eを取る．従って，適当なρの有限可測分割が存在し，即ち，

適当な．41，…，轟∈』財について

　　　　　　　　　　且‘∩均＝苑≠ブ）＆∪”窺＝9
　　　　　　　　　　　　　　　　　　巴置】
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となり，更に各¢について，

　　　　　　　　　　ゐ（ω）＝砺∀ω∈且‘

が成立する・この場合，段階関数の積分は以下のように定義される．

定義56：段階関数∫の積分（integra1）は恥と表記畝

　　　　　　　　　　μμ＝一揖坤（五‘）

と定義される．

注5。7：可測関数ヵ9→Rが非負であるとする．即ち，任意のω∈ρに

ついて∫（ω）≧0である。このとき以下のことが成立する．

　1）　関数∫に収束する適当な増加階段関数列が存在する．即ち，ある

　　階段関数列ゐが存在し，各ω∈9とπ＝1，2，…について，み（ω）≦

み＋1（ω）であり，また1imゐ（ω）＝バω）となる．

　　　　　　　　　カ　ゆ
　2）　1）における階段関数列みについて，階段関数の積分の極限値，

野拙μが存在する・飢極限値が＋・◎の揚合も髄

　3）　2）における極限値は関数列の取り方には依存しない．即ち，1）の

性質を持つ任意に二つの階段関数列み，gπについて

　　　　　　　　　漉∫紳一漉∫卿

が成立する．

定義5・8：非負可測関数∫：‘2→Eが可積分（integrable）であるとは，上

記の注の1）の性質を持つ階段関数列みについて

　　　　　　　　　　　総∫紳＜＋・・

となることである・また関数∫の積分は

　　　　　　　　　　∫抑・一漉∫胴μ

と定義される．

　任意の可測関数∫：ρ→Rについて，二つの非負可測関数∫＋，！ーが以

下のように定義される．

　　　　　　　　　　∫＋（ω）＝max｛∫（ω），0｝
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　　　　　　　　　∫一（ω）＝max｛一∫（ω），0｝

定義5．9：可測関数∫：ρ→Rが可積分であるとは，関数ガと∫ーが共

に可積分であることを意味する．関数∫の積分は

　　　　　　　　　∫抑・一∫ヂ♂μ一∫卿

と定義され，る．

§6測度の弱収束

弱位相

　集合Xを距離空間，集合系詔（X）をXのすぺてのボレル可測部分

集合からなる集合系とすると，組（瓦詔（X、）は可測空間となる。可測

空間（瓦〃（X））上のすぺての（確率）測度の集合をノ（X）で表す。

またX上で定義されるすぺての有界な実数値連続関数の集合を留（X）

で表すことにする．

　測度μ∈ノ（X），有限個の関数五，…，み∈留（X），正の実数ε1，…，επ

について集合ノ（X）の部分集合を定義する．

巧（ん…・扇・…7の：一レ∈ノ（のll∫抽一∫副く醐

　この様に定義される集合を測度μの近傍と呼び，関数五，…，んと実数

ε1，…，επを明示的に示す必要のないときは，単に巧と表記する，

定義6．11集合ノ（X）の部分集合Uにおいて，任意のμ∈Uについ

てVμ⊂Uとなるような適当なμの近傍殊が存在するとき，集合Uは

開集合であると定義する．これより定義される集合ノ（X）の位相を弱

位相（weak　topology）と呼ぶ。

注6．2：実際，このように定義された位相が定義2．1の三条件に対応する

位相の公理を満足することは容易に示すことが出来る．

弱収束

定義6，3：集合ノ（X）内のネット（μ‘）‘∈■が点μ∈ノ（X）に弱収束
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（weak　convergence）するとは，定義6．1における弱位相の意味で収束す

ることを意味する．

注6。4：集合》〆（X）内のネットμ5が点μ∈ノ（X）に弱収束するた

めの必要十分条件は，任意の∫∈留（X）について，実数直線R内のネッ
ト∫抑諒／城μに収束することである，

定理6．5［K　P．Parthasarathy（1967，Thm・6。1，p．40）］：集合ノ（X）

内のネットを傷ある点をμとする・このとき以下の事項はすぺて同値

である．

　1）　ネット絢は点μに弱収束する．

　2）任意の一様連続な関数∫∈留（X）について，実数直線E内のネット

　　　　　　　　∫脚㍉ψμに収束する・

　3）任意の閉集合θ⊂Xについて次のことが成立する．

　　　　　　　　　　　IimSupμ乞（σ）≦μ（σ）
　　　　　　　　　　　　ま
　4）任意の開集合U⊂Xについて次のことが成立する．

　　　　　　　　　　　1iminfμ‘（U）≧μ（U）
　　　　　　　　　　　　ゑ
　5）・μ（bd8）＝0であるような任意の集合B∈9（X）について次のこ

　　とが成立する，

　　　　　　　　　　　1imμ‘（B）＝μ（召）
　　　　　　　　　　　　ぎ
定理6。6［K・P、Parthasarathy（1967，Thm。6，2，p。43）］：空間ノ（X）

が可分な距離空間になるための必要十分条件は，空間Xが可分な距離空

間であることである．

サポート

　空間Xが可分な距離空間であるとき，各測度μ∈ノ（X）について，

以下のような集合が定義される．

　　　　suppμ：＝∩｛σ1μ（σ）＝1，σはXの閉部分集合｝

　このように定義される集合suppμは測度μのサポート（support），
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又は，スペクトラム（spectrum）と呼ばれ’る・集合suppμは測度μの

意味で測度が1となる最小の閉集合である。

定理6。7［K　P・Parthasarathy（1967，Thm．6，3．p，44）］：空間Xは

可分な距離空間であるとする．このとき，サポートが有限集合であるよう

な測度の集合は空間ノ（X）において稠密である。

退化した測度

　点z∈Xに退化した（degenerate）測度とは，点のからなる集合伺

の測度を1とするような測度を意味する．そのような測度をδ¢で表す。

即ち，むは，δ¢（｛砂｝）＝1となるような集合ノ（X）の一つの測度である・

集合Pを次のように定義する。

　　　　　　　　　　　　　1）：＝｛δ副の∈X｝

定理6．8［K．P．Parthasarathy（1976Lem・6，1，p・42）］：集合Dを空

間ノ（X）の部分空間と見なすと，空間Xは空間Pと位相同形である・

即ち，写像の→δ置は一対一の連続写像であり，その逆写像も存在し，連

続である．

§7条件付確率

可算性

　可測空間（瓦』財）において，次の性質を定義する。

定義7．1：（瓦。財）が可算生成的（countably　generated）であるとは，

ある可算個の要素から集合系留⊂論〆が存在し，』財が留を含む最小

のσ一代数であることを意味する．

定義7．2，；集合五∈．財が．財一アトム（atom）であるとは，もしE⊂4

E∈論〆ならばE＝五又はE＝φ，となるよう・な集合であることを意味す

る．

定理7．3［取P．Parthas4rathy（1967，Thm・2・1・P・132）］：もし（瓦
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論〆）が可算生成的ならぱ，各点の∈Xについて，の∈場となるような

論〆一アトム毒が一意的に存在する，更に，任意のE∈」どについて

E＝U　l砺1¢∈珊が成立する．

定義7．4＝（工．財）が（標準的）ボレル（（standard）Borel）空間である

とは，ある完備可分距離空間rが存在し，

　　　　　X∈詔（y、＆』∫ゾ＝｛矧ヨB∈詔（y），E＝X∩β｝

が成立する．

条件付確率

　確率空間（似」7，μ）と可測空間（X1，』∫ゾ1），（濁，』財2）において，可

測関数五：9→X1，ゐ：9→濁が与えられているものとする．

定義7・5：五が与えられたときの丑に対するμの正則的条件付分布

（regular　conditional　distribution）とは，以下の性質を持つ関数

　　　　　　　　　　　　9；X1×』γ2→［0，1］

のことを意味する．

　1）各苅∈渇について，g（¢1，・）は論〆2上の確率測度である．

　2）各為∈」ゾ2について，g（・，且2）はX1上の可測関数である．

　3）　もし。41∈瀦〆1，、42∈論〆2ならぱ，

　　　　　　五9（・・且2）♂μ・だ」μ（左・（五・）∩κ・（温2））

が成立する．

定理7．6［D・Freedman（1983，Thm・41，p・348）］：もし（為，」ど2）が

標準的ボレル空間ならぱ，正則的条件付分布9が存在する．

定理7。7［D・Freedman（1983，Thm・42，p348）］＝もし（濁，』g〆2）が

可算生成的ならば，正則的条件付分布9は一意的である．即ち，二つの

正則的条件付分布9，9’について，集合

　　　　　　　　｛¢∈X・1∀且∈躍2，9（¢，五）＝9’（¢，五）｝

は．財1一可測であり，測度μ・五一ユの意味で1の測度を持つ．
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定理7．8［D・Freedman（1983，Thm・51，p・353）］：もし（X1，論〆1）が

可算生成的ならば，集合

　　　　　　　　　　｛ω∈91の＝ノ、（ω）＆五冒1（∬）⊂ゐ冒1（オ）⇒9（¢，且）＝1｝

は〆一可測であり，測度μの意味で，1の測度を持つ．
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