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　〔12〕Wilsdon，B，H（1934），“Discrimination　by　speci丘cation　statis－

　　ticallyc・nsideredandillustratedbyt五estandardspεci且cat1・岱

　　for　Portland　cement，”Joumal　of　the　Royal　Statistical　Soclety，

　　Supplement，Vo1，1，p．152－206．　　　　　　　　．

　〔13〕　Bartlett，M。S，（1934），‘‘The　problem　in　statistlcs　of　testing

　　several　vanances，”Proceedings　Qf　the　Cambrldge　Philosophlcal　So．

　　cietyンVoL30，Part2・p・168－169．（未見）

〔14〕上記〔4〕Wilks（原著1943，邦訳1951），下巻，P．270－271，定理

　A（2）（3）。

　〔15〕　上記〔2〕小宮隆太郎（1960），P．277－278．

〔16〕上記〔4〕Wllks（原著1943，邦訳1951），下巻，P．258－259，定理

　　（A）（2）。

　〔17〕　同上，上巻，P・100，定理（C）。

　〔18〕　上記〔3〕Moo（1（1950），Ch．13，§13・3，P．297－299．

　　森田優三（1955），経済変動の統計分析法，～岩波全書214，東京，岩波書

　店，第12章，§12・3，p・142－145，では，予測区間を信頼区間と呼んで

　いるが，両者を区別した方がよいQ

　　なお・信頼区間の一般化については，次の論文が興味深い。

　Chow，G．C　（1960）ン“Tests　of　equality　between　sets　of　coe伍cients

　m　two　linear　regressioロsン”Econometrica，Vo1．28，p．591－605．

〔19〕　上記〔3〕Mood（1950），Ch．14，§14．13，p．356＿358，

〔20〕　上記〔11〕Snedecor（原著1940，邦訳1952），第12章，§12・3，

　P311－313，第13章，　§13・6，　P。342－345．

　　Ill2　（イ）におけるH22’が採択された後に，亙24とE27’とが成立

　すれば，丑2Bの成立と同等であるから，

　　　　　θFα十β20という形で，丑：θ‘＝θ，が成立する。

　そこで，この仮説を

　　　　　F＿　（96［6一為一1］卓＋99［岬）／（‘一・）

　　　　　　　（91［N一（な十1）‘十94［乃（‘一1）］尊）／（1v一ご一鳶）

　自由度
　　　　　‘一1，（万一ε一乃）

　で検定する。結局，Snedecorの揚合には，修正された平均値の比較とい

　うのは，回帰線の完全同一性の検定と同じことになっている。

〔21〕wishart，J・（1936），‘』Tests・fsigniGcanceinanalysis・fc・var．

　iance・”Joumal　of　the　Royal　Statistical　Society，SupPlement，

　Vo1．3，p．79－82．



　　　　　　　　　正規回帰理論における共分散・重共分散分析法　　99

常に推論の基調となったCOchranの定理の美しさと　その威力とを

讃えたい。

　附記　この研究は昭和35年度文部省科学研究費（機関研究）によ

る研究の一部であり，将来行わるべき統計的計測に対して，統計理論

的基礎を明かにしようとするものである。本稿をまとめるに当り，本

学の鍋谷清治氏から　いろいろ御注意をいただき，参考文献に関して

は，同氏のほか，統計数理研究所の松下嘉米男氏，本学の荒憲治郎氏

の御配慮を得た。特に記して感謝の意を表わしたい。
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〔11〕Snedecor，G，W，（原著1940，邦訳1952），畑村又好・河村善郎・奥
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　　　　　　　〔20〕
いてSnedecorの本に記されている検定は注に示すように，Fの値の

分母は（4．25）であるが，分子は（4．24）とは異る。

　∬22’が採択されたとき，級の個数オ＝2で2個の修正された平均値

の比較ならば，（4。18）から

　　θrθ2＝（露r房2）一β（Σ1－22）乳

この分散は

　　鵡一あ）一ゲ［÷＋毒（勾一商）彫・（争一勾）司

となるから，（θrθ2）／σ（θrθ2）は標準正規分布に従い，オ分布を用

いてθ1とθ2の有意差を検定できる。ここでπ1＝π2のときのあ＝1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔21〕および乃＝2が，J。Wishartによって指摘された揚合になる。

IV　結 論

　この論文の出発点は，一元回帰理論における共分散分析についての

Moodの説明を不満とし，Cochranの定理の美しさに惹かれて，この

定理を用いて共分散分析法の基本的関係式を明かにしようとする点に

あった。Cochranの定理を用いることにより，確率模型における実測

不能な確率変数免についての互に独立なz2変量が現われ，これを

観測可能な確率変数勘で表わすとき，各種の推定および検定が可能

になる。それらは経済学でよく用いられる回帰分析の立揚から見て興

味あるものが多い。特に，数個の級をまとめてグループに分ける揚合

にも，その理論的原理は常にCochranの定理に求められた。共分散

分析と同じ方針を多元回帰の揚合に適用することにより，重共分散分

析法の基本的関係式が明かとなり，各種の推定と検定の基礎づけを行

うことができる。そして重共分散分析の揚合には，説明変数が2個ま

たは　それ以上のため，説明変数の全部ではなく一部だけを取りあげ

ようとすると，共分散分析の揚合には存在しなかった新しい問題が生

ずる。しかし，この問題もまたCochranの定理を用いることによっ

て解決された。最後に，r修正された平均値」の比較に関する手法の紹

介において，もう一度この定理が現われた。本論文の終りに臨んで，
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（4．23）Σ∈♂2一Σ（δ乞一θ）2一Σ一
　　　　　‘一、　。σ2（θ‘）　　　σ2（∂ε）

　　　　　　　　　ハ　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　ヘ
　　　　　　　　　（θfO）2　（θ一θ）2
　　　　　　　一Σ　　〈　十Σ　　＾　，
　　　　　　　　、σ2（0乞）　乙σ2（0∫）

と分離できる。両辺の各項を，（一’，ぜ，…，〔ε’に関する二次形式とみ

るとき，Cochran　の定理により，右辺第1項は自由度哲一1，第2項

は自由度1のz2分布に従い，両者は互に独立である。既に述ぺたよ

うに，これらは（4．19）とも独立であるから，後者を結合した

　　　91［1▽一（乃十1）む］＝Σ9評［π‘一（乃十1）］　と，

（4．23）右辺第1項とを対比じて，

　　　　　　　　　ハ　　　　 ノ　　　　　　　　　　 ハハ

　　　　　　　・Σ（θ‘一θ）2／｛σ2（θ‘）（哲一1）｝

　　　　　　　　こ（4，24）　F＝　　　　　　　　　，　　　　　　　91［N一⑳十1）亡］バN一（乃十1）d

　　　　　　　　　　　自由度　（む一1），口V一（勘＋1）診｝

で上記の帰無仮説Hの検定を行い，こ・れが採択されたとき，

　　　　　　　Σ（θε一θ）2／｛σ2（θε）司

　　　　　　　ご　　　F一　　　　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　91［N一（乃十1）哲］／｛N一（焉十1）乙｝

　　　　　　　　　　　　　　自由度　む，IN一（乃＋1）d

でθの信頼区間を作るこ．とができる。

　III2（イ）における　π22’が採択されて，βFβ，（乞＝1，2，…，む）

と認めてもよい揚合には，（4．16）以下の各式においてβ乞の添字乞

を取り，それに応じて肌の添字乞を取り去ってもよい。この揚合に

は瑞2’が採択されているから，誤差項に

　　　　　　　　　　1　　　＾　　ハ　　　〈　　＾
　　　94［毒（む一1）］＊一7Σ（βrβ）四‘（β・一β）7

　　　　　　　　　　σ　　‘

を込めて，（4．24）の分母を

（4．25）　｛91［N一（あ＋1）‘］＋94［乃（哲一1）］＊1！（2V一哲一あ）

とし，自由度の後半を（ム7一‘一為）に改めることができる。

　本節に述べた「修正された」平均値の比較について，一元回帰の揚
　　　　　　　　　　　　　　　　　〔19〕
合（存＝1）はMoodの本に説明されている。左＝1，乃＝2の揚合につ
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　　　　　ハ　それ故，θ乞の分散は

（42・）’（命）一ゲ［青＋（商一♂）曜（亀　）d

　　　　　　　　　　　ハとなり，これを用いてθ‘を標準化して，

　　　（δrθ¢）／σ（θ‘）一〔乞’，（げ一1，2，…，言）

とおくと，‘♂は標準正規分布に従い，互に独立であると同時に，（4。

19）とも独立になっている。したがって，

　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　ヘ　　　　　　　　　　（θ‘一θ‘）2／σ2（θ‘）
〈4，21）　F＝　　　　　　　　　　　　，自由度1，（πr海一1）

　　　　　　　　91‘［π5一（乃十1）］／（冗fな一1）

を用いて，θ‘＝E（¢εo）の信頼区間を作ることができる。

　なお，以上では「修正された」平均値は，母数θ‘＝E（謬乞o）を意味

　　　　　　　　　　　　　　　　ハ1し，その推定子として（4．18）のθ」を用いたが，（4．16）（4．17）

を考え合わせると，2の値を20に指定しておいて，既に観測された

短個の標本値とは別に，新たに1つの観測を行ったときの，瑠の予

測値として同じθ乞を用いてもよいことが分る。この予測値には，（4，

18）右辺2項の標本変動のほか，（4．16）最終項の標本変動が加わる

．から，予測値の分散は（4．20）へσ2を加えたものになる。したがっ

て，（4，21）の分子として（∂乞一θε）2／［σ2（∂‘）十σ2］を用いれば，の‘o

の予測区間を作ることができる。これは母数に関する信頼区間とは違

う点に注意する必要がある。予測区間について一元回帰の揚合（乃＝1
　　　　　　　　　　　　　　　〔18j
の揚合）の説明がMoodの本にある。

　θ‘の加重平均として，母数θを

　　　θ番翫）陰，占∂

で定義し，その推定子を

．色，31）θ諸ゲ1よ）／ゑ’益、

乏すると，帰無仮説

　　　H：θ篇＝θ，（乞＝1，2，…，む）

のもとでは，（4．22）を用いて
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　　　　　　　　　　　　　（ハ）

　修正された平均値の比較というのは，農学や生物学の実験で　よく

使われる手法のようであるが，本論文の主題とも密接な関係があるの

で，ここに補論の意味で述べることにする。

　第乞級内の修正された平均値というのは，説明変数が与えられた値

zoをとるときの，被説明変数の期待値のことである。通常はzoを2

に等しくとるようであるが，ここでは一般に任意の一定値としておく。

このときの被説明変数の値を餌，o，その期待値をのとすると，（3。3）

から

（4．16）　¢名』α汁β‘zo7＋∈fゴ，（乞一1，27…・む）

（4．17）　θ¢＝E（∬乞o）＝α乞＋β乞zo7

　　　　　　＝（α‘＋β疹！）一β式2乞一20）鶏

となる。この第1項がr修正されない」平均値，第2項が修正項であ

る。孟個の級についてのθ漁＝1，2，…，孟）を比較することが，ここで

の問題であるが，θ乞の推定子としては，

（4．18）　θ‘鴫一βε（石乞一zo）7

を用いる。これは次に示すように，θ5の不偏推定子で，右辺の2項は

互に独立に分布すると同時に，（3．27）第1式の第乞級組成分子

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ（4．・9）　91死π‘一（焉＋1）］一7Σ（のザ凌‘一β匙2の2

　　　　　　　　　　　　　　σ　ブ

とも独立になっている。
　まず，（3．27）の各式における第¢級組成分子　91‘［耽一（乃＋1）］，

9，‘［司，9、¢［1］が互に独立であることから，（4，18）右辺の2項およ

び（4．19）の3者の間の独立性が出る。次に，

　　　93‘［・コー与（毎α‘一β②Σび

　　　　　　　σ
から，毒5が母平均α‘＋β画丁，母分散σ2／物の正規分布に従うことを

知る。最後に，β‘は母平均β、，共分散行列σ2肌4の為変量正規分
布1こ従う鍔，¢、一βf）（2、一2・）Tは母平均・，母分散σ2（2‘一zo）凧－1

　　　　　　　　　　　ロマユ
　×（商一zo）7の正規分布に従う。
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（3．58）第3式は，

　　　島5：E（諺（泥））＝κ＋ξΣ（ゐ）7，（んニ1，2，…，ガ，…，Z）

を検定するために用い得る。

　（3．79）右辺第1項は，

　　　δσ一ξ＝τ7

とするとき，

　　　π36；τ（P）ニτ（P）o，（P＝1，2，甲壁，710＜γ≦為）

　　　　　（ただし，ん＝1，2，…，Z’に関する珊3および現5の成

　　　　　立を前提して）

を検定するために使うことができる。

　はじめのz’個のグループについて玩3が成立し，同時に7＝んと

おいたH34，H35およぴτ＝0とおいた珊6の合計4仮説が成立すれ
ば，

　　　H37；γ九＝7σ，δドδσ，（ん＝1，2，…，の

が採択される。しかし，この時の7σ，δσは島4のγ，δと一致す

るとは限らない。それは，玩7では終りのz”個のグループが除外さ

れているからである。もしグループ別において，1個の級から成るグ

ループが存在せず，Z＝Zノ，〆＝0であれば，7σ，∂σは，恥4の7，δ二

と一致する。

　検定の型と統計量の計算式を下に記す。

7＝為のときのπ31：β乞＝β1

　　　Σ（鳥）砺（銘）恥一1ω」（銘）T一ル（厄）（鍍）『一1（鳥）ル（汽）（¢～）T，

　　　‘

7＝乃のときのH32：β（九）＝β1

　　　ゑ
　　　Σル（瓦）（㈱）耳V－1（厄）砂（瓦）（㈱）T一ω（鍍）FV層1砂（篇）丁

　　　為il

H33βぬ（¢2）一ゐ為（¢2）Bバ1δ瓦（銘）T，

7＝乃のときのH34：δん＝δθ1

　　　とノ
　　　Σゐ九（㈱）Bバ1砺（銘）T一μ（㈱）u。1μ（游），『，

　　　互＝1

π35；σ（劣2）一9（篇）θ一lg（¢～）7．
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　　　　　　　　　　　　　（・）

　数個の級をグループにまとめるとき，第6表に示された変量のうち

グループ分割に関するものを用いて，どのような検定を行い得るかは，

一元回帰の揚合のII2（ハ）の叙述と多元回帰の揚合の前節の説明を

結合すれば，容易に推察できると思われる。それ故，ここでは多元回

帰の揚合には乃次元ベクトルの成分の一部分を取り出して検定する

という新しい問題が起ることを注意するに止め，各種の帰無仮説と

その検定に用いるべき変量との関係を列挙しておく。

　（3．76）右辺第1項を用いれば，1つのグループ偽だけについて

（ん＝122，…，の，

　　　H31；β‘（P）ニβ（P），¢‘雌，（P＝1，2，…，7；0＜7≦髭）

を検定することができる。これを2つ以上のグループについて，同時

に行い得ることも見易い。（3，77）右辺第1項により，

　　　H32；β（あ）（P）＝β（P），（ん＝1，2，…，Zノ，…，εl　P＝1，2，…，71

　　　　　　　　0＜γ≦乃）

を検定することができる。もし，グループの全部ではなくて，その一

部について亙32と同じ性質の仮説を検定したいならば，II1（ハ）の

最後に述べたように，問題とすべきグループを新たに集団としてまと

め，集団内でのグループ回帰の同一性を問う形にすればよい。

　（3，58）第1式により，1つのグループ雌について（ん＝1，2，…，

の，

　　　∬33；・E（記‘）＝7為＋δ画7，喪臨，

を検定することができる。

　　　　　　　　　　　　　　　　どヂ
　（3。78）右辺第1項により，δσU＝．Σδ瓦疏とするとき，
　　　　　　　　　　　　　　　ん昌l

　　　H341δ為（P）＝δσ（ρ），（ん＝1，2，…，Z／lP＝1，2，…，7；0〈7≦あ）

　　　　　（ただし，ん＝1，2，…，Z’に関して遅33の成立を前提して）

を検定することができる。この揚合にも，Z’個のグループではなくて，

その一部についてH3些と同じ性質の仮説を検定する揚合には，問題

とすべきグループを新しく集団として考えればよい。
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　　　H3・：δ一厘o，β（P）＝β（P）o，（P＝1，2，…，η0＜γ≦為）

　　（ただし，H22’，∬24，7＝乃とおいたH27を前提して）

を検定したけれぱ，91♂［γ］零と98［1］＊とを結合して使うことになる。

　最後の2つの仮説島g・玩oについて成立を予定した3仮説のうち，

γ＝乃とした1匙7として1協7ノをとると，伍2％∬24・π27ノの3者の同

時成立とH28とが同等であったから，π2gおよぴ玩0は，む個の全級

を通じて一致した回帰平面の係数が指定された特定値をとるか否かの

検定になる。

　以上の各種の仮説検定では，一元回帰の揚合と違って信頼区間また

は信頼領域の作り方については説明を省略した。それは一元回帰のと

きの説明から十分類推できるという事のほかに，Fの分子の自由度が

3または　それ以上になるときには信頼領域の計算が実用的でないか

らである。しかし多元回帰における重共分散分析でも，Fの分子の自

由度が1または2であれぱ，目的に応じて信頼区間または信頼領域を

作れば，問題としている母数が零であるか否かの検定よりも多くの知

識を得ることができる。

　本節に示した仮説検定の実際計算に当っては，βε，β，δなどを

軌（切，ル（銘），戻銘）で表わしておくのが便利である。この方法は，

あ次元ベクトルで示されている母数の成分の一部分を検定しようとす

るときには使えないが，次に示す諸検定では使うことができる。セミ

コロンの前に記されているのが検定の型であり，その後に必要な統計

量の計算式が記されている。

　η＝乃のときの∬21の特殊な揚合：β‘＝Ol

　　　β‘η区乞β‘7＝耽，‘（餌2）1匹㌃一1ω‘（¢2）ア，

島2’：β乞一β1Σ（βε一β）凧（βε一β）T一Σβ泓β、7一β腋

　　　　　　づ　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユ
　　　＝Σ砺（㈱）隅一1の‘（㈱）7－iρ（銘）耳7－1ω（銘）T，

　　　　づ
7＝乃のときの坊3の特殊な揚合：β＝O　l
　　　ム　　　　　ハ
　　　β躍β7＝己o（銘）げ1ω（㈱）7，

∬241β（の一δBδT＝β（の一ゐ（銘）B－1ゐ（銘）牲



　　　　　　　　　正規回帰理論における共分散・重共分散分析法　　91

　　　δ一αε＝（β一δ）（Σ‘一2）7＝∠『o（Σ乞一2）T

が出る。これを（4．14）に代入して

　　　〔εゴー蓄＝（の‘ゴー諺）＋∠ro（…i‘一Σ）7一β（2f，一Σ）T

となり，これに（勧一Σ）を右から乗じて，乞，ブについて総和し，（3。

4）（3．5）を用いれば，

　　　s（〔3）＝8（㈱）＋∠OB一βS。

したがって，（3．46）第1式により

　　　η＝8（銘）S－1＋40BS一1一β

を得る。これを（3．75）に代入し，その右辺第1項をg1♂［γ］＊とす

るとき，

　　　H29：β（P）＝β（P）o，（P＝1，2，…，鴛0＜7≦乃）

　　　（ただし，玩2’，恥4，γ＝乃としたH27を前提して）

を次のものによって検定し得る。

　　　　　　　［91♂E7］＊へE2gの指定する値を代入したものコ／γ
（4．15）　F＝
　　　　　　　｛g1［N一（あ十1）‘］十94既（む一1）］＊十g6［む一ん一1］串

　　　　　　　　　　　　　　　　，自由度　7，（N一乃一1）
　　　　　　＋Qg［κ］＊＊｝／（N一乃一1）

ただし，9g［司林は，γ＝なとおいた砺7で指示された値を，同じく

γ＝為とおいた997［デ］＊へ代入したものである。

　さきにg8［司　を見たときには，珊4の成立だけを前提したが，今

度は　それに加えて既2’および　7＝んとした紐7も成立すると前

提する。このとき（4．13）第3式から得られる君の値を（3。29）第

3式に代入して，

　　　　　　　N　　　（28［1］＊＝一＝…r（房一～Σ一βΣ7）2

　　　　　　　σ

となる。＊をつけたのは，上記の3仮説のもとでの値を意味する。こ

れと（4．15）の分母を用いて，凌＋β望の信頼区間を求めることがで

きる。

　万2gでは（4．13）第3式の常数項δが除外されているが，これを

．加えて，
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であるが，まず，∬22’が成立しているから，（4．5）においてβ乞＝β，

（ゼ＝1，2，・◆・，む）と書くことができる。両者のほか，さらに玩7ノが成

立すると仮定すれば，（3．15）の」の定義からβ；δとなり，（4．5）

を用いてα‘＝7，（乞＝1，2，…，哲）が出る。このとき，常数項をも含

めて（乃＋1）個の　すべての偏回帰係数が　む個の全級を通じて同じ

値になるから，全部の級にわたって回帰平面が完全に一致する。した

がって，玩2㌔坊ぺ亙27’の3者の同時成立と，1つの帰無仮説

　　　∬28＝α‘＝α，β乞＝β，（ゼ＝1，2，…，む）

とは同等であり，これを検定するために次のものを用いることができ

る。

　　　　　｛94［碓一1）］＊＋96［ご一ん一1］曇＋99［乃］＊｝／（乃＋1）（む一1ア

　　　F寓　　　　　　　　　　91［N一（冷十1）む］／｛ハ「一（焉十1）む｝　　　　　　3

　　　　　　　　　　自由度　（為＋1）（診一1），｛N一（房十1）司

ただし，

　　　9、［ん］・一÷（β一δ）rs－18β一δ）男

　　　　　　　σ

である。

　910［列については，玩2’，玩4，7＝なとした逓7が成立するとき，

〈4。12）　β‘ニβ＝δ＋∠o

となり，（2．37）で定義された互を用いて（3．3）から

⑭一 、）鷹瓢屯艶
　　　　　　／房＝凌＋βΣT＋嗣

を得る。この第1式・第3式から

く4・14）　ξザζ＝（靭一あ）一（αr反）一β（初一2）7

が出る。さらに（4、13）第2式・第3式の期待値の差をとれば，

　　　五て轟）一E（あ）一α‘一反＋β隻Σ‘一三の丁

同じ計算を∬24’として示された式で行えば，

　　　E（商）一E（診）＝δ（Σε一2）7

となり，ここに得た2式と（4．12）から
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　　　　　　π　　98［1］＊＝一τ（房一7一δΣ『）2

　　　　　　σ
が出るが，これと977［司＊とを結合して

　　麺6：7＝70，δ（P）＝δ（P）o（P＝1，2，…，7）

　　　　　　　　　（ただし，∬24の成立を前提して）

を検定しようとするときには，γ二為でδの乃個の全成分の特定値が

指定されていないと困る点が注目される。

　9g［司については，上記のように，まず∬22ノを前提してβなるも

のの存在を予定する。次に1f24の成立を前提して，（4．1）（4．10）

を（3．74）に代入すると，その右辺第1項は，

　●　　　　　　　1　　〈　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈　　99γ［7］率＝　　。｛丸β一β）一（δ一δ）｝（7）［（ル響一1B）（7）］｛（β一β）

　　　　　　　σ』
　　　　　一（δ一δ）｝（7）T

となるから，（3・15）で定義したβとδとの喰い違いの程度を示す

乃次元ベクトル4について，その初めのγ個の成分の特定値を指定し

た帰無仮説

　　π27：∠（ρ）＝∠（P）o，（P＝1，2，…，γ10＜γ≦な）

　　　　　　（ただし，燭2’と玩4の成立を前提して）’

を，

　　　　　［997［7］＊へ恥7の指定する値を代入したもの］／γ
　F＝　　｛9ユ［N一＠＋1）ε］＋94［ん（む一1）コ＊＋96［6一為一1］＊1／11v－2ん一11P

　　　　　　　　　　　　　自由度7，｛N一％一11

によって検定できる。た穿し，

　　　　　　　　　　1　　　〈　　〈　　　〈　　＾
　　　軌匝（オー1）］＊＝　2Σ，－幽一β）凧［βrβ）7，　　　である。

　　　　　　　　　　σ　　多

　特に，玩7で指定された特定値が0で，しかもγ＝乃の揚合を島！

とする。

　　昂7’＝4＝0，すな、わち　∠（q）＝0，（g＝1，2，…，乃）

　　　　　　（ただし，玩2’と轟4の成立を前提して）

　これを検定する揚合にはH22’とH24が成立していなけれぱ無意味
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たのであった。同じように　そこで（3．45）を導き出したときには，

E（¢の＝α‘＋βz‘ノ，換言すれば，H22’が前提されている。したがって，

そこで得られた9g［初および910［耐　を以下で利用する揚合には，

恥2’と亙24とが前提されていることに注意しなければならない。

　このように，伍4のもとでは（4．11）が成立しているから，伍4を

前提したときの96［む一乃一1］の値には＊をつけて区別すると，（3，30）

第1式から

　　　96［む一あ一・i＊一十［B（謬2）一δBδ7］

　　　　　　　　　　σ一

を得る。したがって，亙24を

　　　　　　96［トあ一1］＊！（む一た一1）
　　　F＝　　　　　　　　　　　　　　　　，
　　　　　軌［N一（為十1）司／11V一（乃十1）司

　　　　　　　　　　　　自由度　ご一ん一1，砂一（乃＋1）6ド

によって検定することができる。

　97［司についても，島4が成立するときの値には＊をつけることに

すると，（4．10）をてま73）に代入すれぱ，右辺第1項は

　　　　　　　　1　　　977［γ］＊＝一丁（卜δ）（γ）［B（γ）］（δ一δ）（γ）T

　　　　　　　　σ

となる。したがって，鎚4が成立するとき，δの　はじめのγ個の成

分δ（1），δ（2），…，δ（γ）が特定値δ（1）0，δ（2）O，…，δ（γ）0に等しいという

帰無仮説

　　　H25：δ（P）＝δ（P）o，（P＝1，2，…，η0＜γ≦な）

　　　　　　　　　　　（ただし，超4の成立を前提して）

は，

　　　　　　［97デ［γ］＊へ砺5の指定する値を代入したもの］／γ
　　　F＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7
　　　　　｛91［1〉一（研1）‘］＋96〔6一斥d］＊｝／｛1V一碓＋1）一1｝

　　　　　　　　　　　　　自由度γ，｛N一廊＋1）一1｝

によって検定できる。

　98〔1］については，H24のもとでの値に＊をつけると，（3，29）第

3式と（4．6）第2式から
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である。（3．3）から

　　　房‘＝α汁β画丁＋奄

を得て，砺4のもとでは

（4・5）　施‘）準α汁βグー7＋δ2！（乞二1，2，…，む）

となるから，珊4は

　　　丑2ム亀＝7＋砺7＋銑，（仁1，2，…，の

と同等である。

　このとき，

（4・）｛：掌；；野

が出て，辺々相減ずると

（4，7）　乾一群（亀一¢）一δ（Σ言一2）T

を得る。これを二乗してπ‘を掛け，乞について総和して（3，4）（3．

5）（3．14）第2式を用いると，

（4・8）　　B（∈2）＝・Σ『［（諺乞一2）一δ（2r2）T］［（¢‘一諺）一（2ε一2）δT］

　　　　　　　　　‘

　　　　　　　　＝B（謬2）一δ西（のz）7一δ（ω3）δT十δBδT

　　　　　　　　＝B（躍2）一δBδT一δBδ丁十δBδz㌃

次に（4、7）の右からπ‘（2r2）を乗じて，ゼについて加え，同じよ

うな計算をすると，（3，8）第2式により，

（4，9）　μB＝6（∈～）＝ゐ（銘）一δBニδB一δB

がら

（4・10）　9μ＝δ一δ．

を得る。これを転置して（4。9）の右から乗ずれば，

　　　μB〆＝δβδ7一δBδ『一δBδ7＋δBδT

が出る。（4．8）と辺凌相減じて

（4・11）　B（∈2）一μBμ■＝召（鉛2）一δBδT

となる。この式は（3，43）第2項を計算したものに外ならないが，

δは母数δが存在するときに　はじめて意味をもつがら，III1（イ）

の最後の所で（3，43）を用いたときには，実は恥4が前提されてい
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　孟＝2のとき，ダソシュのつかない扇2を　さきの生産函数の例に

ついて言えば，基準・比較の両時点において，労働に関する偏回帰係

数は不問にしておいて，流動資本およぴ固定資本についての2つの偏

回帰係数の同一性を問うことになる。一般的には洋＝2のとき，一元

回帰の揚合のH6’に相当するものは，

　　　E22”：β、（P）一β2（P）一6〔P）。，（P－1，2，…，γ；0◇9），

であり，乃・＝3，F2，4（P）o＝0とすれぱ，いまの具体例になる。ここで

d（P）oと特定値を指定せずに，d（P）を未知数として扱えば，（4・4）を

用いて，一部の偏回帰係数の2時点間の差の信頼領域を求め得る。

　g5［司については，（4．1）を（3．72）に代入するとき，

　　　　　　　1　〈　　　　　　　　　〈　　　95［左］＝一一rr（β一β）（「）［ワV（7）］（β一β）（γ）T

　　　　　　　σ』

　　　　　　　1　＾　　　　　　　　＾　　　　　＋一；ir（β一β）［1FV］（κ一7）（β一β）『　　一

　　　　　　　σ

となる。この式の右辺第1項を957［7］とおき，帰無仮説恥2の母数

に特定値β〔ρ）oを指定した

　　　π23：β誘（P）＝β（P）o，（乞一1，2，…，むIP＝1，2ン…，γ；0＜7≦毒）

のもとでの値を＊をつけて示すと，H22の採択された後では，

　　　　　　　　　　　　　957［γ］ホ／7

　　　F一　　　　　｛91［N一（為＋1）亡］＋947［Kむ一1）］＊｝／｛N一（研1》

　　　　　　　　　，自由度　γ，｛N一（あ十1）む＋T（む一1）｝
　　　　十γ（‘一1）｝

によって，1H23を検定できる。また，H22の検定を経ずに直ちに∬23

を問うならば，∬23はH21’で物＝γ，βε（ρ‘）』β（P‘）o，（ゼ＝1，2，…」）と

おいた揚合であるから，（3，70）と（3．33）第3式により，これを

　　　　　1（24『［γ（ε一1）］＊十957［γ］＊｝ノγむ

　　　F＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7
　　　　　（21［N一（為十1）むコ／口V一（乃十1）6｝

　　　　　　　　　　　　　　自由度　7孟，僻一（乃十1）オ｝

で検定できることは当然である。

　96［む一乃一1］で検定できる帰無仮説は，（3，13）で示される

　　　砺：E（の＝7＋δ2乞丁，（乞＝1，2，…，‘）
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最後の節で述べることにする。

　第ぢ級だけについて，常数項をも含めて　すぺての偏回帰係数を検

定したいとき，およぴ常数項とβ乞の初めの7乞個の成分を検定したい

ときには，93‘［1］十92¢［初の全部または一部（92乞［伺を（3．69）で

分離する）を用いれぱよい。

　　　g4既（む一1）］については，（3．9）（3．10）（3．11）

（3。24）から，

　　　λFr＝配，（‘2）＝Σεo‘（〔～）＝Σω乞（銘）一．Σ’β、隅＝βF7一Σβε肌　　　　、

　　　　　　　　　多　　　　　　　z　　　　　　　呂　　　　　　　　　　‘

したがって，（3．12）に定義されたβを用いて，

（4、1）　λ＝β一β

が出る。これと（3，25）から

（4・2）　　λご一え＝（βf一β）一（β乞一β）

を得る。これを（3，71）に代入したとき各項を

（4・3）　94［雄一1）］＝947〔γ（む一1）］＋94濫一7［（ん一γ（6－1）］

と書く。帰無仮説

　　　∬22：β‘（P）；β（P），（‘＝1，2，…，むlP－1，2，一，η0〈γ≦癒）

が成立するときの（4、3）右辺第1項を＊をつけ七示すと，（4．2）か

ら

　　　　　　　　　　1　　ハ　　＾　　　　　　　＾　　（
　　　947［7（卜1）コ＊ニ7Σ（βrβノω［r‘（「）］（β‘一β廻7

　　　　　　　　　　σ　　ε

となっ、，σ2以外の母数を含まない。それ故，莇2を

　　　　　　　　　94γ［γ（6－1）］＊／7（オー1）
（4．4）　F＝
　　　　　　　91［！v一硫十1）‘］111v一（乃十1）6｝’

　　　　　　　　　　　自由度　γ（む一1），｛1▽一（た＋1）む1

で検定できる。この検定の特色は，後述の亙23と異り，β‘（P）に共通

の特定値を指定せずに，む個の全級について　それらが同一であると

いう関係だけを問う点にある。施2で特にγニんとおいた揚合を恥2’

とすると，昂＝β（乞＝1，2，…，‘）となるから，（3．3）を用いて，

　　　砺’：E（¢‘ゴ）＝α‘＋β2‘ノ，（ぢ＝1，2，・一，む1＝1，2，…，？乙‘）

と書ける。
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まで　すぺて観測された6個の級全部を問題として取りあげる揚合に

ついて考える。

　92［為6］の第¢級組成分子の一部，（3，69）右辺第1項を用いれば，

次の帰無仮説を検定できるgこのことは既に　よく知られている。

　　　H2、：β‘（P）一β‘（P）o，（P－1，2，・・，γ乞；O＜γ乞≦乃）

　　　　　［（3．69）第1項のβ乞（P）へH21の指定する値を
　　　F－　　　　　　　　　9エ［N一（為十1）む］／［N一（焉十1）6］

　　　　　代入したもの］／γ‘
　　　　　　　　　　　　　，自由度　7乞，［ルー（為＋1）司

　ここに，β‘（P）oはβ乞（9）の特定値を示す。各級毎に検定するときは，

Fの分母として9涯短一ん一1］／（πrあ一1）を用い，自由度をγ乞，（陶

一乃一1）にする。

　あ次元ベクトルβ‘一β‘の　はじめの㌍乞個の成分から成るγ㊤次元

ベクトル（禽一β。）（7‘）だけを取り出したのは，β乞の鳶個の全成分β名（1），

β‘（2），…，β‘（κ）についての検定ではなく，その一部分だけを問題にし

たいからである。経済学の例で言えぱ，流動資本・固定資本・労働の

3個の説明変数（た＝3）を用いて，生産函数を計測するとき，これら

3者の偏回帰係数を同時に検定するだけでなく，労働だけを不問にし

て，流動資本・固定資本2者の偏回帰係数を検定しようとするならば，

偏回帰係数ベクトルの成分の一部を分離しなければならない。

　（3．70）第1項を使えば，E2且を全級に拡大した，

　　　遅2、ノ：β毎（P‘）＝β3（P‘）o，（¢＝1，2，…，εIPF1，2，…，罵

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　o≦γε≦あ）

を検定できることは見易い。

　（3．27）第3式の第乞級組成分子，

93欄一一誓（毎α乞一鍋り2，（凋，2，，ご）

　　　　σ

くを用いて，α汁β，Σεに関する検定と区間推定を行うことができる。こ

のα‘＋β画丁が第呂級内のr修正されない」平均値であるのに対して

説明変数Zの影響を除去した「修正された」平均値の比較については，
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　　　　　　　　　　　　　　　　（ん＝1，2，…，z’）

　次の式では，第1項は自由度7（Z－1），第2項は自由度（乃一γ）（Z－1）

になる。

　　　　　　　　　　　　1　‘（3・77）　94ど［乃（Z－1）］一一蒸一Σ（え（為）一え）（γ〕［r（厄）（γ）］（え（瓦）一λ）（「）『

　　　　　　　　　　　σ　ぬコ1

　　　　　　1　ε　　　　　＋一＝rΣ’（2（島）一λ）［研（為）］（融一7）（λ（島）一λ）7・

　　　　　　σ　ん冨1
　次の式では，第1項は自由度γ（Z’一1），第2項は自由度（ん一7）（Z’一1）

になる。

　　　　　　　　　　　　1　Z’
（3．78）　94σ［乃（Z一1）］一薙rΣ（μドρ）（7）［B島（7）］（μ厄一ρ）（7）T

　　　　　　　　　　　　σ　ん認1

　　　　　　1　z〆
　　　　　＋一＝…rΣ（飾一ρ）［B為］（肋）（侮一ρ）7・

　　　　　　σ　為コ1

　次の式では，第1項は自由度7，第2項は自由度乃一γである。

　　　　　　　　　1（3．79）　Qgσ囮＝コー（ρ一シ）（γ）［（UB－1θ）（7）］（ρ一レ）（7）T

　　　　　　　　　σ

　　　　　　1　　　　　＋一了（ρ一ッ）［（σB－1の］（㌃一7）（ρ一P）7・

　　　　　　σ

　以上の分割は，第6表のように表の形で示すことはできないが，こ

の種の分割を行い得ることは，多元回帰における重共分散分析法の著

しい特色である。ある1個の級についての（3。69）の関係式は既に

知られているが，この種の分割は，第6表に現われるガ変量のうち，

自由度が乃の倍数になっているもの　すぺてに対して適用できること

が分る。

　　　　　　2多元回帰における推定と検定

　　　　　　　　　　　　　（イ）

　第6表に示された独立なZ2変量を用いての推定と検定の方法は，

原理的には全く一元回帰の揚合と同じである。したがって，後者から

推察のつく事柄は　なるべく省略することにする。また，Il2（ハ）

の　はじめに述べたと同じ理由により，以下では本論文の終りに至る
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において，右辺第1項は自由度・Σ7乞，第2項は自由度砒一Σ物のx2
　　　　　　　　　　　　　　　多　　　　　　　　　　　　　　　　　　乞

分布に従い，互に独立である。

　g4既（6－1）］を同じように補助定理Hを用いて分割すると，

　　　　　　　　　　　　1（3・71）　94［雄一1）］一一烹一Σ（え‘一λ）（7）［陥（7）］（λrλ）（ゲ）7

　　　　　　　　　　　　σ　　ぢ

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　＋7Σ（ろ一λ）［隅］（㌃一7）（ろ一λ）T，

　　　　　　　　　　　　σ　　乞

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（oくγ≦乃）

こ．の揚合，6個のろ一λ（¢＝1，2，…，孟）は（3．34）の制約条件に従

うから，（3．71）右辺第1項の自由度はγ（む一1），第2項の自由度は

（焉一7）（哲一1）で，両者は互に独立なガ変量となる。

　以下，同じようにして，O＜γ≦あのとき，次に記す4個の式の右辺

第1項は自由度7，第2項は自由度鳶一7のZ2分布に従い，両者は

互に独立である。

　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　1
（3・72）　95［司二一丁え（ゲ）［r（γ）］λ（γ）T＋r乾一え［躍］（房一7）λ■，

　　　　　　　　　σ　　　　　　　　　　　　　　　σ

　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　1
（3・73）　97［あ］一7μ（7）［B（7）］μ（7）T＋πrμ［8］（㌃一7）μ『，

　　　　　　　　　σ　　　　　　　　　　　　　　　　σ

　　　　　　　　　　1（3・74）　99［あ］＝下（λ一μ）（7）［（昭S『1B）（γ）］（λ一μ）（「）T

　　　　　　　　　σ

　　　　　　　　　　1　　　　　　　　十一一r（λ一μ）［（『S－1B）］（κ一γ）（λ一μ）7，

　　　　　　　　　σ』

　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　1
（3・75）　91・田編2η（γ）［S（7）］η（7）T＋7η［S］（κ一γ）η『

　　　　　　　　　　σ　　　　　　　　　　　　　　　　σ

最後の式では，（3。46）第1式を用いている。

　次の式では，右辺第1項は自由度γ（砺一1），第2項は自由度（乃一γ）

×（砺一1）になる。

　　　　　　　　　　　　　　1（3。76）　94（泥）［乃（砺一1）］＝2Σ（ぬ）（え乞一え（瓦））（7）［凧（ア）］（2蛋

　　　　　　　　　　　　　　σ　　塞

　　　　　　　　　　　　1　　　　　一え（為〕）（7）7＋7Σ（為）（ろ一え（た））［凧］（滝一r）（えrえ（為））7，

　　　　　　　　　　　　σ　　ゴ



正規回帰理論における共分散・重共分散分析法　　81

［孟（7）］ 0

0 0

十
∠4γ一［且（■）］

P

P7

∠4を一7

と書かれる。

　以上の補助定理を用いて得られる結果を記す。（3．27）第2式の第

乞級の組成分子は，陥が彦次の正値定符号行列であるから，補助定

理Hと，そこで定義された記号を用いて，O≦γ‘≦んを満す整数γ言

（乞＝1，2，…，む）について，吼（o）＝0とするとき，

　　　　　　　　　　1　　〈　　　　　　（
（3，69）　92‘［た］＝rr（βrβ‘）陥（βrβ名）7

　　　　　　　　　σ一

　　　　　　　1　〈　　　　　　　　　　　＾
　　　　　＝一薙一（β‘一β‘）（γ‘）［隅（γ‘）コ（βε一β‘）（7‘）7

　　　　　　　σ

　　　　　　　1　　ハ　　　　　　　　　　（
　　　　　＋一㍉一’β‘一β‘）［”㌃］（かγ、）（β。一β乞）T

　　　　　　　σ飼

と書くことができる。［隅（γ‘）］，［躍］悟．、）は　それぞれ正値定符号お

よぴ非負符号の行列で，その階数はγ‘，あ一ηであり，階数の和は凧

の階数んに等しい。したがってCochranの定理により，（3，69）右

辺の第1項は自由度γ乞のz2分布，第2項は自由度あ一γfのκ2分布

に従い，しかも互に独立である。1個の級乞についての（3，69）の

分割は既によく知られており，別の形の証明がWilksによって与え
　〔14〕

られ，これを重共分散分析に用いるときの考え方の解説が，小宮氏の
　〔15〕

論文にある。

　（3．69）を（3．27）第2式に代入すれば，

　　　　　　　　　　1　　ハ　　　　　　　　　　　〈
（3。70）　92囮＝7Σ（βrβ乞）（■‘）［陥（γ‘）］（βrβ乞）（γ1）T

　　　　　　　　　σ　　z

　　　　　　　　　　1　　〈　　　　　　　　　　（
　　　　　　　　＋一；…rΣ（βε一β信）［凧］（鳶一7‘）曳β‘一β‘）

　　　　　　　　　σ　　し
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（0≦γ‘≦乃）
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（3．65） PT

∠4髭一7

の階数に等しい。（3．62）の転置行列を作り，・曳、．φ対称性に注意

すると，

　　　R礼4北一γ＝PT

となり，PTの行ベクトルは，ムー．の行ベクトルの一次結合として表

わされる。したがって，（3、65）の階数は毒，γの階数乃一γに等し

い。これでDの階数があ一γに等しいことが出た。同時に・4κ一γが正

値定符号であるから，・0は非負符号の行列になる。（3．61）を移項

して（3．59）を得る。（証明終）

　この補助定理1から，直ちに次の補助定理Hが出る。

（補助定理H〕　あ次の正値定形式ぬ4κ7は，補助定理1に定義した

・Cγ，Pを用いて，

〈3．66）　ぬ4κT＝エ（7）σ7－1エ（『）7＋xD犀丁

の形に書ける。こ㌧に，Cヂ且は正値定符号行列，Z）は非負符号の行

．列で，その階数は　それぞれγ，卜γである。また，X（「）は刃の

徽じめのγ個の成分から成る7次元行ベクトルとする。

　以下では，・4とσ．一且およびηとの関係，さらに，それらの階数を

明かにするために，補助定理1，Hで用いられた行列を

（3．67）　C7－1＝［五（7）］，　Z，＝P（七一7）＝［4］（為一7）

と書く。後者は0為一ヂ1ではないから，ことさら（乃一γ）を括弧外へ出

した。この記号を用いれぱ，（3．59）（3．61）は

　　　　　　　　1
（3ら68）　且＝

［4（γ）］

0

0

0

十［4］（㌃一7）
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を成立させるような（あ一γ）×γ型の矩形行列Rが存在する。ゐ次，γ

次，乃一γ次の単位行列を為，み，■か．と書くと，（3，60）において

　　且c；■㌃＝
　　　　　　1γ　　0

0 為＿7

であるが，左辺の積を計算して，右辺の対応部分と比較すると，．

（・・63）｛毎菰勤

が出る。この第2式から

　　通北＿7Q＝一pc7

を得るが，！簸ヂ1が存在するから，これを左から乗じて，

　　Q＝一∠4炉ヂ1P6γ’

が出る。これを（3．63）第1式に代入し，C7曹1が存在するから，そ

れを右から乗じて移項すれば，

　　ん一α一1＝P7∠4㌃．γ一1P

が出る。こ㌧で（3．62）を用いると，

　　1缶一Cヂ1＝P7E

となり，（3．62）と合わせると，

（3．64）　　　　R＝
　　　　P7　　　　ん一Cγ一正

∠4㌃一7 P

が出る。したがって，（3，61）におけるDの　はじめのγ，列のあ次

元列ベクトルは，最後の左一γ列のん次元列ベクトルで表わされて，

Dの階数は，（3．64）左辺第1因子
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十D0Cヂ1

00

＝4（3．59）

とすることができる。た▽し，0は　すべての要素が0から成る行列，

1》は非負符号の行列，6，一1はγ次行列で正値定符号になる。

（証明）7＝乃ならば当然である。0＜γ＜なのとき，記号を次のよう

に決める。

QTα

78

α一7Q

＝σ＝d且PTz47

∠4κ一7P

＝五（3．60）

ここに，んは且のはじめのγ行γ列から作った主座小行列，毒、γ，

C㌃ガは，且およびσ＝∠4－1の最後のあ一7行海一γ列から作った主

座小行列で，4の対称性からCの対称性が出る。また，且は正値定

符号であるから，その主座小行列・4．，現一．は共に正値定符号で，そ

れらは逆行列をもつ。14－1＝σも正値定符号で，0．，C左、．の逆行列も

存在し，C7－1は正値定符号である。σ．一1を用いて次のようなな次の

正方行列Dを作ると，これが階数あ一7の非負符号の行列になること

を証明できる。

0Cド1

00

「
孟＝PTイ4r一σ7一】

∠4κ一7P

＝D（3．61）

　まず，山．．の左一γ次元列ベクトルあ一7個は一次独立であって

Pの列ベクトルは　それらを用いて表わされるから，

（3．62）　．4㌃一7R＝P
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最後の式の右辺第1項の総和を形成している各項のうち，砺＝あ＋1の

ものについては，（3．32）と同じように，その変量も自由度も0にな

るから，砺＞為十1として総和しても，醜≧乃十1として和をとっても

同じである。その総和項の自由度は，

　　　5’　　　　　　　　　z’十ε”

　　　Σ（砺一癒一1）＝Σ（砺一尭一1）一Σ（砺一ん一1）
　　　乱冨1　　　　　　　　互冨1　　　　　　　　砺＝1

　　　　　　　　＝む一（ん十1）Z十乃Z”＝卜尭Z㌧Z

となる。これへ他の諸項の自由度を加えると，

　　　（卜乃Z’一Z）十な（Z’一1）十（Z一乃一1）十焉＝む一乃一1

となって左辺の自由度と一致する。

　このようにして，多元回帰の揚合の重共分散分析においても，第3

表のような形の再分割が可能になる。た穿，一元回帰のときの共分散

分析とは，自由度が違っている点に注意する必要がある。以上に得ら

れた結果をまとめて第6表に示してある。これは共分散分析の際の第

1表および第3表を結合したものに対応している。

　　　　　　　　　　　　　　（ハ）

　以上に述べたことは，原理的には一元回帰の揚合と全く同じである。

た穿自由度が違う点と，ベクトル記号の扱い方のために説明を繰り返

す必要があったに過ぎない。しかし，以下では一元回帰の共分散分析

の際には問題にならなかったが，多元回帰の重共分散分析において

はじめて問題となる点を取り扱う。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　第6表に現われているX2変量は，9［N］ニマ、ΣΣ『∈‘ゴ2をCochran
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ一多ゴ
の定理によって分割したものであるから，いずれも正値二次形式変量

である。これを今までとは別の方針で，さらに分割するために，次の

2つの補助定理を証明しておく。

〔補助定理1〕　乃次の正値定符号行列。4において，その逆行列・4－1

の，はじめの7個（0＜γ≦ん）の行と列とから成る主座小行列をσr

とするとき，階数ん一7のな次正方行列刀を用いて，
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　　　　　　　　1　　　　　　　＝一万［σ（（2）一ッθッ7］，

　　　　　　　　σ

　　　　　　　　　　　1
　　　　　99σ［乃］＝＝ず（ρ一り）UB－1θ（ρ一ツ）『，

　　　　　　　　　　　σ

　　　　　　　　　　　　　　ごア
　　　　　96［トあ一1］＝Σ96（為）［む為一あ一1］＋94σ［乃（Z〆一1）］

　　　　　　　　　　　　　ゐ＝1

　　　　　　　＋96σ［Z一ト1］＋99σ圃．

　　　　　　　　第6表（に関する重共分散分析表

　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　1
9i［1v一（軒1）孟］＝7EI7（∈2）‘ ろ恥λ幻一万考グ（鞠一2仁β‘殉写

　　　　　1

92圃＝訂λ卿〆

　　1
一訂（毎β蛋）

x隅（β‘一β乞）T

　　　　1
93［6］一証曜

　　1
＝丁［β（〔2）＋2v司
　σ』

　　1
＝一Ση蛋（諏¢一α‘

　σ2　毎

一β‘…‘）2

94［冷（む一1）］

　　1
＝7Σ（λ‘一」～）

　びづ
×隅（λ‘一λ）7

　　1

＝一
Σλ乞贋λ‘7

　σ2　巴
一λ隙丁］

96［ε一た一1］

　　1
＝＝；一［B（〔2）

　σ一

一μBμT］

　　　　　1
95［乃］・＝一λ㎜7
　　　　σ2

　　　　　1

97四＝アBμ7

ll懲でll・榎蔑

94（‘）［な（孟轟’一1）］

94ど［あ（Z－1）］

iii撃鮎／臓

罪勘膿、『1

99σ圃

　　　　　1
99［伺＝一（え一μ）凧s－1B（λ一μ）T
　　　　σ2

　　　　　1
91。［な］＝一8（〔2）S辱18（〔2）7

　　　　　σ2

　　　　N荏2
98［1］＝
　　　　　σ2

　　　　　1　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　1
9四＝訂グ〔許ア［確）＋β（（2）＋瑚亨［S（ξ2）＋N’2］
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（3．57）第3式右辺第1項は，はじめのr個のグループについての

合計になっている。この総和項の自由度は，砺＝1のとき　ちょうど

砺一1＝Oになるから，

　　　こゲ　　　　　　　　　ガナグデ
　　　あΣ（砺一1）＝あΣ（‘瓦一1）＝乃（孟一乙）

　　　ゐ自1　　　　　　　為＝1

となる。

　次に9G［孟一乃一1］の再分割に移る。（3．30）第1式を

　　　　　　　　　1　　　96D一乃一1コ＝一7［B（62）一μBμ7］

　　　　　　　　　σ

　　　　　1　君’
　　　　＝一万［Σβ瓦（∈2）＋σ（∈2）一μBμ？］

　　　　　σ　ん胃1

　　　　　1　”
　　　　＝7rΣ［・B鳥（〔2）一μ抱B池μあT］

　　　　　σ　九増1

　　　　　1　”　　　　　　　　　　　　1
　　　＋一丁［ΣμんB漁7一ρσρT］＋一τ［σ（∈2）一ツσP7］
　　　　　σ　ん冨1　　　　　　　　　　　　　　　σ

　　　　　　　　　十一万［ρ卯7十ンσレT一μB〆］
　　　　　σ

と書きなおせば，96D一な一1］が次のような形の互に独立なZ2変量に

分割されることが分る。この第1式は，（3．29）第1式およぴ（3．

30）第1式をグループ脇（ん＝1，2，…，Z’）について考えたものに外

ならない。

　　　　　　　　　　　　　1

（3．58）

96（あ）［砺一為一1］＝万Σ（池）π‘［（乾一♂（為））一侮（2‘一Σ（島））7］2

　　　　　　　σ　露

　　　　＝一万［β厄（〔2）一μんB勘μ泥7］，（ん＝1，2，・一，Z’）

　　σ

　　　　　　　1　五P
94σ［乃（Z’一1）］＝一万Σ（μ為一ρ）B池（μぬ一ρ）7

　　　　　　σ　互＝1

　　1　1’
　＝一万［Σμ鳥疏μ九7一ρuρ『］，

　　σ　池＝1

　　　　　　196σ［Z一冷一1］＝一万Σ鑑［（ξ（ん）一言）一ソ（Σ（勘）一Σ）7］2

　　　　　　σ　ん
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　　　　　　／　　　　　　　レθ＝9（〔β），　　　　．

　　　　　　　ハ　　　　　　　β（瓦）昭（勘）＝ル（為）（劣2），（ん＝1，2，・一，呂’，…，z）

　　　　　　　　ア　　　　　　　　　　　　ノ
　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
　　　　　　　解1『（あ）＝解翌1ω（泥）（劣z）＝ω（銘）・

（3．54）嘩）＝7ゐ＋δ献（繊）（んニ1・a’”・『）

　　　　　　臥Bド6漁z），（ん＝1，2，…，の

　次の2式は，δおよぴδの定義式である。

　　　　　　　　び　　　　　ごヂ

仏陶
　　　　　　　充＝1　　　ん目1

　これだけの記号を定義して，94［雄一1）］の再分割に進む。Cochran

の定理を使う際の叙述は既に何回も繰り返したから，こ㌧では詳細は

略して筋道だけを示す。

　　　λε一λ＝（λ‘一λ（瓦））十（λ（厄）一λ）

と変形して，（3．33）第1式に代入し

　　　Σ（π）（2乞一λ（海））隅＝ω（ん）（〔ε）一ル（ん）（‘2）＝0，

　　　名
　　　Σ（泡）凧（λ乞一λ（島））7＝0，

　　　‘

と（1・32）を用いると，94［焉（6－1）］が次のように互に独立なX2変

量に分割される。

　　　　　　　　　　　　　　　1

、∫
　　　　　　94（為）［彦（むド1）］＝　2Σ（胞）（λε一え（ぬ））陥（λrλ（為））7，

　　　　　　　　　　　　　　　σ　　～

　　　　　　　　　　　　　　1　‘
　　　　　　9！［癒（乙一1）］＝一丁Σ（λ（為）一λ）『（為）（λ（厄）一λ）『，

仏57） 軌［、¢一切＝滋㌶価己）］＋轄［、（、一）1

　　　　　　　　　　　　　ん冨1

最後の乙”個のグループについては，砺＝1，ゐ一λ（ω＝0であるから，
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．8を定義する。たとえば，　　・

　　　　　　ヨヂ　　　　　　が
　　　U（の2）ニΣBあ（の2）＝ΣΣ（為）πε（毒‘一諺（ん））2。

　　　　　　ん目1　　　　　几；1‘

なお，最後のz”個のグループでは，砺＝1であるから7B勘私（の2），

B九（〔2）は　すべて0となり，これらは　はじめのZ’個のグループに

ついてだけ考えればよい。さらに，（3，50）に現われる行列は，すぺ

て階数乃であると前提する。

　次の2式は，∈～，翅について同じような記号であるため，括弧をつ

けて∈～，篇を記すべき所を略してある。

　　　　　　　　　　　　　　　　　　zノ，…，z）

（3・51）

（3．52）

　　ゴ＝1　　　ん＝1

ゐ充（（β）＝Σ（泥）π言！ζr君（海））（2rを（島）），（ん＝1，2，

　　　　一
　　　　び

E（∈2）＝Σゐん（ξ～），

　　　　ぬ罰1

　　　　ご
9（（z）＝ΣN鼠君（汽）一君）（Σ（鳥）一Σ），

　　　　五言1
　ゐ（∈2）＝麗（〔β）十9（〔β），

8畠（切＝凹（為）（〔～）＋娠ξ2），（んニ1，2，…，r，…

　　　　　　　　　　　む
　8（∈2）＝ω（⑫）十西（〔2）＝Σ8双ω）十9（∈2）．

　　　　　　　　　　んヨユ

／lf盤紐㌦

一3乙’〉

，z）

最後から2番目の式で，終りのZ”個のグループに対して6（（z）ニ0と

なることは，さきと同じ。（3，52）の各式に現われる（を，のと書き

なおしたもので，砺（㈱），μ（劣～），g（¢z），……を定義する。

（3．53）

λ（瓦）『（為）＝λ（為）Σ（ん）陥＝ω（迄）（∈2）＝Σ（九）ω（ぬ）（（z），

　　　　　　一　　　　　　　　　　　　6
　　　（ん＝1，2，…，‘’，…7z）

　こ　　　　　　　　　‘
λΣ『（汽）＝λ膠＝Σル（ω（ε～）＝己o（‘3），

ゐ＝1　　　　　　　ん国1

μ凸＝ゐん（∈z）7（ん一1，2，…，の

　　　i〆　　　　　　　　　‘’
ρu＝ρ三潮＝酵（〔2）㌦三ρあ（（2）・
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のグループに集め，級を1個しか含まぬものは，終りのZ”個（Z＝乙’

＋Z”）のグループとした。しかし今度は説明変数があ個になるので，

グループ内の級平均値回帰を考えるためには，1つのグループ内に少

くとも乃＋1個の級が含まれ・ていないと困る。そこで級を彦＋1個ま

たはそれ以上含むグループを　はじめのZ’個のグループとして集め，

あとに残る〆個のグループは，今までの1つの級を　そのま㌧1つ

のグループとして認めたものであるとする。これで，ε個の級がZ’＋

Z”＝」個のグループに分れたことになる。

　次のように記号を決める。こ㌧で新しく定義されたもの以外は原則

として省略してあるが，若干のものは新しく現われたものとの関係を

示すために再記してある。グループを示す添字んについての総和では，

その上端がZ’であるか，Zであるかにつ』｛て特に注意する必要がある。

以下では，Z’までの和は常に上端を記すが，Zまでの和では　これを

省略することがある。

　　　　　　r（為）＝Σ（為）％，（ん＝1，2，…，z’，…，z）

（3，50）

　　　あ
　　ぎ　　　　ぎ　　　　　　　こ
『ニΣ吼＝ΣΣ（為）凧＝Σ四（ん），

　‘＝1　　　互耳1乞　　　　　ん＝冨1

　　　12（泥）＝一Σ（ん）πεΣ‘，

　　　ハ㌦乞

　　1　ε　　　　1
三＝一Σπ画＝一Σハ㌦Σ（鵡），
　　ム「‘冨1　　　ハrん

軌＝Σ（厄）πμrΣ（島））T（Σε一2（死）），（ん＝1，2，

　　乞

　　が
σ＝．ΣB為，

　ゐ弓1

　　ヱ
σニ、Σハ㌦（2（勘）一2）7（Σ（ん）一2），

　ん＝1

　　オ
B＝Σπ‘（2‘一2）7（2rΣ）＝u十α
　　‘＝1

一，z’）

以上のゴチック大文字を通常文字大文字にしたものに括弧をつけて

その内部に‘2，がを記し，‘，¢に関する同性質の函数肱，．称，研（7賀
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（瑚｛19二翻

を考えると，

（3・47）　S（∈2）一8（∈～）醗18（∈2）7＝S（〔2）一ηSη7

は，（3。44）のN個の観測値に対して，最小二乗法によって凌＋

加♂（たサし命は（3．46〕第2式で与えられ，凌＝房一命Σ7）を　あ

てはめたときの推定誤差平方和で，

（3・48）　S（（2）一ηSηT＝ΣΣ［（勘一あ）一力（2‘ズ2）T］2

　　　　　　　　　　　多ン
となる。この式は，

（3・49）　ΣΣ〔（勘一瀬）一り（7‘，一Σ）T］2

　　　　　u
　　　　　＝Σ「Σ［〔（靭一嬬）一の（2づゴーΣ‘）7｝＋｛（房r露）一力（Σ‘一Σ）丁口2

　　　　　　名フ
　　　　　＝ΣΣ［（の，ゴー釦一會（初一劾丁］2

　　　　　　乞ゴ

　　　　　　　　　＋．Σπ¢［（轟一¢）一釈亀一Σ）T］2

と変形できるから，（3．47）（3．48）（3．49）を（3．43）（3．45）と

比較し，カが後者におけるX，〃に相当していることを考えれば，

　　S（∈2）一8（‘β）S－18（∈β）T≧［君（∈2）一μBμT］＋［研（∈2）一え隙7］

が出て，（3．41）が証明された。

　以上を表の形にまとめると，一元回帰の場合の第1表に対応するも

のができるしこれは後に示す第6表の一部になっている。ε＝1の揚合

には，第6表のg4，g6，97，9gがすべて0となり，よく知られた多

元回帰の共分散分析表になる。

　　　　　　　　　　　　　（・）

　一元回帰の揚合と同じように，数個の級をグループにまとめるとき，

前節（イ）で述べた94［乃（6－1）］と96［6一あ一1］とを，さらに分割

することができる。グループ別の方針は，II1（ハ）で用いた第1の

グループ別と同じとする。それは，む個の級全部を問題として取りあ

げて，それをグループに分ける揚合であった。そこでは，Z個のグル

ープのうち，級を2個または　それ以上含むものは，はじめのz’個
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に対して，ん＋1次元空間内の平面傷＋β齢ノを最小二乗法によって

あてはめたときの推定誤差平方和になっており，α、，β‘の値は（3，

10）によって与えられる。任意の乃次元ベクトルを論とするとき，

最小二乗法の性質により，（3．42）について

　　　蝋∈2）一え凋¢2ノ≦Σ［（賜，一勿一κ‘（z‘ゴーz乞）T］2

が成立している。

　これと同じように，

　　　（あ、，21），（語2，22），…，（婿，2‘）

の各点に対して，ウエイトπ1，π2，・，πεを与えて最小二乗法により

ア＋δz‘■（ア，δの値は（3．14）で示される）を　あてはめたときの推

定誤差平方和が，次の式の第1項・第2項であり，任意のあ次元ベク

トルェに対して，次の関係式が成立している。

（3。43）　B（〔2）一μBμ7一Σπε［（房歪一あ）一δ（2r2）T］2

　　　　　　　　　　　　笛
　　　　　　　　≦Σπ‘［（亀一房）一κ（Σ‘一2）『コ2．

　　　　　　　　　‘

　また，

（3．44）　（¢、1，711），（∬、2，z21），・P・，（¢1η、，zエπ、），

　　　　　（劣21，Z21），・・ン（娠9，Z2π豊），・…一…，

　　　　　（のd，2‘1）7…，（のεη、，z伽、）．

なるN個の観測値に対して，同じく最小二乗法で，凌‘’＋β勧丁（た穿

しβの値は（3，11）で与えられ，曜＝轟一βΣ諾　このとき，常数値
α・’ 各級毎に異なるが，βは全級を通じて同じであることに注意し

ていたマきたい）を　あてはめたときの推定誤差平方和は，次の式の

第1項・第2項で示され，任意の乃次元ベクトル〃に対して，次の関

係式が成立している。

（3．　45）　　　　｝V（（2）一λ旧VλT＝Σ［ω乞（〔2）一え陥、～7］

　　　　　　　　　　　　名
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　＝ΣΣ［（覗∫一醜）一β（2ぜ，一Σ‘）『］2

　　　　　　　　　　　　多フ
　　　　　　　　　　　≦ΣΣ［（靭一房‘）一〃（2ザΣ名）T］2，

　　　　　　　　　　　　葛ブ

　最後に，
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　　　8（の8曽18（切＝（ル（切＋6（〔2））S－1（ω（切＋ゐ（〔2））7

　　　　＝（λ躍＋μB）s　一（λ1γ＋μB）T

　　　　＝λ耳7S－1耳貌7十μB8－1ル7λ7十え『S－1Bμ丁十μBS－1Bμ7

が出るから，この式と（3．39）とを辺々相加え，（3．4）最終式を用

いることにより，

　　　　　　　　　　　1　　　99囮＋91。囮一7（λレγS－1Bえ舛μBS－W〆
　　　　　　　　　　　σ

　　　　十λ17S『11γλT十μBS－1BμT）

　　　　　　1　　　　＝7［λ躍S－1（B＋W）λ7＋μBS－1（膠＋B）μ7］
　　　　　　σ

　　　　　　1　　　　＝一＝r（λwλ7十μBμT）
　　　　　　σ

が出る。これと（3．38）とを比較して，所要の

（3．40）　95［司＋97田二99囮＋91・囮

を得た。

　残された一点，すなわち，（3．35）第3式の9g〔司が正値定形式

であることを示すには，（3．40）において，

　　　95［為］十97［為］≧910［な］

であることを言えばよい。以下では，この式の両辺にσ2を乗じたも

のを，

　　　PV（∈2）十B（〔2）＝S（（2）

から辺々相減じて得る次の式を証明する。

（3．41）　DV（〔2）一λprλT］＋［B（∈2）一μB〆］

　　　　　　　≦S（〔2）一8（∈z）S－18（∈2）T．

　そのための準備として，（3，22、第1式および（3、27）第1式を

見ると，その第乞級組成分子のσ2倍は，（3，26）によって

（3。42）　σ2Q、‘匝、一（乃＋1）］＝娠〔2）一ろ凧λ‘T

　　　　　　　ニΣ［（の‘ゴ吻）一β‘（7乞，一Σσ）］2

　　　　　　　　フ

で，これは

　　　（¢‘、，751），（鞭，2∫2），……，（¢‘π，，7伽）
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　　エsκ7＝ΣFΣ茜（勧一2）T（z乞，一Σ）∫＝ΣΣ［湿（25，一2）7］2

　　　　　　‘ゴ　　　　　　　　　　　　　‘3

を得て，Sの階数と次数の等しいことが前提されているから，この二

次形式は正値定形式になり，したがってκS－1κTなる二次形式も正値

定形式になる。』‘として8（∈ε）を考えれば，（3．35）第2式の9まo［司

が正値定形式であることを知る。

　次に，（3．4）の最後の式から

（3．36）　WS－1B＝（S－B）8－1（8一躍）

　　　　　　　　＝S一研一B十BS－1躍＝8S一且『

が出る。躍，S，Bは　いずれも対称行列であるから，いま得た（3。

36）を用いて，

（3．37）　（躍S－1B）7＝BS｝1W＝躍8｛B

が出る。したがって，四S－1Bは対称行列となり，（3。35）第1式の

9g［司は二次形式変量になる。これが正値形式であることを言うため

には，耳y，S’1，8，の各行列が正値定符号で　いずれも階数あという

だけでは条件が足りない。何故なら，3者の積（r8｝1B）の階数が

あであっても，これが正値定符号ではなくて負値定符号になることも

考えられるからである。後者ではないことを証明する前に，（3，35）

の2者の和が，軌［司＋97［司に等しいことを示す。

　（3．33）第2式と（3．30）第2式から，目標となる関係式

　　　　　　　　　　　1（3，38）　95圃＋9溜］＝7（え｝獄「＋μB〆）
　　　　　　　　　　　σ

が出る。以下では（3．35）の2式を適当に変形して，その和が上式

右辺に等しいことを示す。

　（3．8）第2式，（3，9）（3．36）を用いると，

（3。39）　（λ一μ）四S招（λ一μ）T

　　　　　＝2躍S－1B（え一μ）T一μBS－1匹V（λ一μ）T

　　　　　＝λ躍8－lB～T一え『S－18μT一μBS－1耳VλT十μBS－1四μ『，

他方，（3，5）第4式と（3．8）第2式およぴ（3．9）から，甲，B

の対称性を用いて，
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　　1　＝一烹一Σ（λ乞一λ）隅（λrえ）7

　　σ　　乞

　　1　＝7｛Σえ‘凧2‘T一え四え7］，
　　σ　　‘

　　　　　95［あ］＝一7ΣΣ［え（靭一2乞）T］2

　　　　σ　zゴ

　　1　　　　　　　　1
　＝一7Fλ恥え7＝一7λ隙7・

Q2［岡＝94［あ（卜1）］＋95［司．

軌［乃（孟一1）］の自由度については，

　　　　　　　　　　　　ゐ　ゐ　　　（λ5一λ）rε（2rえ）T＝ΣΣ（λ‘（γ）一λ（7））（えε（ε）一え（8））耽（～（7〉2（8））

　　　　　　　　　　　　7－1ε昌1

において，（燈γ）一λ（7）），（T＝1，2，…，乃）が殉の一次同次式であり，

¢＝1，2，…，むを考えると麓個の（え乞（γ）一λ（γ））が現われるが，それら

の間には（3，5）（3．8）第1式（3．9）から出る

（3，34）　Σ（2rλ）％ニ0

　　　　　名
の各成分に対応するな個の条件式があることを考えれぱよい。なお，

む＝1のときには，2rλ＝0になって，94統（む一1）］＝0である。

　最後に，

　　　　　　　　　　　

・鋤 麗湾繋罵磐幽
　　　　　　　　　　σ

は，いずれも自由度乃の互に独立なで変量で，その和は95［司＋97［司

に等しいことを証明する。そのためには，∈、，の一次同次式の（え（「）一

μ（γ））およぴs（7）＝S（‘2（7）），（γ＝1，2，…，乃）が，（3．35）の両式に

いずれも乃個ずつ存在することを考え，Coc五ranの定理を用いるこ

とにすると，（3。35）の両者が共に正値二次形式変量で，その和が

95［司十97［司に等しいことを言えばよい。

　まず任意のあ次元ベクトルをエとするとき，（3．4）の最終式から
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　　　π乞零（2f、（L）一2（1）），・・，π乞奪（2‘亀（κ）一2（髭））賢　π‘盈．、（25鳶、、（1）一2（1））　×

π‘亀（2‘、（七）一2（冶）），　・，耽鳶（2‘匙（κ）一2（鳶）），π‘島、、（2‘鳶。、（㌃）一2（㌃））

π‘匡（♂‘L一言），…一・，πε濫（ζε鳶一♂），　　π乞鳶、、（亀8．、一♂）

こ㌧で，鉱吃…，¢左＋1のうちに同じものがあれ・ぱ，その項の行列式

は0，であ窮娠嬉…，毎が全部異る行列式については，第2列以

下を全部第1列に加えると，ご＝為＋1を考えれぱ，

　　　ゐナ　　　　　なナユ
　　　Σ噛（7）ノΣπ乞＝2（7）（γ＝1，2，…，乃）

　　　乞＝1　　　　　～i1

　　　あナユ　　あナモ
　　　Σπ声‘／Σ％‘＝ζ，

　　　‘＝1　　ε昌1

によって，それがOになる。故に（3，31）がOとなって，

（3・32）婦＋・のとき，96［屈一・］一÷［β（〔2）一卿丁］一。．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ
後に（3。43）で見るように，（3．31）は級内平均1直（あ，，2‘）（ゼニ1，

2ド・，6）に対して，π乞をウエイトとして最小二乗法で回帰平面を

あてはめた揚合の推定誤差平方和であるから，む二焉＋1のときに　そ

の値が零になることは，直観的には当然のことである。

　次に92［耽］の分割に通む。えを用いて，

　　　λ‘（勧一劾空（λrえ）（z乞ズの丁叔（靭一切丁

と変形しておいて，両辺を二乗し，乞12について加えると，（3．4）

（3，8）（3．9）（3。21）およぴ級内平均値の定義から，積の形の項の

和が消え，二乗和に対する条件式を吟味して，Cochranの定理を用い

ると，g2［周は次の互に独立な2つので変量に分割される。第1式

の変形には，（3，4）（3．8）を用いた。

　　　　　　　　94［乃（卜1）］＝㌃…一Σε［（え‘一λ）（zザ2ε）7］2．

　　　　　　　σ　　包フ

　　　1
　＝7習（2ε一え）（z乞∫一2ε）T（zザΣ∫）（2r2）『
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　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　β（ξ乞（1））
　　　　　B（∈ζ（1））＋l　zヲi　　　　　　　　　i

　　　　　　　　　　　　　　　　　　B　　　　　　　■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　し　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　し　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B（∈2（産））　　　　　　　ロ　　　　　B（‘z（尭））

0，…，0，β（∈2）　　　　　B（〔3（1）），…・β（〔3（匙））・　0

　　　　　　　　　　　　　β（∈そ（1））

　　　　　　B
　　　　　　　　　　　　　召（（2（㌃））

B（‘2（・）），…，B（〔z（髭）），B（〔2）

Σπ‘（2‘（且）一乏（1））2，一一…・，Σπ5（2ε（1）一2（1））（2‘（㌃）一2（κ））・

　‘　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乞

Σπ‘（2話（㌃）一2（κ））（2乞（L）一2（1）），…，Σ嚥（κ）一2（㌃））2・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　乙　る

、Σπ‘（蓄r蓄）（2‘（1）一2（1）），一一，Σπ蛋＼♂r唇X2乞（㌃）一2（㌃））・

　　　　　　　　　　　　　　　　‘　多

　Σ，zε（蓄‘一君）（2乞（1）一2（1））

　9

　Σπ‘信。一♂）（2乞（κ）一2（彦））

　z

　Σ鳳♂r蓄）2
　‘

　‘　あ十1

乞＝】　乞胃1
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96［6一乃一1コの自由度については，む個の

　　　悔‘［（ζr言）一μ（2rΣ）7，（乞＝1，2，…，哲）

の間に，

　　　Σ㌔／耽［（亀一言）一μ（Σ‘一2）『］・ゾπ‘＝O，

　　　z

という1個と，（3．4）（3．5）（3．8）第2式を用いて出る

　　　、Σゾπ‘［（亀一ζ）一μ（2ε一Σ）Tコ・㍗／πε（Σ‘一2）＝戻∈2）一μB＝0，

　　　3

の各成分に対応する焉個の条件式があることを考えればよい。

　（3．29）のはじめの2式は，（3，4）（3，5）（3．8）第2式を用い

て，

　　　　　　し　　　　　　　　　1　　　　　　　　一一；r［β（∈2）一μBμT］，

　　　　　　　　　σ

　　　　　　　　　　　1
　　　　　　97［焉］＝7一μB〆，
　　　　　　　　　　σ

と変形できる。

　この第1式は，む＝乃＋1のとき0となる。その証明は次の通り。

（3，8）第2式から

（3・31），．B（∈2）一μBμT＝B（∈2）一ゐ（（2）B｝1ゐ（（β）7

　　　　　　　　　　あ　あ
　　　　　　＝β（（2）rΣΣB（∈～（7））B（〔宕（8））Bf8／1別，

　　　　　　　　　　テヨ　ヨモユ

た箆し1暑iはBから作られる行列式，B，、は，IBiにおける第γ行

第3列元素の余因子とする。
したがって；プ』』

　　　　　　　　　　　1
　　（3・31）詔（（2）＋1召1　　　　β（亀（1））
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．8（ξゑ（恋））

　　　　　　　　　　　　　　B（（2（1）），…，．B（（3（北）），　　0
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第1式を用いた。

　（3，26）（3．25）（3．23）第1式を用いて，（3．22）の各式を別の

形で書くと，次のようになる。なお，こ、では，各変量の級別の組成

分子を右肩に級を示す添字をつけて表わし，各級別の分割をも併せて

記しておいた。

（3，27）

この第1式から，91［N一（乃＋1）司

を母分散σ2で割ったものになっていることを知る。

　次に，92囮］およぴ93［6］の分割を行う。まず後者から論ずる。

　　　μを用いて，亀を

（3，28）　乾二［（乾一♂）一μ（Σr影）7］＋μ（Σr2）T＋君

と変形し，両辺を二乗し，πεを乗じて乞について総和すると，（3・8）

第2式および総平均値の定義から積の形の項の和は消え，二乗和に対

する条件式を数えて，Cochranの定理を適用すれば，g3［む］は，次の

3つの互に独立なで変量に分割される。

　　　　　　　　　　　　　1

（3．29）

91［N一（乃＋1）6コ＝÷ΣΣ（zεゴ駿rβ∫z‘ゴ7）2

　　　　　　　　σ　　乞7

　　　1　　　　　　　　　　（
　＝一一す一一ΣΣ［（鋤ゴー房ε）一β乙（zεゴー2‘）7］2

　　σ一　乞ン

　＝Σ91乞［π乞一（あ十1）］，

　　乞

　　　　1　　　〈　　　　　　　〈
92［舵］＝一；…rΣ（βる一β‘）π㌦（β占一β‘）T＝Σ92ε［乃］，

　　　　σ　　乞　　　　　　　　　　　　　　　　　　多

　　　　1（～3［むコ＝一＝rΣπ‘（亀一α乞一β‘Σ乞丁）＝Σ（23盛［1］・

　　　　σ　　多　　　　　　　　　　　　　　　‘

　　　　　　　　　が各級内の推定誤差平方和の合計

96［卜乃一1］一7Σπε［君r♂）一μ（2r2）『］2，
　　　　　　　σ　　‘

　　　　19マ〔毒］＝一蔑「Σπ‘［μ（場一2）『］2，

　　　　σ　　包

　　　　198［1］＝7雄2，
　　　　σ

93［む］＝96［卜乃一1］＋97［た］＋98［1］。
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（3，22）

この第1式では（3，

を，第3式では総平均値の定義を用いて変形した。

　（3．3）ヵ〉ら

（323）ll：漁二鷺鉱、論、一銑）孔

が出て，第2式の両辺へ（靭一Σ乞）を右から乗じて，ブについて総和。

すれば，

（3．24）　耽（∈～）＝蝋㈱）一β冴㌔

が出て，（3．8）（3．10）から

　　　　　　　　　ハ　　　　　λ，Fr‘一β乞”傷一β乞F残

を得る。凧に関する前提によって，その逆行列が存在し，それを上

式の両辺に右から乗ずれば，

（3．25）　λ乞＝βrβ盛

となる。これと（3．23）第2式を用いて，

（3，26）　（殉一亀）一え乞（zザ劾7

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　＝（碗∫一亀）一β‘（z‘ゴー2f）τ一（βご一β乞）（2εゴーΣご）7

　　　　　　＝（物一諺乞）一β‘（勧一2‘）7

　　　　　　＝勘一a乞一β幽丁

を得る。最後の変形では，最尤推定子傷，β，に関する性質（3，10〉

　　　　経済学研究　5

　　　　　　　　　191［ム「一（毒＋1）司＝一万・ΣΣ［殉一ζ乞）一λ¢（勧一2乞）得2

　　　　　　　　　σ　　多ン

　　　　　　　　　1　　　　　　　；7［映∈2）一Σλ乞凧え¢7］，
　　　　　　　　　σ　　　　　　　　　‘

　　　　1　　　　　　　　　　　　　　1
92圃一一万ΣΣ［λ乞（zザ2‘）7］2＝2Σλ訊λ‘7，
　　　　σ　　乞ゴ　　　　　　　　　　　σ　3

　　　　1　　　　　　　1
93国；一Σπ謬＝2Σ厩（‘r唇）＋司2
　　　　σ9　多　　　　　　σ　　ε

　　　　1　　＝　2［B（〔2）＋醗2コ，

　　　　『

9［凋＝7ぞ亨∈乞ゴ2＝9・［N一（夕＋1）6］＋艇凋＋93田・

　　　17）と同じような変形を，第2式では（3．21〉

　　　　　　　　　■
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〈3，19）　Σ［（殉一ζ‘）一え乞（勧一Σ乞）7］（zゼΣ‘）

　　　　　ゴ
　　　　　＝ゆ‘（〔2）一えε凧＝0，（乞＝1，2，…，ε）

というご個の条件式が存在し，後者は（3．19）が乃次元ベクトルで

あり吼の階数が乃であることを考えると，その各成分に対応して互

に独立な誘個の条件式になっている。したがって，（3．18）右辺第1

項については，Σ耽＝N個の

（3．20）　（∈乞ゴー蓄‘）一λ‘（7ザΣ‘）T

　　　　　　一（〔乞ゴー♂∫）一｛λ‘（1）（2乞，（ユ）一2乞（1））＋え‘（2）（2‘ゴ（2）一2乞（2））＋…

　　　　　　・十λ乞（㌃）（2乞，（κ）一2‘（κ））｝

の間に，合計（な＋1）む個の条件式が存在することになる。みは（3。

8）第1式の定義から，吻に関する一次同次式を成分とする乃次元ベ

クトルであるから，（3．20）は〔‘ゴに関する一次同次式になる。

　次に（3．18）右辺第2項のうち，ブについての総和部分は，（3，4）

を用いて

・（3。21）　Σ［λ乞（7ゼ2乞）T］2＝Σえ乞（2ザ2乞）7（z‘ゴー2‘）ろ7

　　　　　　ゴ　　　　　　　　　　ン

ヤ　　　　　　　　　　　　　　　　　　な　む
　　　　　　＝λ‘曜乞2ε7＝ΣΣλε（γ）λ6（s）耽（z（7β（8））

　　　　　　　　　　　7＝13冒1

となり，吻に関する一次同次式えf（γ）（γ＝1，2，…，乃）を彦個含んで

いる。これを，乞＝ヌ，2，一，むについて総和すれば，句に関するで次

同次式λ，（γ）（乞＝1，2…，むγ＝1，2，・・，乃）を誘個含むことになる。

，、

3．918）右辺最終項は，オ個のγπ〆‘＠＝1，2」）を含み，これわは

いずれも殉の一次同次式である。

　したがって，（3．18）右辺の各項を順に91，92，93とし，これらを

〔11　〔i2　　∈1η、・（21　　〔2π，　　〔ε1　　〔伽8
　y　　　　・　　　　　，　　　　　　　　，　　　　　　　，　　　，　　　　　　　　，　　　，　　　　　　，　　　，　　　　　　　　7

σ　　　　σ　　　　　σ　　　　σ　　　　　　σ　　　　　　σ　　　　　　σ

に関する二次形式とみれば，Cochranの定理によって，自由度Nの

ジ分布に従う9［N］は次の3個の互に独立なジ変量に分割され，

それらの自由度は各々の括孤内に記したものになる。
’・　し
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　これだけの記号を準備すれば，一元回帰の揚合と同じように，

Cochranの定理を使って，自由度NのX2分布に従う

　　　　　　　1
　　　9［N］＝7ΣΣ6乞ノ
　　　　　　　σ
が，互に独立なで変量に分割されることを容易に証明できる。一元’

回帰の揚合には，まず（1．7）で各級毎に分割し，それを6個の級に

ついて合計して，（L9）における9［N］の分割を導き出したが，こ

㌧では各級毎の分割は省略する。Cochranの定理の使い方は，一元

回帰の揚合と全く同じであるが，自由度が違っていることと，ベクト

ル記号の扱い方とに注意を要する。

（316）　吻＝［（（ザの一2¢（靭一劾7］＋双勧一2）7＋乾

と変形しておいて，両辺を二乗し，乞，ブについて加えると，積の形の

総和項は，（3・4）（3・5）（3・8）第1式と級内平均値の定義から，

（3・17）　Σ［（‘ザ君ε）一λ乞（2乞ゴーΣ蛋）『］λ‘（勧一Σ‘）T

　　　　　フ
　　　　　＝Σ〔（動一の一λ乞（2乞ノーΣ乞）T］（勧一を‘）え‘T

　　　　　　フ
　　　　　r砺（〔β）え！一λε躍轟『需0，

　　　　　Σ〔（（動一君乞）一2‘（勧一2ε）7コ亀二〇，

　　　　　ン
　　　　　Σλ盛（勧一Σ‘）Tら＝0

　　　　　フ
と消えるので，

　　　　　　　　　1（3・18）　9［N］一2ΣΣ〔乞，2
　　　　　　　　　σ　　乞フ

　　　　　　　　　1一　　　　　　　　二rヲΣ［ξ‘ゴー言乞）一λ乞（2εノー2乞）T］2

　　　　　　　　　σ　乞ブ

　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　＋rアぞず［え緬一Σε）Tコ2＋一アぞ嘱2

を得る。右辺の第1項については，その変数に関して，級内平均値の
　　　　　　　　　　ヤ
定義から出るむ個の条件式

　　　Σ［（吻一♂ε）一λ‘（z‘ノーΣ‘）7］＝0，（ゼ＝1，2，…，孟）

　　　ゴ

のほかに，（3．8）第1式から出る
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（3・7）　μ＝（μ（1），μ（2），…，μ（κ））

とするとき，凧，Bの階数が為であると前提されているから，これ

らの偏回帰係数は，

（・・）／塩磨

によって一義的にきまる。

　ろの加重平均に相当するものは，四の階数が乃であることを用い

て，

（3．9）　λ」7一ω（〔2）＝、Σ2」7乞

　　　　　　　　　　　z
によって一義的に決められるλである。

　　　　　　　　　　　　パ　偽，β乞の最尤推定子傷，βごは，

　　　　　　　　　　ム（3・・）・｛1：諺噸翻

で決まり，β乞の加重平均に相当するものは，

（3。11）　βw＝ゆ（銘）＝Σβ凪

　　　　　　　　　　　z
で定義されるβである。このβの母数に相当するβは，

（3，12）　　βレr＝Σβ乞夢睦

　　　　　　　　＆
として定義される。％，四の階数が為であることから，βε，β，βは

いずれも一義的に決まる。

　級内平均値亀が2‘の一次式で表わされるという帰無仮説は，

（3・3）｛鑑望盤濃島．．．，、）

となる。γ，δの最尤推定子f，δ は，

御4）脇瓢
で定義され，Bの階数が冷であることから，7，，δは一義的に決まる。

βとδとの喰い違いを示すものは，

（3，15）　4＝β一δ

である。
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　　　　　　　　　　　　　　　む
　　　　　1　　　　　　B＝（B（β（γ）～（8）））＝Σπ云Σ、一2）T（Σ盛一言），　　　’

　　　　　　　　　　　　　　　ビ昌1

　　　　　　S＝r十8＝（S（乞（γ♪2（8））＝ΣΣ（勧一2）7（2‘，一2），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘フ

こ㌧で定義された凧，四，B，Sは，いずれも実対称行列であり，以

下では，これらの階数は，すぺて乃であると前提する。

（3．5）

ω乞（（～）＝（蝋（～（1）），蝋〔～（2）），…，娠∈z（櫓）））

　　　　れユ
　　　＝Σ（ξ‘ゴー♂乞）（2¢ノーΣ‘），

　　　ゴ＝1

　　　　む
ω（∈2）＝勘‘（〔～）＝（研（∈乞（1）），｝v（‘β（2）），…，躍（∈z〔κ））），

　　　∫冨1

6（〔2）＝（β（〔z（1）），B（‘～（2）），・一・，B（（β（㌃）））

　　　じ
　　＝Σπ5（ε‘一蓄xΣε一Σ），

　　　‘軍1

8（∈宕）＝ω（ξ乞）＋ゐ（∈z）＝（S（（～（1）），S（（β（2）），…，S（ξβ（κ）））

　　＝ΣΣ（吻一ど）（2乞ズ2），

　　　　一ノ

以上の諸式で〔をので置きかえたものを，耽（」慶2）、ゆ（㈱），

戻の宕），ε（詔～）の定義式とする。

　念のために，一元回帰のときの記号と今度の記号とを対比すると，

次のようになる。

　両者を通じて同じもの。耽（62），｝V（∈2），観（の2），レV（¢2），．8（ξ2），S（（2），

β（記2），s（の2）．

　両者で異るもの。　　　1

一元回奔君　　ω‘（32）　　　｝V（22）　　　ω‘（∈β）　　　PV（∈β）　　　初¢（のz）　　　豆V（の～）

多元回帰　四話　　W　　　耽（∈β）　ゆ（∈の　耽（㈱）　凹（¢z）

一元回帰　B（～2）　S（～2）　　．8、〔β）　S（∈～）　β（銘）　　S（¢β）

多元回帰　8　　　S　　　西（〔～）　8（∈β）　ゐ（銘）　8（のz）

　第¢級内における吻の勧への偏回帰係数を
く3．6）　み＝（えε（1），λ‘（2），一，えε（κ））

級内平均値乾の亀へ偏回帰係数を
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ず互に独立であるとする。その母分散が各級毎に異る値σε2をとるか
　　　　　　　て
も知れない揚合は，一元回帰のII1（イ）で述べたように，分散系列

の均一性の検定を行い，その検定を通過したとき，同一母分散σ2を

持つとみなし得る。したがって，こ㌧では，はじめから殉は　すぺ

て同一の母分散σ2を持つと前提する。

　なお，勧の第1成分z乞ゴ（1）という説明変数を常に1と定義し，（偽，

β｛（且），β乞（2），・・，β乞（勘））を改めてな＋1次元の（3，2）とすれば，常数

項碗をも含めて，確率模型（3．3）を，

　　　碗ゴ＝β乞乞乞ノ＋ξ‘ゴ

と定義することができるように思われるが，このようにすると，後に

定義する行列恥，W，Bが常に特異な行列になってしまうので，今

はこの形を用いない。

　さらに，（3．3）において乃＝1とすれば，一元回帰の揚合の（1．

1）となり，，以下の関係式は，為＝1とおくときに，すべて一元回帰の
、　　　　　　　　　で■　　～

ときの関係式に帰着する。

　記号耽，｝V，B，Sの意味は一元回帰の揚合と同じであるが，それ

らの後へ括孤をつけて〔，の，宕（1），～（2），…，名（彦）の　すべての組合せを

記すことは大変であるから，こ」では記号を改めて，次のように乃次

元の正方行列と，・乃次元行ベクトルを定義する。行列には大文字ゴチ

ツクを，ベクトルには小文字ゴチツクを別いた。

（3．4）

峰i㌘ii総1，☆1驚）・

　　　　　　　　　れご　　＝（宅〃‘（β（γ）β（8）））＝Σ（z乙バΣ乞）7（z‘バ彦‘），

　　　　　　　　　フi1
　　　　　　　　　　（蹴：薩）

　　　ゆ
『＝Σ「吼＝（躍（2（7）2（8））），

　　‘＝1
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IIl多元回帰における重共分散分析法

1独立なZ2変量への分割

　　　　　　　　　　　　　（イ）

　序説で述べたように，共分散分析法における公式は，ベクトル記号

を用いることにより，簡単に重共分散分析法の公式となる。それ故，

こ㌧では共分散分析法と同じように推論できる部分が多く，そのよう

な個所は，必要な揚合以外は，新しい記法で　どのように表わされる

かを注意するに止め，再ぴ全部を繰り返すことはしない。そして共分

散分析法では問題にならなかったが，重共分散分析法の揚合に　はじ

めて問題となる部分に注意を集中する。

　説明変数を～，被説明蒙数を詔で示すことは，共分散分析法の揚合

と同じであるが，今度は，説明変数の個数が　1個だけではなく，

2（1），～（2），…，2（勘）の戻≧2）個となり，第¢級（仁1，2，…，6）第ブ

番目（ゴ＝1， 2，…，冗ε）の観測値は，（吻，2‘，（1），2εゴ（2），…，乞ε，（彦））で示

される。～の部分を，ゴチック体で書いたあ次元行ベクトル勧で示

し，それを転置した列ベクトルを勧7とする。

　　　　　　　N伺ゴ冨1　　N伺　　　　　　　　7

　　　　　　　　　　　　　　　　　む
　　　　　　　　　　　　たマし，1V＝．Σ翫とする。
　　　　　　　　　　　　　　　　　‘目1
　第乞級における，級内母集団偏回帰係数をβ‘（1），βづ（2），・，β乞（めと

し，これらを成分とする乃次元行ベクトルを　　　　願

（3．　2）　　　β乞＝（β‘（1），β‘（2），　一，β‘（κ））

とすれば，本論文で前提される確率模型は次の形になる。

（3．3）　　　鐡ゴ＝α乞＋β¢z‘ゴ丁＋〔εゴ

　こ㌧で，砺は母平均0の正規分布に従い，乞，フの如何にか㌧わら
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　　　99σ［・］一4r［（δσ一δσ）一（ε一ξ）］2U（z2）θ（β2）／B（乞2）

　　　　　　　　σ

を得る。これが（2．32）に対応しているから，

　　　δσ一ξ＝τ

とするとき，9g町1］によって

　　　Hlg：τ＝τ0（た冒し，π且6と∬18の成立を前提して）

を検定できることになる。

　さらに，π5，E8，H11’の3者の同時成立がE12を意味したように，

丑16，∬一7’，H18，τo＝0とおいたH、gの4者の同時成立は，

　　　π2。17ん＝7σ，δ島一δσ，（ん一1，2，・・，z’・…7z）

と同等になる。このときには玩における7，δと7ωδσとが一致す

る。しかし，H16，E17，昂8，τo＝0とおいたE1gの4者ならば，4者

の同時成立は

　　　H／2。：7瓦一7σ，δ肝δσ，（ん一1，2，…，の

を意味するが，このときγσ，δσは魚の7，δとは一致しない。その

理由は，この場合には最後の乙”個のグループが除外されているからで

ある。

　以上の検定において，実際計算には次の諸式を用いるのが便利であ

る0

　　　9・・為・［ご鳥一・］一圭［ヲ㈲1箒諄ll2」竪嵩｝21・

　　　9・町z一・］一崇［淫、｛1網21網｝2ユ・

　　　96（距）［オπ一2］一圭［B庖（詔・）一1辮2］・

　　　9・σ［ガー・］一誰、｛鵬｝2」留｝2］，

　　　Q・σ［Z－2］一1、［・（の」欝1，

　　　9・σ［・］一孝［翻一留一τ・］2U（欝2）・
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がない。丑17’においては，はじめのZ’個のグループについては級内

平均値の傾斜が，後のZ”個のグループ（実は級）については級内個

別観測値の傾斜が出てきて，それら　すべてが同一であるか否かを問

題にしようとするため，このように複雑になるのである。

　次に，96σ［z－2］が，グループ平均値の母集団回帰が直線的である

か否かに関する変量であることは，（1．48）第2式を，（1，21）第1

式および（1．23）の96〔哲一2］と対比してみれば直ちに分る。第3図

について言えば，グループ平均値の母集団における値を連ねる，傾斜

ξのx××印の線のような直線が存在するか否かを検定しようとする

ものである。すなわち，

　　　E、81E（毎））＝κ＋ξ2（血），（ん＝1，2，…，Z’3…，Z）

に関するものである。こ㌧では，1個の級しか含まない最後のz”個

のグループも検定の対象に含まれている。

　こ㌧までくれば，鼠8が採択されて，グループ平均値の母集団回帰

が傾斜ξの直線のとき，（2．49）で定義されたδσとξとの差異を問

うものが9gσ［1］に外ならないことは容易に分る。数式的には，E18

の成立から

　　　¢（海）＝κ＋ξ乏（乱）＋言（ん），＠需1，27…，zノ，…，z）

　　　房＝κ十ξ2一トζ

が出て，

　　　♂（九）一蓄＝（諺（泥）一房）一ξ（2（ん）一2）

となり，両辺に疏（2（た）一2）を乗じて，んについて1から己まで合計

すれば，

　　　σ（〔～）＝σ（駕）一ξσ（の

を得るから，

　　　　　σ（」ウz）
　　　ξ＝
　　　　　σ（～2）

とするとき，（1．46）から

　　　レ＝ε一ξ

が出る。これと（2．50）を（1．48）第3式に代入して



　　　　　　　　　正規回帰理論における共分散・重共分散分析法　　53

であり，（1．48）第1式へ（2，48）（2．50）を代入して，　　　’

　　　　　　　　　1　♂’
　　94σ［乙’一1］一万Σ［（δゲδあ）一（δσ一δσ）］βん（22）

　　　　　　　　σ　ん雷1

が出る。これが（2．14）に対応している。したがって，E16が採択さ

れたときに，

　　　EI7：　δぬ＝δσ，　　（ん；1，　2，　・一，　Z〆）

　　　　　　　　　　（たマし，瓦6の成立を前提して）

を検定するためにg4σ［Z’一1］を用い得る。これを再ぴ第3図の例解

について言えば，グループ内の級平均値回帰線の傾斜δ1，δ2，δ3の3

者が相等しいか否かを問題にするものである。したがって，この検定

は，各グループ内の級平均値の母集団回帰が直線的であることを検定

した後でなければ無意味である。昂7においても，z’個のすべてのグ

ループではなく，一部のグループについてδあの同一性を検定したけ

れば，それらのグループだけを集団にまとめて考えれぱよい。

　瓦7では最後の♂”個のグループが除外されているが，これを含め

て

　　　E’17：δ九幕δσ，（ん；1，2，…，Zノ，…2Z）

　　　　　　　　　　（たマし，昂6の成立を前提して）

を検定するのは，少し面倒である。まず，はじめのZ’個のグループに

ついて私7を検定して，級内平均値の回帰線の傾斜が同一値δびであ

ることを確かめ，次に，後の〆個のグループ（実は〆個の級）につ

いては，δん＝β‘，（ん＝Z’十1，・・，Z’十Z”）に外ならないことに注目．して，

これら♂”個を1つの集団にまとめ，これに対して．II2（イ）のH5’

において件乙”とおいた検定を行って，それらの級内傾斜が同一値β

であることを確かめ，最後にβニδσであることを検定しなければな

らない。このとき，βの背後にあるz”個のグループと，δσの背後に

あるZ’個のグループとは，それぞれ全く別の級を組成分子としている

のであるから，II2（イ）におけるEl1’の検定法を使って，この揚

合のβ＝δσを検定するわけには行かない。βおよぴδσに関して，別

々に信頼区間を作り，それらが重なり合うか否かを見るより外に方法
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線性に関する帰無仮説

　　　E、6：E（房‘）＝γ瓦＋δ幽従砺，

　　　　　　　　　　　（ド1，2，…7む1ん＝1，2，…，の

に関するものであることは，96［‘一1］と恥から直ちに分る。第3図

で言えば，各グループ毎に，点線のような傾斜δ為の級平均値の直線

回帰が存在するか否かを問うものである。

　94θ［Z’一1］は，94［孟一1］から推測できるように，珊6が採択された

ときに，丑16に登揚した，はじめのzノ個のグループにおける級平均

値の母集団回帰の同一性を問うものである。すなわち，g4［6－1］につ

いての

　　　α5＋β商汁‘zゴ，（乞＝1，2，…，孟；ゴ＝1，2，…7π‘）

に対応して，94σ［乙’一1］では

　　　7為＋δ碗＋竜，乞〔臨，（ん＝1，2，…，z’）

．を考え，（2．25）のδをグループ1臨に関して定義した

　　　翻一鵬

という統計量を導入すれば，（2．26）と同じようにして

．（2・48）μ九一δドδ泥，（ん一1，2，…，の

が出て，これと（1．35）（1．45）から

　　　　　グ
　　　　　Σ（δん一δ姦）βあ（～2）

　　　　　あヨ　
　　　ρ＝　　　‘’

　　　　　　　ΣB九（β2）

　　　　　　ん司1

を得る。したがって，

　　　　　　　　‘戸　　　　　　　　　　　　　　西’
　　　　　　　　Σδ幽（22）　　　Σδ幽（ε2）
（2．49）δθ一為 1　，δσ一互ツ
　　　　　　　　Σ恥（の　　　　　Σ召㍍（92）
　　　　　　　　ん＝1　　　　　　　　　　　　　　ん昌1

とおけば，両者は一般には属のδと（2、25）の，δとは一致しない

が，

（2。50）　ρ＝δσ一δσ
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　94避［Z－1］は，上記の．∬2’が採択されたことを前提として，β（泥）

（んニ1，2，…，Z’，…，Z）の同一性に関す・る検定に用い得る。もっとも，

H，’の成立を前提しなくても，臨を1つの新しい級とみなして，こ

の大きな級に関してのπ5と考えることもできる。いずμにせよ　こ

の揚合の仮説は，形式的には，

　　　∬15：β（ゐ）一β，（んニ1，27…，z’，…・z）

と書ける。

　例示的にグラフで示せば，3個のグループが存在し（z＝3），各グノレ

ープに各た3個の級が属するとき（乙”＝0），第3図に見るように，β1

一β2一β3一β（1），β4一β5一β6一β（2），β7一β8一β9一β（3）を問うの力辺2’

であり，β（1）ニβ（2）＝β（3）を問うのがE15である。

　π1，において，Z個全部のグループでなく，その一部を取りあげて，

それらの中でのβ、瓦）の同一性を検定したければ，II1（ハ）の最後に

述べたように二，問題となっているグループだけを1つの新しい集団に

まとめて，集団内でのグループ回帰の同一性を検定する形にすればよ

い．第3図℃言えば，第・・第2グノレープから・つの集団を作って・

β（1）＝β（2）を検定することになる。

　g、（泥）レ為一2］が，グループ雌に属する級平均値の母集団回帰の直

　　　　　　　　　　　　第3図

ヱ　　　　　　　第2伽一プ　　　第3グループ

　　　　　　　　　　議蕩

　　　　　　　　　　　　　Qグループ紐平均値
κ
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ヂ
　　　　　　　　　　　　　自由度　Z，僻一2哲＋Σ（砺一1）｝
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝1
を用いれば，β（1），β（2），…，β（め，β（ニノ柵，…，β（‘’＋五〃）の同時信頼領域を

求めることができる。これらのうち，最後のZ”個のβ（‘’＋1），…，β（εノ＋‘”〉

は，実はZ”個の級の級内母集団回帰係数に外ならない。以上は，ち

ょうど（2．2）の分子の＊を取ったものからβ1，β2，…魚の同時信頼

領域を作るこ・とに対応している。したがって，この同時信頼領域より

も，β（為）に関するグループ別の個別的信頼区間を，

　　　　　　　　　　　　　　　95（泥）［1］
（2．47）　F（几）＝
　　　　　　　　（91（π）［鑑一2む鳥］＋94（ん）［砺一1］零）／（錦一砺一1）’

　　　　　　自由度　1，（鑑一砺一1）－　　（ん＝1，2，’9，Z’）

を用いて作り，これらを結合した方が実用的ということになる。この

式は，さきの（2．18）をグループ砿に適用したものであり，級別

の個別的信頼区間の（2，4）に対応している。β（1），β（2），・・，β（乙’），・・，

β（1’＋めの同時信頼領域と，（2，47）によるグループ別の個別的信頼

区間の結合との間に，（2．5）に関して述べたと同じような関係のある

ことも　すぐ分る。

　ある特定グループ雌についてβ（為）の信頼区問を求めたいときに，

II2（イ）の（2，6）を用いる方法に比較して，今述べた方法が　い

かに簡単であるかは，（2。47）の分子が

　　　　　　　1　　＾　　95（ん）［1］＝2（β（あ）一β（島））2｝7ん（22），

　　　　　　　σ
　　　　　　＾　　　．Σ7（ん）ω乞（22）βε　　　rグム（のβ）

　　た穿しβ（血）＝　　　　　＝
　　　　　　　　　Σ（鳥）耽（β2）　肱（～2）

となることからも明かである。この2式は，（2．17）および（2．11）

と同じ性質のものを，グループ1臨に対して定義したものに外ならな

いo

　このように，グループに分割した揚合には，原則として，今まで級

づとして考えていたものの代りにグループんが現われたと思えばよい

のであるから，第3表における他のZ2変量の説明は，今までの結果

を利用して比較的簡単に行い得る。
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から，前節（・）で論じた検定と推定は，そのま㌧の形で各グループ

毎に行うことができる。たとえば，各グループ毎に，それに属する碗

個の級の級内回帰線の完全同一性を問うには，グループ毎にE5，H8，

私1’の3者の同時検定を行うことにすればよい。したがって，第4表

のグループ別については，特に新しく附加すべき点はないので，以下

では必要な揚合を除いて，第3表のグループ分割だけを論ずる。さら

に，各種の問題に応じて，どのκ2変量を組合せてF分布を用いたら

よいかは，今までの叙述から明かであると思われるので，今後は，既

述の部分との対応上，特に明白を必要とする揚合を除いて，Fの値は，

なるべく記さないこ．とにする。

　まず，94（為）［砺一1］（ん＝1，2，…，Z）は，第んグループ臨に属す

る級内回帰線の傾斜の同一性を問うものであることは，94レー1］およ

ぴ亙5から直ちに推察がつく。いまの揚合，本節の初めに述べたよう

に％＝6として考えていること，および，Z個のグループのうち　は

じめのz’個だけが2個または　それ以上の級を含むことに注意すれば，

これは，Il2（イ）で論じたH2と同等の

　　　H2’：β蛋一β（為），乞〔臨，（乞＝1，2，…，む，ん一1，27…，の

を検定することに外ならない。

　H2’では，z’個のグループ全部について，同時にグループ毎に回帰

線の傾斜の同一性を問うのであるから，次の統計量を用いることにな

るo

　　　　　‘’　　　　　　　　　　‘’
　　　　　ΣQ4（九）［6ド1］＊！Σ（砺一1）　　　　　巴’
　　　F一ん司　　　　　　ん司　　　，』自由度Σ（6為一1），（1▽一2の
　、　　　91［N－2‘コノ（N－2む）　　　　厄一・

た璽し，分子の肩の＊は，伍’に規定される関係を代入したことを示

す。その形は（2，15）から推察できる。

　玩’が採択されたとき，

　　　　　　　　　　　‘’　　　　　　　ε’十呂”
・　，　　　、　　　　（Σ95（為）［1〕十Σ92（九）［1］）／z

　　　　　　　　　　　ん冨1　　　　　ん謂‘’十1
　　　Fニ，　　　　　　～’　　　　　　　　　　　　露’
　　　　　（Q1［N－2む］＋Σ94（鳥）［孟ド1］＊）1｛N－2む＋Σ（む起一1）1

　　　　　　　　　　　ん昌1　　　　　　　　　　　　　　　ん＝1



48　　一橋大学研究年報　経済学研究　5

　　　　　　第5表‘に関する共分散分析表（麗＋u＝‘）

9、［1V－2む］

92［む］

93［‘］

9【（1）甲一26且］

9エ（呂）［境一2孟‘］

91（5＋1）［1v二＋r26呂＋且］

92囮

92［η］

93［％］

93［司

94［％一1］

96［鉱一2］

94（畳）［ごr1］

94（の［転一1］

9！［Z－1］

96（1）［カr1］

96（こ）ビご呂一1］

94σ［Z’一1］

96σ［卜2］

99σ［1］

コ
］1
1

［
［9
9

99［1］

91。E1］

98［1］

］
］
η
”

［
［
2
　

39
9　　　19［N］＝7ぞヲεザ

第5表のような形になる。これで見ると，92［司，93［司は，さし当っ

て関係のない変量として除外され，グループ蹟＋1に入れられた最後

の勿個の級は，残差項9且［N－2ご］を増す役目を果しているにすぎな

い。したがって，この点に注意しさえすれば，実際上は，観測された

君個の級全部を問題として取りあげ，これを♂個のグループに分割す

る第1のグループ別と何ら違わない。第4表については，この間の事

情は一層明白である。それ故，以下では，専ら第3表および第4表に

示された第1のグループ別に依って推論して行くとにする。

　第1のグループ別をとるとき，第4表については，グループ協に

含まれる級個数砺を，第1表のむとみなして分割しているに過ぎない
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さらに後節（ハ）のグループ別の検定と推定を論じたものは見当らな

かった。

　上記の諸著作で扱われている仮説検定では，問題とする母数が零で

あるか否かを問うことが主題となっている。自然科学の実験において，

説明変数が実験結果に対して影響するか否かを問う型の問題を扱う揚

合には，このような仮説検定が足りるであろうが，経済学のように説

明変数の影響が明白であって，その影響の有無よりも，むしろ影響の

大きさを間題にする揚合には，推定された母数が零であるか否かを検

定してみても，あまり意味がない。そのような検定よりも，母数の信

頼区間または信頼領域の方が，説明変数の影響の程度を知る上で遙か

に大切である。さらに信頼区間または信頼領域を作ったとき，その中

に母数零に相当する点が含まれるか否かを見れぱ，母数が零なりや否

やの型の検定がなされることになるから，本論文では検定と同時に区

間推定に重点をおいて述べてきた次第である。

　本節の最後として，M：oodの叙述と本論文との差違の小さな点につ

いて触れておく。Moodでは，β乞が全級を通じて同一値をとるときの

値をβとして定義しているため，私1’は，島および覇の2者の成

立を前提して　はじめて意味があることになるが，本論文では（2，

13）のようにβの定義を与えているので，鼠、’および　それを一般化

した私1は，珊だけり前提を予定すれば足りる。

　　　　　　　　　　　　　（ハ）

　前節（ロ）では，観測されたむ個の級全部を問題とする，II1（ハ）

の第1のグループ別に基づいて論じたが，今度は再びII2（イ）の第

2のグノレープ別に戻ることにする。すなわち，む個の級のうちの一部，

％個（％≦む）を問題とし，当面問題としないむ一％個を最後のグルー

プ雌、1に入れ，他をII1（ハ）の第1のグループ別の方針で乙個の

グループに分割する。したがって，δ個のグループのうちの　はじめ

のZ’個は2個または　それ以上の級を含むが，終りの〆個のグルー

プには　各グループに　た▽1個の級が含まれる。当面問題としない

む一鋤＝”個をグループ断．且に入れて分離するから，既述の第3表は，
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の同時信頼領域を，（2．9）を用いて作ることは面倒であると述べた

が，現在の方法によれば，これを簡単に作ることができる。

　さらに，（2，46）の分子で，α，βに特定値αo，βoを代入したもの

を検定すれば，全級を通じて級内回帰線が全く同一であるという私2・

の成立を前提した上で，その回帰線がαo十β0勧という特定のもので

あるか否かを検定したことになる。

　通常，共分散分析表では，第1表または第3表のように最下段に

9［N］を出す’こ．となく，S（¢2）と　その目由度N－1を記すのが慣例

となっている。その理由は，常に自由度N－1のz2分布に従う変量
　　　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　　　　1
9［N］一98［1コ＝一アS（∈2）が，ある条件の下では一万S（¢2）に一致す
　　　　　　　ひ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ひ
ることと，標本観測値から計算し得るのはS（∈2）ではなくてS（の2）

であることとに由来する。ここに言う　ある条件とは，（1．1）の前

提のもとでS（∈2）＝S（z2）を成立させるような条件であるから，

　　　α乞＝α，β‘＝0，（‘＝1，2，…，ε）

に外ならない。これは，鼠2に加えて，風3でβo＝0とおいた仮説

が成立することを意味する。このように，共分散分析表で総和項とし

て現われるS（¢2）は，無条件で自由度2V－1のガ分布に従うもの

ではないこと，および，98［1］と9［N］を結合してS（謬2）で表わさ

ずに，98［1コを独立させておけば，上記のような利用価値がある。

　なお，本論文の序説で，Moodの本における共分散分析法の説明が．

きわめて限られた型の仮説検定を扱うに止まっていると述べたが，

Moodは，H5，島，鼠1〆，βo＝Oの揚合の瓦3，dO＝0の揚合の瓦4

（たΨしHllとしてπu’を用いるから，δ＝α＝0の検定になる）を
　　　　　　　　　　　　　　〔11〕
論じている。G．W．Snedecorの書物，および，B．H．Wilsdonの論
L】2〕

文にも同じ方法の例解があるが，後者によると，これらの方法は　M．
　　　〔13〕
S．Bartlettに由来するものと思われる。Bartlettが　どのまうな証

明を与えているかは，その論文を見ていないため分らないが，私の見

た限りでは，Mooaの本以外は手法の説明だけで　その証明は　なさ

れていない。そしてMoodも母数の信頼区間の求め方や，∬5，魚，πu’

の3者を結合しての（2．35）による私2の検定などは述べていないゆ
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ぱ，

　　　　　　　　　N　　　98［1］零＊　＊＝2（卜40一β02）2

　　　　　　　　　σ

となるから，瓦4の検定を

　　　　　　　　　　　　　98［1］＊＊桝
　　　F＝　　　　　（9・［N－26］＋94［卜1］＊＋96［む一2］＊＋99［1］＊串

　　　一　　　　　　　　　，自由度　1，（1V－1）
　　　　十910［1コ＊林＊）／（N－1）

で行うことができる。

　また，この式の分子で（2。45）を用いれば，∬5，E8，E1：，丑13が

成立するときのdの信頼区間を作ることができる。分子として（2，

44）を用い，分母から910［1］＊＊＊＊を除いて（N－2）で割ることとし，

自由度を1，（1V－2）にすれば，∬5，∬8，丑11が成立するときのd＋

舞の信頼区間を作ることができる。後の揚合に，分子に（2．42）を

加えて2で割り，自由度を2，（N－2）とすれば，δ，βの同時信頼領

域を求め得る。

　Euとして，特に私、’をとれぱ，1ヌ5，E8，H、、’なる3者と丑12と

の同等性から，（2．37）によって認＝αが出て，B5，π8，E、、’の3者

すなわち私2が採択されたことを前提して，（2．44）によりα＋β2

の信頼区間を，（2，42）において∠』0とおいたものと（2、44）と

を結合したものからはα，βの同時信頼領域を求め得る。最後のもの

1は，

　　　　　　　　　　（98［1］＊＊＊’＋910［1コ＊＊＊o）／2
（2．46）　F＝
　　　　　　　　（91［N－2哲］＋94レー1］＊＋96［‘一2］＊

　　　　　　　　　　　　　　　，自由度　2，（！v－2）
　　　　　　　＋99［1］＊0／（1V－2）

による。ただし，分子の98［1］緋＊’において認＝αとおく。　さらに，

　gIo〔1］＊＊＊oは，（2，42）で∠o＝Oとおいたもの，分母の9g［1］＊oは，

・（2。32）でβ＝δとおいたものである。　　　o

　さきに，II2（イ）の最後の所で述べた∬4’において，％＝6とおい

たものが瓦2に外ならない。その際，E4’が採択されたときのα，β
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信頼区間を求めているのであって，島のように，単に各級の級内母

集団回帰が平行直線群で表わされるか否かを問うこととは違う。いま

は，成立を前提した3仮説のうちの私王として，その特別な揚合π1ド

をとって述べたが，一般的な丑11であれば，第2図から分るように，

各級内の平行な回帰直線相互間の距離について制約条件が附加され，

この距離について何らの条件を設けない島の揚合とは異る。

　さきに98［1］については，珊，馬が成立しているときの私oの

検定，および，私8，1鴇が成立するときの7の信頼区間，さらに且＆

のもとでの7，δ同時信頼領域，さらに，γ＋δ2の信頼区間を求める

ために用い得ることを述べたが，その際には，珊に規定されている

ように，各級内平均値の母集団回帰が直線で表わされるという前提条

件だけで，まだ級内回帰線相互間の関係については，何らの前提がな

されていなかった。今度は，扇に加えて昆、；β冴β（ゼ＝1，2，一，6）

の成立をも前提し，さらに，各級内回帰線と級平均値回帰線との関係

を規定した丑1一の成立をも前提する。このとき，（2．38）第2式か

ら

　　　ζ＝房一dr・β2

が出るから，玖，扇，丑nが成立するときの98［1］の値を，3個の＊

をつけ，さらに（2．30）と混同しないようにダッシュをつけると，（こ

の式に関するかぎりは，属の成立だけで足りるが，最後の目的は瓦2

のもとでδ＝αとなる場合にあるので，鰯，E11をも前提しておく〉

　　　　　　　　　　N（2，44）　98［1］＊　ノ＝2（あ一d一β2）2・

　　　　　　　　　　　σ

π5，E8，丑11の3仮説の外に．さらにEエ3も成立するときの値には，

4個の＊をつけて示すと．

　　　　　　　　　　　N（2，45）　98［1］　　ニー7（房一認一β02）2・

　　　　　　　　　　　σ

以上のE5，珊，Eh，私3が採択されたとき．

　　　H14＝δ；凌0，（ただし．π5，π8，H11，H13の成立を前提して〉

という帰無仮説のもとでの値には．さらにもう1個の＊をつけて示せ
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＊をつけて示すと，（2．

　　　　　　　　　　　σ2　　　　　S（z2）

を得る。璃，H8，昂1が成立したとき，さらに

　　　H、3：β＝β0，（ただし，属，覇，瓦1の成立を前提して）

が成立すれば，そのときの（2．42）の値を，さらに1個の＊を附加し

て示すと，

　　　　　　　　　　　1　［〔S（切＋∠OB（β2）｝一βOS（z2）］2

　　　　　910［1］料＊＝　　42）〈2

（2・43）91・［1コ　＊＊一7　　　s（β2）

41）を（1．29）第2式に代入して，

1　［｛S（¢～）＋∠oβ（の｝一βS（22）］2

．となるから，π5，珊，私1が採択された後に，

　　　　　　　　　　　　　　910［1］＊＊＊＊
　　　F＝　　　　（91［N－2む］＋94〔む一1］＊＋96［6－2］＊＋99［1］　）／（2v－2）

　　　　　　　　　　　　　　　　自由度　1，（N－2）

を用いて昂3を検定できる。この式の分子として，＊を1つ取り去っ

た（2．42）を用いれば，H5，∬8，H11の成立を前提した揚合のβの

信頼区間を求めることができるし，今の揚合は，（2，36）が成立して

いるから，同時にδの信頼区聞が求まる。δ0＝β0一∠0とおけば，H5，

∬8，E且の成立を前提した揚合，いまの瓦3と，

　　　H13’：δ＝δ0，（ただし，π5，扇，E11の成立を前提して）

．とが同等であることは言うまでもない。なお，（2。43）で∠o＝βo＝0

．とおいたものは，（1．29）第2式でξの代りにのと書いたものにな

っているo

　ここに述べた瓦3と，さきに述べた島とは，一見すると同じよう

であるが，岳の検定のためには，何ら前提条件を必要としないのに

対して，私3では，温5，珊，丑uの3者が既に成立していなければな

らない。

　払1として，その特別な揚合私1’をとれば，成立を前提された3

者と∬12とは同等だから，この揚合のH13は，すべての級内母集団

回帰がα＋β勧という　ただ1つの直線で表わされることを前提した

上で，βの特定値に関して検定を行い，それに続いて，その際のβの
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　　　　　　　　　　　　　第2図

∫

　　、　　硲麟蟹
　ヂ

　　　　　　　　　　　鰯織
　αL
　　　　　　　　　　　　　　駕聯

　　　　　＿　＿　＿　　＿　　　　　z
　　　　　ZI　Z　Zし　　Z2

を得る。これら2式から，

く2．39）　〔‘ゴー唇＝（吻一2）一（αrδ）一β（2ε，一2）

が出る。（2．38）第2式からE（房）＝d＋β2，珊からE（語名）・＝γ＋δ2‘，

万（あ）＝γ十δ2，となって，偽，d，亀，2の関係は，第2図に示すように，

五て醜）一E（¢）＝δ（亀一2），E（商）一（偽十β2）＝β（㌶一2）となるから，

、α一偽＝E（房）一（偽十β2）と（2，36）を用いて

（2．40）　δ一αε＝（β一δ）（乏‘一2）＝40（2‘一2）

が出る。これを（2．39）に代入すれば，

　　　〔‘∫一蓄＝（¢‘，一諺）＋∠ro（2乞一2）一β（乞‘ゴー2）

となる。この両辺に（殉一のを乗じて，乞，ブについて総和すれぱ，

　　　S（62）＝S（¢2）＋∠o君（～2）一βS（z2）．

したがって，

　　　　　　lS（∈2）｝2　［IS（ω2）＋∠oβ（22）｝一βS（22）］2
（2．41）　　　　　　＝
　　　　　　S（～2）　　　　　S（～2）

となるから，1／5，H8，E1、が成立した揚合の910［1］の値を，3個の
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1図から明かである。すなわち，H5，丑8，∬1、’の3者の同時成立と，

帰無仮説

　　　E12：α乞＝α，β‘＝β，（ゼ＝1，2，…，6）

　　　　　　　　　　（風で鋤＝6，Z＝1とおいた揚合）

とは同等である。したがって，これら3個の仮説検定を全部同時にや

れば，仮説鼠2の検定がなされることになる。これは，

　　　　　　　（94［卜1］＊＋96［‘一2］＊＋99〔1］＊o）12（6－1）

（2．35）　F＝　　　　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　　Q1［1V－2む］／（N－2孟）

　　　　　　　　　　　　　自由度　2（6－1），（N－2む）

で行うことができる。ただし，この式の分子に現われている9g［1］糟

は，（2，32）においてβ＝δとおいた統計量である。

　さきに，ll2（イ）において，92［孟］と93［孟］とを結合して行う検定

法を述べたが，その際の∬4’で％＝むとおいた揚合が私2に外ならない

から，（2．10）の信頼楕円をオ個の全部の級について描いてみる方法に

比較して，現在の検定法が，いかにスマートであるかが分るであろうか

　以上の検定で必要とされる統計量を計算するには，（2．11）（2。25）

を（2．34）に代入して得る次の式によるのが便利である。

　　　伽［・］一一号r［翻一留一が］2璽群）

この式で∠』0とおいたもの，すなわち，（2．32）でβ＝δとおい・

た9g［1］宰oは，（1．29）第1式で〔の代りに‘ロと書いたものになっ

ている。

　91Q［1］については，H5，H8，E11が成立するとき，

（2．36）　β‘＝β＝δ＋イo，（¢＝1，2，・・，む）

となり，第2図に示すように各級内回帰線は平行線となったうえ，級

内平均値の母集団回帰も直線となる。

　　　　　　　1（2．37）　d＝一Σπ‘α乞
　　　　　　　ハ砺
と定義すると，（1．1）からβ乞＝βを用いて，

い8）驕盤轡
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21）第2式・第3式の97［1］，98［1］において∈の代りにωと書いた

ものになっていることが注目される。

　9g［1］については，玩が成立するときの　その値を，＊をつけて

示すと，（2．12）（2．13）およぴ（2，26）を（1、29）第1式へ代入

して，

　　　　　　　　　1　　＾（2．32）　99［1］ホー一7［（β一β）一（δ一δ）］2r「82）鈴2）／s（～2）

　　　　　　　　　σ

が出る。

（2．33）　β一δ＝∠

と定義し，この差∠の特定値を40として，

　　　瓦1：4＝40，（ただし，珊の成立を前提して）

のもとでの（2，32）の値を，・さらに1個の＊を附加して示せば，

　　　　　　　　　　1　　《　＆（2，34）　99［1］　一一コr（β一・一∠o）2W（32）β（～2）／S（22）

　　　　　　　　　　σ

となり，属が採択された後に，風1を

　　　　　　　　　　　99［1コ林
　　　F＝　　　　　（91［N－2司＋96［む一2］＊）／（N一ト2）

　　　　　　　　　　　　　　　自由度　1，（N－6－2）

で検定できる。この式の分子で肩の＊を1つだけ取った（2．32）を用

いれば，4についての信頼区間を作ることができる。

　私1で指定された特定値∠oを，特に0とおいた揚合を，Hガとす

る。

　　　鼠声　4＝0，（ただし，π8の成立を前提して）

この仮説検定は，級内平均値の母集団回帰線の傾斜が，各級内回帰線

の傾斜の加重平均値（2．13）と等しいか否かを問うものである。この

検定に際しては，温8が既に採択されていなければ無意味であるが，

もし，これに加えて島が採択されていれば，負＝β（ゼ＝1，2，…，ご）

が成立しており，これら2つの仮定に加えて，さらに　もう1つ今述

ぺた仮説璃1ノが採択されれば，β＝δとなり，各級内の回帰線と級

平均値の回帰線とが　すべて完全に一致する。このことは，さきの第
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の＊を附加して示すと，

　　　　　　　　　　N（2・29）　98［1］　＝7（房一γ一δ02）2
　　　　　　　　　　σ

になる。亙8，πgの2つの仮説の成立を前提したとき，7が特定値γo

に等しいという帰無仮説，

　　　昂0：γ＝70，（ただし，H8およびπgの成立を前提して）

のもとでの（2．29）の値を，3個の＊をつけて示すと，

　　　　　　　　　　N（2．30）　98［1］＊　＝一7（あ一70一δ02）2

　　　　　　　　　　σ
になるから，瓦8，πgが成立した揚合に，瓦0を

　　　　　　　　　　　　　98［1］＊＊＊
　　　F＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，
　　　　　（91〔2v－2ご］＋96［む一2〕＊＋97［1］＊＊）／（2v一む一1）

　　　　　　　　　　　　　　　自由度　1，（N一‘一1）

で検定できる。この式の分子の肩の＊を1つ取り去った（2．29）を

用いれば，珊，刀gが成立するときのγの信頼区間を作ることができ

るo

　また，珊が採択された揚合，γ，δの同時信頼領域は，（2．27）（2．

28）を用いて，

　　　　　　　　（Q7［1］襲＋98〔1コ＊）／2
　　　F＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，
　　　　　（91［N－2む］＋96［卜2］＊）／（N一ト2）

　　　　　　　　　　　　　　　自由度　2，（N一む一2）

によって作ることができる。この式の分子で98［1］＊だけを用い，2で

割るのを止め，自由度を1，（N一む一2）にすれば，7＋あの信頼区間

を求め得る。

　以上の検定および区間推定に当って必要となる値を実際に計算する

には，（2，24）（2．30）のほか，次の関係を用いるのが便利である。

（a3・）砧［・］一一毒［｛留｝22㌍B（㏄）＋（㌍）躍）1・

（2．24）のg6［ご一2コ＊は，1ヱ6が成立するときには，δo，70の如何に

かかわらず（1，23）の96レー2］で∈の代りに∬と書いたものにな

・っており，（2．31）（2．30）は，δo＝7』0の揚合に，それぞれ（1。
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ときの推定誤差平方和96レー2］寧を誤差分散と対比している点で，鰯

の検定において（2．24）による方法が最も適当なものであるか否か

は，なお検討の余地がある。

　また，g7［1］については，属が成立するときの　その値を＊をつ

けて示すと，

　　　　　（　B（のβ）
（2．25）　δ＝
　　　　　　　召（z2）

という統計量を導入するとき，（1．20）（2．22）から

（2．26）　μ＝δ一δ

が出て，これを（1．21）第2式に代入し

　　　　　　　　　1（2．27）　97［1］＊一一7（δ一δ）2B（～2）

　　　　　　　　　σ
となる。∬8に加えて，δが特定値δ0に等しいという帰無仮説，

　　　恥：δ＝δ0（ただし，珊の成立を前提して）

が成立するときの（2．27）の値を，さらに1個の＊を附加して示せば，

　　　　　　　　1　　　97［1］＊＊＝一丁（δ一δo）2召（z2）

　　　　　　　σ一

となる。したがって，輪の成立を前提した上での温gの検定には，

　　　　　　　　　　97［1］林
　　　F＝　　　　　（91［1V－2むコ＋96［卜2］＊）／（N一む一2）’

　　　　　　　　　　　　　　　自由度　1，（N一む一2）

を用いることができる。分母に96［卜2］＊を含めたのは，珊の検定

のためには，予め玩が採択されていなければ無意味だからである。

この式で，分子の肩の＊を1つ取り去った（2・27）を用いれば，δの

信頼区間を作り得ることは見易い。この揚合も，予め珊が採択され

ていなければ無意味であることは言うまでもない。

　g8［1］については，H8が成立するときの　その値を＊をつけて示

すと，（2．ヤ 9）第2式を（1．21）第3式に代入して，

　　　　　　　　　N（2。28）　98［1］＊一7（¢一7一δ乏）2

　　　　　　　　　σ

を得る。珊に加えてHgが成立するときのその値を，さらに1個
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　　　恥’：¢F7＋島＋亀，（乞＝1，2，…，6）

とは同等である。

　魚が成立するとき，

・勘｛：事才

が出て，これらを辺々相減ずると，

（2．　20）　　　ζ乞一君＝（語‘一露）一δ（2乞一2）

を得る。両辺を二乗して㍑を掛け，ゼについて加え合わせると，

（2．21）　β（∈2）＝Σ娠ζr♂）2＝、Ση緬‘一語）2

　　　　　　　　　‘　　　　　　　　　ゴ

　　　　　　　　ー2δΣ（¢5一房）（2r2）＋δ2Σ（2笛一2）2

　　　　　　　　　　ご　　　　　　　　　　　　　　乞

　　　　　　　　＝B（の2）一2δβ（㈱）＋δ2B（22），

同じように，（2．20）の両辺にπ‘（2r2）を掛け，乞について総和す

れば，

（2．22）　β（∈2）＝B（の2）一δ召（z2）

を得て，後者から

　　　　　　lB（∈2）｝2　｛B（㈱）｝2
（2．23）　　　　＝　　　一2δB（謬z）＋δ2β（22）
　　　　　　召（～2）　　　β（z2）

が出るので，π8またはH8’のもとでの軌レー2］の値を＊つけて示

すとき，（2．21）（2．23）を（1．23）に代入して，

（2・24）眺［6－2］・一き［召げ）一｛留12］

となる。これは，属のもとで9L［N－26］とは独立なガ変量になる

から，

　　　　　96［哲一2］＊／（卜2）
　　　F；　　　　　　　　，自由度　（卜2），（1v72む）
　　　　　91［1V－2‘］／（N－2む）

によって，H8またはπ8ノを検定することができる。

　ただ，この揚合，通常の直線性の検定であれば，鋤の2‘に関する

相関比の二乗と，相関係数の二乗との差を，誤差分散と比較して検定
　　　　　　　　〔10〕
するところであるが，ここでは，醜の2‘に関する回帰が直線である
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　　銚［・］・一歩［｛箒1｝2－2伽）＋（伊）・曜）1

・はじめの式は，βoの如何にかかわらず（1、27）の94レー1］で‘の

代りに灘と書いたものであり，第2式は，βo＝0のとき，（L25）の

25［1］で〔の代りに砂と書いたものになっていることが注目される。

　96［卜2］を用いて行い得る検定は，観測されたむ個の級すべてに

ついて，級内平均値の回帰が直線的であるという帰無仮説，

　鰯：E（釦＝γ＋δ2‘，（乞＝1，2，・甲，む）

である。（1．1）で想定した各級内母集団回帰線と，π8の想定する級

内平均値の母集団回帰線との関係は，第1図から明かであろう。この

　　　　　　　　　　　　第1図

ユ　　〆
　　　　　卿
デ

偽

　　　　　　　　　　ぺ　　　　　　　　　　梅曳
α2

α3

z
2

Z2　　Z3
Z

　　　　　　　　　　　〔9〕
図は，Moodによるものである。（1．1）から，

　　亀＝α乞＋β幽＋乾，（F1，2，甲甲，‘）

したがって，

　　E（切＝α汁β画

力§出るから，2密8と
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　　　　　　　1　＾　　　95［1］＊一7（β一βo）2τ7（22）

　　　　　　　σ

となる。はじめ，1乖によってβ‘（乞＝1，2，…，6）が同一値をとるこ

とを確めた後，亙7によって　その同一値が特定値βoであるか否かを

問うには，

　　　　　　　　　　　　　95［1］＊
（2．18）　F＝　　　　　　　　　　　，　　　　　　　（9、［ム7－26］＋94［む一1］＊）／（1V一む一1）

　　　　　　　　　　　　　　自由度　1，（1V一‘一1）

を用いることができる。分母に94［卜1］＊を含めたのは，すでに島

が採択されているから，軌［む一1］＊が自由度孟一1のガ分布に従い，

これが91［亙一2司および軌［1］＊と独立になるからである。

　さらに，島が採択されたとき，（2．18）の分子の肩の＊を取り去

った変量によって，全級に共通な回帰係数βの信頼区間を求めるこ

とができる。

　もし，上記のようにH5を先ず検定し，それが採択されてから研

に進むことをせずに，はじめから島を問題にするときは，恥［哲一1］

と95［1］とを結合した

　　　　　（94［む一1］ホ十95［1］＊）1む
　　F＝　　　　　　　　　　，自由度む，（N－26）
　　　　　9、［N－2司／（1v－26）

を用いて検定を行い，この式の分子の肩の＊を取った変量によってβ

の区間推定を行うべきことは見易い。しかし，この揚合には島は，

H1において％r，β乞o＝βo，（ゼニ1，2，…，哲）とおいた仮説であること，

同時に（1．26）によって94［ε一1］と95［1］との和は92［6］＝、Σ92毒［1］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ご
に等しいことを考えると，上記のFの値は（2．2）の特別の揚合に

過ぎないことを知る。

　以上の検定およぴ区間推定で必要となる統計量の実際の計算には，

（1．17）第2式と（2．11）を（2．15）（2．17）に代入して出る次の

関係式を用いるのが便利である。

　　級［む一・］』÷［ぞ1翻12」犠）12］
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　　　π5’：βFβ2　　に対しては，（2．15）は（2．11）を用いて

　　　9［・］・号（β1一昼）・［論）塩誉）1

となって，よく知られた2つの回帰係数の有意差検定に帰着する。

　丑5を少し一般化して，β痴＝1，2，…，6）相互間の差を指定した帰

無仮説

　　　鵡：β‘＝β＋d乞o，4εo＝0，（仁1，2，…，6）

も，属と同じような方法で検定できることは容易に分る。珊では，

相異る魚の間の差違だけが問題だから，そのうちの1つ（とたえば

β‘）をβとしてある。

　特に6＝2の揚合，dP＝4と記すとき，属は

　　　1…z16’言　β1一β2ニ4

となり，（2．14）は（2，13）を用いて，

　　　軌［・峠［（β1一釧論）＋娩き）｝

　　　　　r器）｛（β・一β）勘げ）一（β・一β）晦げ）｝＋謡レ）］

となる。これを用いて

　　　　　　　　94［1］
　　　F＝　　　　　　　　，自由度　1，（N－4）
　　　　　91［N－4］／（N－4）

から，2つの回帰係数の差4の信頼区間を求めることができる。4＝0

のとき，珊’が亙5’に，額［1］が額［1］＊に帰することは当然であ、る。

　次に（95［1］については，（2．12）（2、13）から得られるλ＝β一β

を（1．25）第2式に代入して，

　　　　　　　　　1　　＾（2・17）　95［1］一7（β一β）2研（～2）

　　　　　　　　　σ
が出るから，

　　　π7＝β‘＝βo，（乞＝1，2，・9・，む）

　　　（丑1’において，％二孟，Z＝1とおいた揚合，または，私におい

　　　　　　　て％＝オ，β乞o＝βQ，（ぢ＝1，2，　，む）とした揚合）

が成立したときの（2．17）の値を，＊をつけて示すと，
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するとき，

　　　　　　　　　　　1　　　＾　　＾
（2，15）　94［卜1］＊一rrΣ（β乞一β）2娠22）

　　　　　　　　　　　σ　　ε

は，自由度む一1のズ分布に従い，91［1V－2司と独立である。上式

右辺には．σ2を除いて何らの母数は含まれていない。それ故，上記の

帰無仮説H5を．

　　　　　（24［卜1］＊／（診一1）
　　　F＝一一一　　　　　　，自由度　（む一1），（N－2ご）
　　　　　91［N－2む］／（N－2孟）

で検定することができる。期＝π，（¢＝1，2，…，亡）すなわち各級内の
　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔8〕
観測個数の等しい場合は　よく知られている。しかし，『統計数値表』

の解説で，誤差項の自由度がN－2ごではなくてN一‘に相当する値

になっていることは、確率模型として（1，1）をとるかぎり適当では

ない。何故ならば，（1．12ノから

　　　鋤ゴー¢乞＝β乙〆～‘フー乏乞）＋（∈‘ゴーζ‘）

が出て，

　　　勘一島＝塀，～》一を‘＝2‘〆，（¢ゴー言F6乞，ノ

とおくとき，

（2。16）　¢‘〆＝β河＋〔¢フ’

となり，各級で推定さるべき未知母数はβ‘ただ1個になる。したが

って，（2．16）の〔ガが，母平均0，母分散σ2の正規分布に従い，

乞，ノのいずれについても互に独立であるならば，推定誤差平方和の自

由度は，級内ではπr1，全級を合算してN一オとなる。しかし，本

論文の出発点となった確率模型では，吻が乞，ゴについて互に独立で

あることを前提しており，（ガ＝殉一亀にはゴに関して共通な亀が

含まれているから，（ガの方は，もはや互に独立ではない。それ故，

仙［ご一1］を用いての検定において，誤差項の自由度をN一診とするこ

とは，級内平均笹からの偏差についての（2，16）における∈ガにつ

いて独立性を前提する揚合には正しいが，本論文の前提のもとでは正

しくない。

　属における特別の揚合として，む＝2のとき，
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が採択されたときの（α，β）の同時信頼領域を求めるには，（2，9）

の分子から分るように踊個の2次式の和の形の不等式を解かなけれ

ぱならない。以上で93［司を用いての推定および検定を終る。

　　　　　　　　　　　　　　（・）

　前節（イ）では，観測されたむ個の回帰方程式のうちの一部％個

（％≦む）だけを問題とする第2のグループ別を用いたが，本節では，

II1（ハ）の第1のグループ別を用いて，常にむ個全部を問題とする。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　む
Σとあるものは，、既述のように，いつでもΣを意味する。
わ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　るコま

　まず94［哲一1］について述ぺる。（1，17）第2式で定義された各級

　　　　　　　　　ハ内回帰係数の推定子β‘の加重平均，

　　　　　　　Σ2〃乞（22）βf　Σ耽（銘）
　　　　　＾　じ　　　　　　‘　　　　　　｝v（銘）
（2．11）　β＝　　　＝　　　ニ　　　　　　　Σω‘（22）　　　　Σω‘（乞2）　　　　｝V（22）

　　　　　　　　多　　　　　　　　　　．　　多

という統計量を導入する。（1．18）を（1，24）に代入して（2．11）

を用い，

　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　Σ娠z2）（β‘一β‘）　　Σ娠名2）βε
　　　　　　　ぎ　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　ぎ
・（2．12）　λ＝　　　　　＝β一
　　　　　　　　　Σ耽（～2）　．　　　　Σ地（～2）
　　　　　　　　　5　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乞

を得る。ここで（2．11）の母数に相当するものを，

　　　　　　　Σ脱ノ‘（22）β‘

　　　　　　　乙（2．13）　β＝
　　　　　　　　Σ空〃‘（z2）

　　　　　　　　レ
と定義すると，（1，18）（1．25）から（2、12）を用いて，

　　　　　　　　　　　1　　　＾　　　　　　＾
（2．14）　94［HコーrτΣ［（βrβ‘）一（β一β）］2娠22）　　　ず
　　　　　　　　　　σ　　‘

したがって，観測された6個の級全部について，その級内母集団回帰

係数が等しいという帰無仮説

　　　B5：βε＝β，（乞＝1，2，…，む）

　　　　　　　　　（伍において，％吋，♂＝1とおいた揚合）

のもとでの94レー1］の1直を，右肩に＊をつけて示すと，島が成立
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　　　　　　　ゆ　　　　　　　Σ（92乞［1］＊＋93毬［1］＊）／2％

　　　　　　ユヨユ（2．9）　F＝　　　　　　　　　　　，自由度　2％，（N－26）
　　　　　　　　9、［N－26］／（』v－2オ）

を用いる・ここで分子の肩へ＊をつけたのは，偽，β‘の値として魚

の指定する値を代入したことを示す。

　さきに（2・4）を用いてβεに関して作った各級別の信頼区間に対

応するものは，（2．8）に対して各級の級別を示す添字をつけた

　　　　　　　（9孔1］＋93乞［1］）／2
（2．10）　FF　　　　　　　　　，自由度2，（π‘一2）
　　　　　　　91¢［π乞一2］／（π乞一2）

を用いて，（偽，β乞）（乞＝1，2，…，％）に関して作った級別信頼楕円で

ある。便宜上これを楕円乞と呼ぶ。α一β平面上に，％個の級別信頼

楕円を描いたとき，ん＝1，2，…，Zについて，砺個の楕円砲〔脇）が，

与えられた点（α（為）o，β（為）o）を覆うならば，帰無仮説

　　　亙3’：α乞＝α（為）o，β乞＝β（れ）o，従臨，（ん＝1，2，…，Z）　　　　Q

は棄てられない。ここに現われるZ個の点を特定の点として固定し

ないならば，帰無仮説

　　E4：αFα（瓦），β多＝β（泥），従臨，（ん匿1，2，…，乙）

は棄てられない。

　昂が採択されたとき，（2．6）を今の揚合に拡張して作った

　　　　　Σ（泥）（92乞［1］＋93乞［1］）／蹴

　　F（ん）＝　　　　　　　　，自由度2砺，（1％一2の　　　　　Σ（九）α［πr2］／（鑑一2砺）

の分子において，偽＝α（九），β‘＝β（瓦），（従砥）とおきかえたものを用い

れば，グループ毎に（α（為），β（為））（んニ1，2，…，z）の信頼領域を作る

ことができる。

　α乞，β乞を同時に考える揚合には，（2．9）の分子の＊を取り去った

変量を用いて，（α1，α2，…，αμ，β1，β2，…，β処）の同時信頼領域，お

よび，昂が採択された揚合の（α（1），α（2），…，α（巴），β（1），β（2），…，β（1））

の同時信頼領域を導出できる。しかし，その計算が複雑になるため実

用価値は少い。一例を挙げれば，敬でε＝1とおいた帰無仮説

　　π4’：　α‘ニα，　β多＝β，　（ざ＝1ン2，…，％）
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　まず，家計の貯蓄額のを所得額～の一次式として表わす。次に，社

会的に決まる最低生計費とは，家計が現在財の調達に追われて，将来

への配慮を行うことができず，貯蓄額が零となるような所得水準であ

ると定義する。この定義は，カ・リー計算その他物理的尺度からする

最低生計費の概念にかえて，何らか経済学的な意味での最低生計費の

定義を求めようとして到達した結果であった。母集団における最低生

計費2H皿は，E（」p）＝α＋β3！』＝m＝0から，β，，、h、＝一α／βと出るQ（2．8）

を用いてα，βに関する信頼楕円を作り，その内部の（α，β）の組合

せについて，一α／βの最大値と最小値を計算して，上に定義した最低

生計費の信頼区間とする。以上が最低生計費の算定についての方法の

大要である。一見すると，E（の）＝α＋β3なる直線と横軸との交点の横

座標が，上に言う2、曲】に外ならないから，このようにα，βの同時

信頼領域を考えなくても，説明変数の平均値2における母集団回帰線

の高さα＋声の信頼区間［α，司（αくδ）と，直線の傾斜βの信頼区

間［o，司（oくd）とを考え，これら二つの信頼区間を結合して，点（2，

α）を通り傾斜0またはdをもつ直線と横軸の交点，およぴ，点（2，

ゐ）を通り傾斜0またはdをもつ直線と横軸との交点によって，最低

生計費の信頼区間を求めた方が簡便であると思われるかも知れない。

しかし，第2表の92［1］と93［1］とは互に独立であっても，それら

を同一の91［1▽一2］で割ったものは　もはや互に独立ではなくなるか

ら，α十β2とβの信頼区間を（2，5）と同じ方針で結合してα，βな

る2母数を含む～，．i、＝一α／βの信頼区間を導き出すことはできない。

以上はむ＝1の揚合であり，本論文にとっては　いわば予備的考察で

あるが，む≧2のときも原理には変りない。

　さきの私に対応するものは，今度は，偽およびβ‘の特定値α‘o，

β‘o（唇1，2，…，脳）を指定して，

　　π31α‘＝α言o，β¢＝βεo，（¢ニ1，2，…，％）

となる。これを検定するには，
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変数として所得額，被説明変数として問題としている支出費目への支

出額をとるとき，α汁β画は「級内平均所得額に対応する平均支出額」

を示す。そのような平均支出額に有意な差があるかどうかを，2個ま

たはそれ以上の級について比較検定することができることになる。そ

して，観測されたむ個の回帰方程式のうちの％個（％≦む）だけを問

題にし得ることや，その中でグループを作り得ることなど，すべて

恥［む〕について述べたと同じことが成立する。

　しかし一見して分るように，α汁β轟には，母数偽，β‘のほかに

説明変数2，が含まれており，これを通じての外部的影響が強く現わ

れる。説明変数の級内平均値2廊＝1，2，…，孟）を，各級を通じて同

一水準に保つことができる揚合には，r修正されない平均値」偽十β轟

の有意差の検定で足りるが，2‘を十分に制御できないときには，その

影響を除いてr修正された」平均値を比較の対象としなければならな

い。これは統計学教科書で，「修正された平均値の比較」として述ぺら

れている問題であり，さきの消費函数の例で言えば，これによって

r所得の影響を取り除いたときの平均支出額」に差があるか否かを検

定できることになる。この方法は，本論文の主題とも関係があるので，

その大要を最終節III2（ハ）に記した。そこでは92［司と93［司と

が同時に用いられることになるが，ここでは，92［む］と93［6］とを，

それとは別の形で結合して用い，α乞とβ‘とを同時に考える方法に

進むことにする。

　まず　予備的に，む＝1の揚合について考える。第2表から

　　　　　　　く92［1］＋93［1コ）／2
（2．8）　F＝　　　　　　　　自由度　2，2〉一2
　　　　　　　Q、［N－2］／（2V－2）’

を用いて，α，βの同時信頼領域（これは楕円になる）を作ることが
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔6〕
できる。このことはMoodの教科書にも記されているが，筆者は，嘗

つて，この考方に基づいて，最低生計費の区問推定を試みたことがあ
〔7〕

る。これを載せた刊行物が，拙稿とは別に当時「秘」．扱いの統計資料

を含んでいたため，限定された部数しか出ていないので，ここに　そ

の方法の大要を記すことを許していただきたい。
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問題にするよりも，グループ毎に回帰係数の差があるか否かの問題の

方が重要なことが多い。その一例は本論文の序説に挙げておいたが，

参考文献〔2〕の小宮氏の論文にも，数種類の例が示されている。た

だ，この揚合，上に述べた方法では，まず，予め規定されたグループ

別が許されるか否かを見るために，同時的信頼領域の方法に従うとす

　　　　　　　　ロれば，伍　に指定した部分空間が同時信頼領域と交わるかどうかの検

証はかなり面倒であり，級別信頼区間の方法によれば，問題となって

いる％個の回帰係数全部について信頼区間を作らなければならない。

そして次に，そのようなグループ別が許され得ると判定され’たとき，

グループ別の回帰係数β（エ），β（2），…，β（呂）の信頼領域を作ろうとする

とき，これらの同時的信頼領域の方法をとれぱ，（2・2）の分子の＊

を取ったものを用いてβ1，β2，・・，魚について行った同時信頼領域の

計算を，β乞が一部分ずつβ（泥）に等しいという条件の下で，もう一度

繰り返さなければならないし，グループ毎の個別的信頼区間の方法に

よれば，（2．6）の分子はβ（乱）の二次式の砺個の和になっているか

ら，その計算もかなりの労力を要する。

　したがって，92国を用いての推定およぴ検定では，私またはEr

の検定は　ともかくとして，坊の検定およびグループ毎の母集団回

帰係数β（1），β（2），…，β（二）の信頼領域の導出は相当に面倒である。

これに対して，以下の（・）（ハ）で述べる方法は，この種の問題につ

いて　きわめて簡便な解答を与える。ここでグループ別の推定と検定

について，あまり実用的でない方法を，やや詳しく述べた理由の一つ

は，後述の方法の便利さを強調するためでもあった。以上で92［む］につ

いての説明を終る。

　g3［6］に移る。（1。11）第2式を（1，7）第4式に代入して，

　　　　　　　　れゼ（2・7）　93‘［1］一一7（諺rα乞一嗣）2，（¢＝1，2，，む）

　　　　　　　　σ

これを用いて，第乞級の説明変数が2‘なる値をとるときの，母集団

回帰線の縦座標の高さ　α‘＋β藏の推定および検定を行い得ることは，

どの統計学の教科書にも記されている。消費函数の例で言えば，説明
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域と同じ信頼係数を希望するならば，p＝（p’アを満すようなp’を用

いて級別信頼区間を求めておく必要がある。

　βε（ゼ＝1，2，…，％）の個別信頼区間を同じ直線上にとるとき，重な

り合うものがあれば，それらに対応する級は同一の母集団回帰係数を

もつと見なし得る。いま，砺個のβ痘（臨）の信頼区間が，与えられ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロた点βo（為）（ん＝1，2，…，Z）を覆うならぱ，帰無仮説∬1’は棄てられ

ない。このとき，β（九）o（ん＝1，2，…，Z）を特定値に固定せず，各グル

ー毎プに共通な任意の一点でよいとするとき，帰無仮説昂は棄て

られない。それ故，グループ分けを予め行わないで，％個のβ痘＝1，

2，・・，％）について信頼区間を作れば，これらを　どのようにグルー

プ分けしてもよいかが推察できる。もっとも，このとき採択さるべき

グループ別が，一義的に決まるとは限らない。

　1から秘までの級に対して予め与えておいたグループ別，妬，巫2，

・・ 妬が採択されたとき，または採択され得るようなグループ別を

あとから作ったときに，これらのグループ毎に共通な母集団回帰係数

β（1），β（2），…，β（τ）の同時信頼領域またはグループ別信頼区間を，上

記と全く同じ方針で作ることができる。同時信頼領域の揚合には，さ

きと同じように（2．2）または（2．3）の肩の＊を取ったものを用い

る。今度は，凸＝β（ぬ），（震鵡，ん＝1，2，…，Z）であるから，同時信頼

領域は，Z次元空間内の楕円体になる。グループ別の個別的信頼区間

ならば，（2，4）の分子として，同一グループに属するものを合算す

ることができて，

　　　　　　　　　　．Σ（為）92乞［1］／砺

（2、6）　F（泥）＝　　　　　　　　，　　　　　　　Σ（泥）9且‘［π芭一2］／（鑑一26ん）

　　　　　　　　　　　　　　自由度　砺，（珊一26轟）

において，分子のβ漁〔臨）を　すべてβ（あ）でおきかえたものを使

えぱよい。

　グループ別と言っても，私で数個ずつのβ‘を同じ値にまとめたも

のが丑1’に外ならないから，以上に述べたことは原理的には自明のこ

とであるが，応用上は，個々の級の間で回帰係数の差があるか否かを
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部分空間β‘＝β（瓦），¢∈臨，F1，2，…，％1ん＝1，2，…，♂が，上記の信

頼領域と交われば，帰無仮説

　　亙2＝β‘ニβ（鳥），乞ξ雌，（乞＝1，2，…，駕んニ1，2，…，Z）

は棄てられない。ここに現われたβ（1），β（2），…，β（‘）は，各グループ

毎の共通の母集団回帰係数であり，伍では，それらの特定値は指定

されておらず，ただグループ毎に母集団回帰係数が等しいという関係

だけが規定されている。これに対して，ある特定値β（1）o，β（2）o，…，

β（二）oを指定した帰無仮説

　　HK’1β‘＝β（泡）。，乞∈臨，（乞＝1，2，…，％1ん＝1，2ン…，‘）

は，さきの温において数個ずつの角を同一値にまとめたものに過

ぎないから，瓦と同じ方針で処理できる。

　ここで，β里，β2，…，βuの信頼領域と言っても，鴬≧4になると，こ

のような同時信頼領域を作る労力が大変である。その揚合には，これ

らを一括した同時信頼領域よりも，βε（乞＝1，2，…，％）毎に各級別の

信頼区間を作って，それを結合した方が実用的である。すなわち，

　　　　　　　　　92‘［1］　　自由度1，（πr2）
（2．4）　F‘＝
　　　　　　91‘［πr2］／＠乞一2）’（乞＝1，2，…，μ）

を用いて，昂≦F乞o（F乞oの値は，自由度と信頼係数に応じて決める）

（仁1，2，一，のから，個別的に防の信頼区間を作る。（2．4）では

各級間に独立性が前提されているから，

（2．5）　　F1≦Flo∩F2≦F20∩　一・∩F鎚≦F襯

によつて，β1，β2，…，魚の信頼区間を導き出して，その信頼係数を

次のように計算することができる。

　（2．2）の肩の＊を取った式による同時信頼領域の信頼係数を　p，

（2．4）の級別信頼区間の信頼係数を，全級を通じて一律にプとする

とき，

　　Pγ（F≦F。）＝P，P．（F‘≦F‘。）＝P’，（乞＝1，2，…，μ）

したがって，（2．5）の各事象の独立性から，

　　P．（F1≦F10∩F2≧F20∩一∩Fu≦FuO）＝（P’）u

この式から分るように，級別信頼区間を結合する方法で，同時信頼領
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を用いてF分布の表を参照すればよい。ここ．で，分子の総和項の

g2‘［1］の右肩へ＊をつけたのは，92‘E1］の中に表われる母数負に対

して，帰無仮説丑1の指定する値β乞oを代入したことを示す。また，
　　　　　　　　　　　ぜ　　　　　　　　　ひ
乞に関する％までの和は，．ΣまたはΣと常に上端を記すこととし，上
　　　　　　　　　　るヨ　　　　　　ご　　　　　　　　　　　　　　　　　む
端の記されていない揚合は，梱のすべての級についての和Σを意味
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぱコし
するものとする。なお，（2．1）に現われる母数σ2は，（2．2）では

分母子に出ており約されて消えるから問題はない。

　もし，当面間題としないト％個の級のうちに，母集団回帰係数が

既和のものがあれば，再び適当に番号をつけ変えて，これらを最後の

”個（η≦む一％）の級に集めるとき，既知とされた母集団回帰係数を

β0‘一U＋量，β0ε一り＋2，…，β‘02

　　　ε　　　　　　　1　　ε　＾
　　　Σ92乞［1］＊一一蒸一Σ（βrβ笛o）2ω‘（22）

　　乞昌‘一〇＋£　　 σ‘冨r一む†1

とするとき，これを（2．2）の分母に込めて，

　　　　　　　　　　　　ぜ　　　　　　　　　　　　Σ92乞［1］＊／％
　　　　　　　　　　　　るコユ（2．3）　F＝　　　　‘
　　　　　　（91［N－26コ＋Σ92‘［1］＊）／（N－2什び）
　　　　　　　　　　　ゴ＝6一Ψ十1

　　　　　　　　　　　　　　自由度　％，（N－2む＋び）

を使って瓦の検定を行えば．残差項が大きくなると同時に　その自

由度が増すから，検定力が高まることになる。

　この検定法から直ちに分るように，私に現われるβ1，β2，…，魚

を未知数と見て，（2．2）または（2，3）の分子の肩の＊を取り去った

ものをFとし，指定された自由度と，希望する信頼係数とから決まる

．F分布の値を恥とするとき，．F≦Foによって，β1，β2，…，魚の同

時信頼領域を作ることができる。これは％次元空間内の楕円体にな

る。

　II1（ハ）で用いたグループ別を若干修正して，当面問題としない

む一％個を全部一括して最終グループ孤＋ユとし，問題としている％

個を111（ハ）の方針で，5個のグループM1，巫2，…，価に分割し

たとき，これを第2のグループ別と呼ぶ。この揚合，％次元空間内の
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作り，乙個のグループ孤，巫2，…，妬から，飢個（糀＜Z）の集団Ob

o2，…，砺を作るとき，94κロー1］および94σ［6’一1］が，さきの

94レー1］と同じように再々分割され，96町Z－2］が，さきの96［6－2］

と同じように再々分割されることが分る。この手続きは，必要に応じ

て何段階でも繰り返し得る。

2一元回帰における推定と検定

　　　　　　　　　　　　　（イ）

　前節で得られた結果は，第1表およぴ第3表に集約されており，こ

の表の中で縦に並んだ変量は，すべて互に独立なゴ分布二従い，そ

の合計が最下段の9［N］になる。しかし，これらのズ変量は，確率

変数動を用いて表わされており，すでに何回か述べたように，この

確率変数吻は実測不可能であるから，これらを観測可能な確率変数

勘に移す必要がある。そして，第1表および第3表の諸変量のうち，

（1．16）（1，19）で見た91乞［πr2］およぴ　その合計91［N－2司を

除いては，まだ観測可能な形になっていない。以下では，順欠に吻

から町へ移す作業を行うと同時に，その変量を用いて，どのような

推定および検定が可能となるかを検討する。

　g2［司について考える。（1，14）を（L7）第3式に代入し，（L

17）第2式を用いて，

　　　　　　　　1　　ハ（2．1）　92ε［1］＝rr（βrβ‘）2巳び乞（22），（乞＝1，2，…，哲）

　　　　　　　　σ”
　観測されたむ個の回帰方程式のうち，脱個（U≦6）だけを取りあげ，

それらの回帰係数が特定値β乞oをとるか否かを問題にするならば，級

番号をつけ変えて，当面問題とする脱個を　はじめの部分に集めると

き，帰無仮説

　　　私：β毎一β‘o，（¢＝1，2，…7u）

を検定すれぱよい。それには，

　　　　　　　　び　　　　　　　　Σ92乞［1］＊／％
（2．2）　　F＝　　ご＝1　　　　　　，自由度　％，（ZV－26）
　　　　　　91［ム7－2司／（1v－2の
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第4表　‘に関する共分散分析表（Z≧2，Z’≧1，乙”≧1）

91［N－2哲］

92［む］

93［む］

9、1［π1－2］

併［
］｝㌍［酔］

｝
　　　臼　　　臼　　　，　　　，　　　じ　9、（め［』〉君ノー2ご呂’］

　　　甲　　　曾　　　じ　9、（こ’＋1）四‘ノ＋r2］

　　　■
9童ε［喝一2］＝9且（二〆＋5”）［現’＋呂〃一2］

鋤鰹・
　
　
｝　　　・　　　9　　　　壁　　　　ロ　　　92（め［碗ノ］

　　　92（1〆＋1）［1］

　　　，

92¢［1］＝92（匹め［1］

解1｝晒・
　
　
｝　　　o　　　，　　　，　　　じ　　　93（め［む君’］

　　　‘23（ε’申D［1］

　　　　■

93‘［1］＝93（碗”）［1］

94（P［むr1］

96（1）［‘r2］

95（1）［1］

97（1）［1］

（29（1）［1］

9己D（L）［1］

｛28（且）［1］

　
第
ー
グ
ル
ー
プ

　
　
　
　
r
』

ー
　
　
　
　
ノ

94（め［孟弓’一1］

96（め［‘i’一2］

、

95（め［1］

97（こ〆）［1］

98（「）［1］

　　　　第
　　　　‘’
99（め［1］　＝グ

肥ロ］

（～2（呂ダ＋1）［1］

93（呂グ＋1）［1］ ｝
第グ

　ノレ
ヘ

　、1十
一プ

92（朔”）［1］

93（ε’＋二’ノ）［1］ ｝
第グ
ぐ｝ノレ

　ヤーLI
　ユ

喫プ

　　　19［N］＝σ2ぞヲ‘乞ノ
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　　　　　第3表　∈に関する共分散分析表（Z≧2，Z’≧1）

91［ルー26］

92［‘］

93［む］

審11E湘瑚

研［

］｝卿［　

9、ε［箆，一2］｝9・（呂）［　］

郷ヨ轡］

Q2、仁1］｝92（個

屡llll脚］

鯉梱
軌、亡1］｝9陥］

94［ご一1］

96［む一2］

94（1）［む1－1］

謙轡…・

94M［Z－1］

96（1）〔6r2］

ll瑠｝自由度一

94σ［乙’一1コ

96σ〔z－2］

99町1］

｝自由一一2

95［1］

97［1］

99［1］

910［1］

98［1］

　　　19［N］＝一コrΣΣ∈乞ノ

　　　σ一乞フ
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が出る。μ，仰，ρ，レが，i痘＝1，2ヂ㌦6）に関する一次同次式であ

ることを考え，上式左辺の各項を

　　＿三L．　皇　＿．．．．．＿，　」垂＿
　　　　ヲ　　　　　　　　　ン　　　　　　　　　　　　　　　シ
　　　σ　　　　σ　　　　　　　　　　　　σ

に関する二次形式とみて，（1．23）の96レー2］の形を参照すれぱ，

Cochranの定理によって96［む一2］が（1．49）のように互に独立な

z2変量に分割され，それらの自由度が括弧内に記したものになること

を知る。また（1．43）により，（L49）の自由度の総計は確かに

む一2となる。

　　（ζ，一言）一（2r2）μ一［（ζr輸）一（2乞一2（π））μ島］＋（蓄（瓦）一蓄）

　　　　十（亀一2（瓦））仰一（2乞一2）μ

と書きなおしておいて，両辺を二乗し，㍑を掛けてゼについて加えて

も，（1。49）と同じ結果に到達する。しかし今度は，積の形の総和で

消えないものがあるため，計算に若干の工夫を要する・しかし，この

計算は略す。

　以上をまとめて第3表を得る。この表は，グループ鵡に属する砺

個の級について，砺をむとみなして第1表の分割を行い，この種の分

割を，ん＝1，2，・・，乙’個並べ，それへん＝Z’十1，・，乙についての第2

表の分割をZ”個つけ加えた第4表とは違う点に注目していただきた

い。なお，第3表でZ＝2，Z’＝1，砺＝2の各々の揚合には，自由度Z－

2，乙一1，砺一2の変量は0と奉る。さらに，砺＝1であるような〆個

のグループについては，94レー1］，96［‘一2］の再分割は，9！［乙一1］，

g6σ［Z－2］に現われるだけで，94（九）［砺一1］，96（ん）［砺一2］およぴ94σ

［乙’一1コの形では現われない。特別な揚合として，孟個の級を砺＝1個

ずつZ個のグループに分割するときは，（乙’＝0，Z”＝Z撹）級別とグノレ

ープ別は一致して，

　　　94［卜1］＝94叩一1］，96［卜2］ニ96σ［卜2］

となることは当然であるが，（1．47）の対応表から，9gσ［1］＝9g［1］

となることを知る。

　また，第3表を見れぱ，グループを数個ずつまとめて新たに集団を
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級

　級別の揚合の，（1．25）第1式およぴ（1．27）の94レー1コ，（1．21）

第1式およぴ（1．23）の96［卜2］，（1．29）第1式の一9g［1］に対応

して，次の諸変量が定義できることは，上の対応表から直ちに分る。

　　　　　　　　　　　　　び

47）　一プ別1一σ一鰍一ち
（1

経済学研究　5

　ま
別1地，叫β＝＆λ“μ・ち

（1．48）

　　　　　　194σ［z！一1］一7一Σ（μあ一ρ）2召あ（z2）

　　　　　　σ　ん＝1

一÷［絵鴇｝2｛u謡121，

　　　　　　1　‘
Q6電一2コ＝一7Σ瑞［（輸一蓄）一（如一2）レ］2
　　　　　σ　　ん霜1

一能［σ（♂）｛θ謡｝2］・　　・

　　　　199σ［1］一一－（ρ一レ）2U（22）0（z2）！B（z2）

　　　　σ

一ナ［多li署31ill］2u讐）

一÷［lu謬）｝2＋｛留1巳 1召 ）｝2

最後の式の変形には，U＋θ＝Bを用いる。

　この第1式は，「級平均値のグープ内傾斜」仰に関する変量であっ

て，（1，39）の「級内1頃斜のグループ平均値」λ（瓦）に関する9！［Z－1］

とは違う。また，第1式では，砺≧2なる如きz’個のグループを考え

ているから，その自由度はz’一1となる。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　が
　（1．42）（1．48）の各式を辺凌相加え，、ΣB“2）＋θ（∈2）＝．8（（2）を

　　　　　　　　　　　　　　　　　ん＝i
使えば，

　　　　　シ
（1，49）　Σ96（厄）協一2］＋94σ［Z1－1］＋96σ［Z－2］＋9go［1］

　　　　　ん＝1

号［8（’）」鵠12］



（1，44）

　　　正規回帰理論における共分散・重共分散分析法

　　　　ぢプ
U（～2）＝ΣB泥（22）＝ΣΣ（あ）πε（2r2（海））2，

　　　ん冒1　　　　　ん‘

　　　と
0（Z2）＝Σ蝋2（た）一2）2＝．ΣΣ（ん）π霊（2（為）一2）2，

　　　五胃1　　　　　　　　　ん‘

U（22）十θ（22）＝ΣΣ（九）π盛（2f－2）2＝B（22），

　　　　　　為乞

　　　がu（（β）＝ΣB為（（2）＝ΣΣ（汽）π乞（亀一君（為））（2‘一2（為））

　　　互属1　　　　　　ん乞

　　　ぢ
θ（〔2）＝Σ坑（♂（泥）一♂）（2（為）一2）

　　　んコ　
　　＝ΣΣ（九）π乞（蓄（ん）一‘）（2（抱）一2），

　　　あ　づ
u（〔～）十σ（〔z）＝B（∈2），

以下u（〔2），θ（〔2），…の定義も同様。

19・

さきの，総偏差平方和（または積和）＝級内＋級間，すなわち　S＝研

＋Bの公式に相当するものが，今度は，グループに関する総偏差平方

和（または積和）＝グープ内十グループ間　を示すところのB＝U＋σ

の形になっている。

　さらに，（1．35）の侮を（1．6）のλεに対応させ，（1．24）のλ

に対応するものとして，

　　　　　　　‘’　　　　謬’　　　　　　u（〔2）
（L45）　ρ＝ΣB勘（∈～）／ΣBん（～2）＝
　　　　　　ん胃1　　　ゐ耳1　　　　　U（Z2）

を定義する。砺＝1であるような〆個のグループはρの決定には参

加していない墜た，（1・24）のλの分母子の揚合鉾って・（・・45）

の分母子では，．ΣBん＝Bではなくて，B＝U十〇＝．Σ．翫十σであるこ
　　　　　　ゐ＝1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　互i1
とが’注目される。

　次に，（1．20）のμに対応するものとして，0（22）キ0と前提して

　　　　　　　σ（（ε）
（1，46）　レ＝
　　　　　　　θ（z2）

を定義する。

　ここで定義された諸量を，さきの級別の揚合の諸量と対比すれば次

のように，上下の位置にあるものが互に対応している。
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　　　え1　　え2　　　　　　λε
　　　　ン　　　　　　　　フ　　　　　　　　　　　　ツ
　　　σ　　　　σ　　　　　　　　　　σ

に関する二次形式とみて．Cochranの定理を用いればよい。右辺総和

項の自由度は，

　　　ε’　　　　　　泓十♂”
　　　Σ（砺一1）FΣ（砺一1）一Σ（砺一1）＝6－Z
　　　ん旨1　　　　　ん冒1　　　　　砺冨1

であり，右辺全体では6－1となる。

　（1．38）（1．39）を（1．27）の形で書けば，

　　　　　　似㈲［6・一・］一÷［榊1篇潟12｛雛鍔12］，

（1．41）　　　　　（んニ1，2，・・，Z’）

　　　　　　卿一・］一隷｛辮H男瑠｝2］

となる。砺＝1であるような最後の〆個のグループについては，耽＝

｝V乱であることを考えると，この形の方が（1，40）の分割を理解し易

い。次に述べる96［診一2］　の再分割では，このような方法をとる。

　グループM抱（ん＝1，2，…，のに属する砺個の級について，（1．

21）第1式および（1．23）に相当するものをを作る。

　　　　　　　　　　　1（1・42）　96（島）［6ゲ2コー一7Σ（泥）π¢［¢r君（鳥））一（2ε一2（瓦））μげ

　　　　　　　　　　　σ　　‘

　　　　　÷［B鳥（’）」瑠｝2］・（ん一・，い，r）

ただし，砺＝2であるようなグループに対しては，（1．31）と同じよ

うにして，この変量は　その値も自由度も共に0となる。したがつて，

（L42）をん（ん＝1，2，…，のについて総和した変量の自由度は，

　　　　　　　　　　ビ
（L43）　Σ（砺一2）＝Σ（亡ド2）一Σ（砺一2）＝卜2Z一（一1）Z”
　　　　　砺≧2　　　　　ん言1　　　　　‘厄－1　’

　　　　　　　　　＝孟一z－z’

となる。

　ここで次のように，グループ平均1直間の変量を定義する。
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こ㌧で砺＝1であるようなZ”個のグループについては，ゐ＝λ（為）か

ら（1．38）は，変量も自由度も0となるから，はじめのZ’個のグル

ープだけについて考えればよい。

次にグループ必泥を改めて1つの級んとみなして，翌1，胚2，…，蹟

なるz個の級を考える。各級についてのλ（鳥）を，肱（22）をウェイト

として加重平均すれば，λ（為）の定義（1．34）と（1。36）とによつて，

これが（1．24）のλに等しくなる。したがって，これらZ個の級に

ついて，（1，25）第1式に相当するものを作れば，

　　　　　　　　　　　　（139）　9、町乙一1］一7Σこλ（厄）一λ）2｝7あ（z2）

　　　　　　　　　　σ　　ん
となる。左辺右肩の添字は，グループ五fb筋，…，駈に関するもの

であることを示す。これは，「級内傾斜のグループ平均値」λ（為）相互

間の関係に関する変量である。

　こ」で，

　　　λ‘一λ＝（λ‘一λ（ね））十（λ（為）一λ）

と書きなおして，両辺を二乗し，槻（z2）を掛けて¢について総和する。

積の形の頃の総和は，（L32）と福λ（為）の定義を用いて，

　　　Σ（λrλ（ん））（λ（ん）一え）耽（z2）

　　　‘
　　　ニΣ（λ（血）一え）Σ（九）（λε一λ（瓦））耽（の

　　　　ね　　　　　　　葛

　　　＝Σ（λ（泥）一λ）Σ（瓦〉1勧（∈乞）一λ（為）耽（22）1

　　　　ん　　　　　　　‘

　　　＝Σ、λ（な）一え）“ゲ瓦（〔3）一照π（α）｝＝0

　　　　ん

と消え，

　　　Σ（えrλ）2㏄i（22）一ΣΣ（鬼）（λrえ（ん））2耽（乞2）＋Σ（え（ぬ）一え）2｝v姦（z2）

　　　‘　　　　　　　　　　　ん多　　　　　　　　　　　　　　　ん

を得る。したがつて，（1．25）第1式と（1．38）（1，39）から，

　　　　　　　　　　び（1．40）　94［‘一1］一Σ94（～し）［砺一1］＋94κ［H］

　　　　　　　　　ん嵩1

を得る。右辺が互に独立なz2変量の和になっていること，およぴ，

その自由度　1舌弧内に記したものになることは，両辺の各項を
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　　　　　　／sた（〔z）＝F（厄）（〔‘ゴーζ（為））（2εゴー2（為））＝脈～）＋召ん（〔～）ヂ’

　　　　　　　　Σ（為）耽（〔β）
　　　　　　　　　ご　　　　　耽（〔乞）
（1，34）　λ（ん）＝　　　　＝　　，（ん＝1，2，…Zノ，…，Z）
　　　　　　　　Σ（為）ω‘（22）　肱（z2）

　　　　　　　　　‘
た雲し，槻（～2）：≒0（従既也，ん＝1，2，…，Z’，…，Z）とする。

　　　　　　　　B鳥（〔2）
（1 35）、μた㌔島（の，（ん＝1，い，『）

た穿し，ん＝1，2，…，Z’に対して疏（32）≒0とする。砺＝1のグルー

プについては，瑞（22）＝瑞（〔z）＝0であって，仰は定義されていない。

　以上の記号の原則は，グループ臨（ん＝1，2，…，Z）内の総和，お

よぴグループ平均値には，添字んまたは（ん）をつけることである。

こ㌧で特に注意すべきは，肱（～2），肱（∈～），肱（（2），…のすぺてを通

じて，1砺に関しては，

　　　　　　ニ　　　　　ゴ
〈1．　36）　　　　Σ｝V1乙＝Στ｛ノ‘＝｝V

　　　　　ん昌1　　　　3＝ロ

乏いう関係式が成立するが，恥，亀は，それぞれのグループ平均値か

らの偏差平方和または積和であるから，それらをんについて加えても，

全グループを通じての総平均値からの偏差平方和または積和召，Sに

，はならないということである。

　さて，91乞団r2］（乞＝1，2，…，む）をグループ毎にまとめ，右肩に

グループ内総和を示す（ん）をつけて，

〈1．37）　91（1轟）［鑑一2砺］ニΣ（死）91‘匝一2］，（ん＝1，2，…，Zノ，…，Z）

　　　　　　　　　　　　　3
を作れば，91［N－2む］がz個の互に独立なガ変量に分割されること

1は容易に分る。同時に，94Eむ一1］，96［卜2］が次のように互に独立な

ズ蒙婁ド再分割され’る。

　　り
　まず軌［む一1］を再分割する。

グループハ塩（ん＝1，2，一，乙ノ）に属する砺個の級について，（1．25）

第1式に相半するものを作れば

　　　　　　　　　　　　1（L38）　。94（ん）［む瓦一1］一7Σ（π）（え‘一え（九））2ω‘（β2），（ん一172，・一，の

　　　　　　　　　　　　σ　　‘
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　　　正規回帰理論における共分散・重共分散分析法

第1表〔に関する共分散分析表（亡≧2）

13

（111［％1－2］

母12［η －2］

研［ －2］

《9且ε［％r2］

　　　　　　　1
9肛［ノv－2む］＝　ΣΣ［（∈乞ノー～‘）一（2‘ガ25）λ‘］2

　　　　　　　σ2　り

一ま［躍（・・）一ぞ｛雛繋｝2］

一毒［τv（z・）一ヲ〔箒鴇｝2］

　　　1　　　　　　　　＾
＝　ΣΣ（靭一を‘一β吻）2

　　　σ2り

隻．1［1］

22 1
］
9
2
乞
：
［
・
］
9
2
ど
［
1
］

　92［‘〕

　1
ぞλ‘2ヲ（2ε∫一乏f）2

　1　｛娠∈2）｝2＝　　Σ

　σ2‘　ω‘（22）

　　　　　　　　1
4［6－1］＝一．Σ（λ　　　　　　　σ2‘

素［ヲ｛餐1　　　　　　　　196［6－2］7ぞπ‘

素［B（∈2）一一

93置［1］

32
1
］
9
3
‘
1
・
］
9
3
ε
し
1
］

　93［む］

　1二．Σ鰍2

　σ』　ご

　1

　　　　　　え2
5［1コ＝丁ΣΣ（初　　　　　　σ静‘フ

　　　　　1117（ξz）一2‘）2＝一

　　　　　σ2　P7（22

　　　　　り，［・］＿止Σπ5（2‘　　　　　　σ2Z

　　　　l　lZヌ（∈2）｝一2）』亨βk22）

　　　　　　ハ7迄2
8［1〕＝　　　　　　σ2

94［6－1］＝ （λ∫一λ）2 （2‘ノー2乞）2

　　　　　　　　　　　　　竪霧121

96［6－2］7ぞπ‘［（～‘一～）一（2¢一2）μ］2

　　　　　　　　　1鵠12］

　　　　　　　　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　99［1］＝一（え一μ）2
　　　　　　　　　　　　　　　σ2

　　　　　　　　　　　　17（z2）B（22）　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　コハ
　　　　　　　　　　　　　S（z2）　　σ2

　　　　　　　　　　×［機霧鵠］2

　　　　　　　　　　　　レ7（22）B（22）

　　　　　　　　　　×
　　　　　　　　　　　　　S（22）

　　　　　　　　　　　　　　　11S（〔2）｝2
　　　　　　　　　　910［1］＝一
　　　　　　　　　　　　　　　σ2　S（22）
　　　　　　　　　　　　1［17（εz）十β（∈2）］2

　　　　　　　　　　　σ2　　S（β2）

　　　　1　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　1
9［N］一一7ΣΣ‘乞，2＝一ア［IV（∈2）＋β（ξ2）＋押・2］＝了［S（∈2）＋N荏2］

　　　　σ凸　¢ゴ　　　　σレ　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ一
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に並んだz2変量は，最下段を除kて　すべて互に独立であって・そ

の合計が9［N］になっている。このうち，91［N－26］が，（1。16）

（1．19）によって観測可能な形になっているほかは，まだ確率変教

勘によって表わされてはいない。したがって，これを確率変数吻

に関する共分散分析表と名づけた。

　級の個数が1個だけで，む＝1のときには，瑚＝｝V，β＝Oから94レ

ー1］，‘26［む一2］，‘27［1コ，9g［1］がすぺて0となり，さらに，‘21＝911，

g2［1コ＝95［1］＝910［1］，g3［1コ＝98［1］，π1＝！Vによって

　　　9［凋魂［［ハ7－2］＋92［1］＋93［1］

　　　　　　　第2表ξに関する共分散分析表（む＝1）

9・脚］一麦榊｛馨ll21一÷陣」箒i｝2］

　　　　　　　　　　　　オ
　　　＝万rダ（¢ゴ＋β2’）2

　　　　　　　　　λ2　　　　1　｛ω（∈z）｝2
92［1］一95［1］一91・［1］＝7グ（2ゴー2）2＝ア忽ひ（22）

　　　　　　ハ瑠
93［1］＝98［1］＝7

　　　　　　　　　
9［N］＝7ヲ‘ノ＝ア［ω（の＋N≧2］

（注）ε一1のとき，πFN，フ司，2，…，亙，なお馬賜殉β‘の添字＆は略す・

　　2ユ冒巨，ζ1濡這，βiO，S＝IV＝臥

という分割がなされ得るに止まる。これは第2表として示してあ否が。

よく知られた直線回帰の共分散分析表にほかならない。

　またむ＝2のときは，

（・．3・）B（∈2）B（β2）一 1π乞（亀一蓄）2
惨‘（2乞一2）2］

　　　　　　　　　一降乞（～乞一蓄）（2葛一2）］2－IB（〔3）12

から，g6レー2］＝0となるが、それ以外は第1表と変らない。



　　　正規回帰理論における共分散・重共分散分析法

第1表（に関する共分散分析表（ε≧2）

13

9皇1［箆r2］

9且2［ ー2］

伽1－2］

9、君［7あr2］

蔓．1［1］

922‘1］

92（［・］

92ポ［1］

931［1］

932⊆1］

93牢・］一

93む［1］

　　　　　　　1
9i［N－26］＝　ΣΣ［（吻一～‘）一（勧一葡λ‘］2
　　　　　　　σ2乞ゴ

ー議［噸ヂ畿農i｝2］

一毒［τV（の・）ぞ〔留2］

　　　1　　　　　　　　＾
＝　ΣΣ（勘一飾一β肉）2

　　σ2　多ゴ

92［司

　1
ユ7ぞλ‘2ヲ（2‘ゴー2‘）2

　1　｛2〃乞（‘β）｝2

　　Σ
　σ2名死〃‘（22）

　93［む］

　　1二　　Σπ‘一‘2

　σ2　乞

　　1
＝　［B（∈2）＋醜2］
　σ2

　　　　　　1
94［亡一1］＝ （λ盛一λ）2 （2¢ノー2‘）2

　　　1　慨（∈～）〕2

　　　　　　耽（22）

　　　　　　1
96［ご一2コ＝一Σ呪（～仁～）一（2仁2）μ］2

　　　　　　σ2乞

一崇［B（・・）」餐鍔｝2］

Σ
5［　

2
1
σ

一一

｛監211｝2］

　　　　λ2
95［1］＝一丁ΣΣ（2乞ゴ

　　　　σ血吻
　　　　1　｛IV（（～）｝2
一乏‘）2＝一7
　　　　σ』1グ（22）

9・［・］一｛簿π‘（2‘

　　　　11B（（2）｝2
－2）2＝7Bk22）

　　　　199［1］皿一（λ一μ）2
　　　　σ2

　1グ（22）B（22）　　1

X　　　　　　　　　＝一
　　　S（z2）　　σ2

×［監霧一募留］2

　｝7（z2）B（22）
×
　　　S（ε2）

　　　　　1｛S（〔2）｝2
910［1］＝一
　　　　σ2　S（22）

　1［『（〔2）十B（（2）］2

σ2 S（22）

　　　　　N年2
98E1］＝　。
　　　　　σ』

　　　　　1　　　　　1　　　　　　　　　　　　　　1
9四＝τ曙（‘ゴ』7［17（（2）＋B（‘2）＋N・2］7［S（‘2）＋凋
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2む］，g3［司およぴこれらの各級毎の組成分子とも独立である。なお，

（1．25）第1式を（1．6）（1．24）によって変形すると，次の形にな

る。

（・・21）仙［む一・コー号r［ぞ｛箒IH誰1｝2］・

　以上を　まとめると，（1，9）（1．22）（1．26）により，9［1噂が次

のように独立なz2変量に分割されたことになる。

（L28）　9［胡＝9、［N－2む］＋92［‘］＋93団

　　　　　　　　＝91［N－2哲］＋94［亡一1］＋95［1］

　　　　　　　　＋96［ε一2］＋97［1］＋98［1］

　最後に，95［1コ＋97［1］を次のように分割しなおすことができるゆ

　　　　　　　　　1

（1．29）

という変量を作ると，（1．

　　　襲［・］＋紐〔・］一÷［｛辮1｝2漢鶉｝2］一櫛

が出る。両辺の各項を

　　　研（∈2）　　B（∈～）甲

　　　　　　　ン　　　　σ　　　　　　　σ

に関する正値二次形式とみると，いずれも　その階数は1になってい

る。したがって再びCochranの定理により，左辺の自由度2のZ2変

量が，自由度1ずつの互に独立なで変量に分割しなおされる。すな

わち

（1，30）　95［1］＋97［1］＝99［1］＋91。［1］

で，右辺の2者は互に独立であるだけでなく，（1，28）最右辺の

95［1］，97［1］を除く諸項とも独立である。

　（1．9）（1．28）（1．30）、を表の形にまとめる と第1表を得る。縦

99＝一7（え一μ）2｝V（22）B（32）／S（22）

　　σ

一歯｛、誰i一調2吻げ）／s紛

　　　1　〔S（ξ2）｝2　i　｛研（〔～）＋B（（β）｝2
9・。＝一 s（22）＝一 一　8（22）　，

　　　　　5）第1式を用いて，



　　　　　　　　　正規回帰理論における共分散・重共分散分析法　　11

〈・・23）軌圖一崇［瑚鷺1｝2］

とも書くことができる。

　今度は，92［司の分割を考える。そのために，乞σ‘（32）をウエイトと

してλ‘の加重平均えを定義する。（1．6）から
　　　　　　　．Σ窺（z2）λ‘
　　　　　　　3　　　　1v（∈～）
〈1．　24）　　　　λ＝＝　　　　　　　　　　＝＝

　　　　　　　Σ娠z2）　研（22）
　　　　　　　　乞
これを用いて

　　　（物一2乞）え，＝（初一2‘）（えrλ）十（物一2‘）λ

と変形しておいて，両辺の二乗をとり，¢およびブについて総和する。

〈1．6）（1，24）によって積の項の総和は消えて，平方の項だけが残

るo

一｛ll二‡難響芸‡響響，

，とおくと，

　　　92［‘］＝94十95

を得る。両辺の各項を

　　　」L＿丞L＿．，　　＿瓦
　　　　　，　　　　，　　　　””●■’，
　　　σ　　　　σ　　　　　　　　　　　　σ

1に関する正値二次形式とみるとき，92［孟］の階数は‘であるが，94，

95の階数は　それぞれむ一1，1を越えない。94については，6個の
　λ㊤一え

　　　v爾『の間に（L24）によって，爾を係数とする
　σ
　　　　’λ乞一λ

　　　Σ　　蘭・爾＝o　　　乞　　　σ

という条件式があることを考えればよい。そこで（1．8）を得たと同

じ論法で，

・（1．26）　92［6］＝94［む一1］＋95［1］

となり，右辺の2項は互に独立なで変量で，その自由度は括弧内に

記した、ものになっている。これら2者は，（1．9）最終式の91［1V一
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これを用いて，竜を

　　　概＝［（亀一言）一（勉一2）μ］十（銑一2）μ十ど

と書きなおし，両辺を二乗して吻を掛け，¢について総和する。積

の項の和は，総平均値の定義と（L20）とから消えて，

〈1．21）

　　　96＝7Σπ‘［（百信一i）一（助2）μ］2

　　σ　　多

97一｛舞π‘（2‘一2）2一｛爵β（z2）一÷・

　　Ni2
98＝丁　　σ
　　　　　　一，孟）に注意して，

｛B（∈z）｝2

B（z2）　’

くとおくと，σ‘2＝σ2（乞＝1，2，・

　　　93［4＝96＋97＋98

を得る。両辺の各項を

　　　君1　　ζ2　，．．．．＿，．．　」皇L
　　　一，　　一・　　　　　　　　　　　　，
　　　　σ　　　　σ　　　　　　　　　　　　　σ

に関する正値二次形式と見るとき，g3［オ］の階数は孟であり，g6，g7，

・Q8の階数は　それぞれ6－2，1，1を越えない。96については，μが
ζ‘の歌同次式であって，繭の疏［（♂‘一蓄）一（2‘一2）μ］の間に，

　　　　　　　　　　　　　　　　ひ
総平均値の定義と（L20）とによって

　　　Σ呵［（唇盗一蓄）一（2‘一2）μ］vπ’一・，

　　　己　　σ

　　　Σゾ万［（君‘一唇）一（をr2）μ］、／π（2r2）＝o

　　　多　　　σ

という2個の条件式のあることを考えればよい。そこで（L8）を得

たと同じ論法で，

（1．22）　93［‘コ＝96［卜2］＋97［1］＋Q8［1］

を得て，右辺の各項は互に独立なx2変量で，その自由度は括弧内に

記したものになっている。これら3者は互に独立であるだけでなく，

（1．9）最終式の9、［1V－24，92［む］およぴこれら2者の各級毎の組成

分子とも独立になる。なお，（1，21）第1式は，（1，20）により



　　　　　　　　　正規回帰理論における共分散・重共分散分析法　　9’

（L・6）轍一2］一赤［吻（が）一1溜12］・

すなわち，91死勘一2］では，ξのかわりに詔と書いてもよい。（1。16）

は観測可能な確率変数勘で表わされているから，標本から計算し得

る統計量である。

　また，α‘，βεの最尤推定子を，

α切 ＝i縷　　　　r
とすれぱ，（1．6）（1．14）から，

（1，18）　えε＝βrβ乞

が出て，（1、12）（1．17）を用いて，

　　　（ξザ君‘）一（2ザ2‘）え‘＝∬ザ凌rβ‘殉

を得る。したがって，（1．7）第2式は，．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ（1・19）　91乞［ηr2］一＝rΣ（劣‘，一δrβ慨ノ）2

　　　　　　　　　　σ乞　ゴ

とも書ける。右辺の総和項は，第¢級内の推定誤差平方和である。

　この91‘［耽一勿（ぎニ1，2，…，哲）を用いれば，分散系列1σ捌（乞讐

　　　　　　　　　　　　〔5〕
1，2，…，む）の均一性を検定できる。そして，帰無仮設

　　砺＝σ‘2＝σ2（¢＝1，2，…，む）

が採択されたならば，σノ＝σ2とおいてよい。以下では，この仮説が

採択されたものとし，（1．1）の動の母分散は，¢の如何にか」わら

ずσ2に等しいと仮定する。

　　　　　　　　　　　　　（・）

　（1，9）最終式右辺のg2［6］とg3［6］が，さらに互に独立なゼ変

量に分割される。まず，93［司について考える。

　亀の亀への回帰を考え，B（の≒0として，その標本回帰係数をμ

と書く。

　　　　　　　召（∈z）

（1・20）μ＝B（22）　　　　　　　．



8　　一橋大学研究年報　経済学研究　5

　　　ご　　　　　　　　　む　　　　　　　　　　　　む　　　　　　　　　ヂ

　　　Σ9‘［π乞］＝Σ9且‘［πr2］＋Σ’92‘［1］＋Σ93‘［1］
　　　‘目1　　　　　　　　‘耳1　　　　　　　　　　　　‘＝1　　　　　　　　一＝呈

における右辺の3む個のガ変量はすべて互に独立である。左右両辺の

総和項を　それぞれ9，91，92，93で示せぱ，これらは自由度．Σ境＝罵
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　る
、Σ（πr2）＝1V－2む，む，‘のX2分布に従い，91，92，93は互に独立であ
ひ

る。すなわち

（1．9）

（1．7）第2式を（1

（1．10）

となるが，

　（1．1）から出る2式

（L・・）｛二瓢写蹄艶

を辺々相減ずれば

（1．12）　∈‘，イ乞＝（勘一諺乞）一βε（2‘ゴーを‘）

を得る。これを二乗して，ブについて加えて，

（L13）　蝋〔2）＝ω‘（の2）一2β‘蝋¢z）＋β掘（～2）、

他方，（1．12）の両辺に（鞠一のを乗じてゴについて加えれぱ，

（L　14）　　　ω‘（∈z）＝ω‘（¢z）一β‘ωε（22）。

これから

　　　　　　｛吻（ξ2）｝2　　｛碗（駕）12
（1，15）　　　　＝　　　一2β‘ω‘（篇）＋β‘2ω‘（22）
　　　　　　　耽（～2）　　蝋乞2）

を得て，この式と（1．13）を（1．10）に代入すれば，

　9［N］＝Σα［πε］，

　　　　づ
91［N－2む］＝Σ9且‘［πr2］，

　　　　　　　喜
92［‘］ニΣ92‘［1］，

　　　　多
93［む］＝．Σ93死1コ，

　　　　＄
9［胡＝91［1V－2司＋92［‘］＋93［ご］．

　　　　　　6）を用いて変形すれば，

α［π・一2］一
・（♂）」鵠｝2］

これは　さらに次のように変形される。
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　　　　　膿＃腰睡）（岳屡｛箒鴇12

とおくと，

　　　9‘＝9、‘＋92‘＋93‘

を得る。両辺の各項を

　　　∈乱　　（乞2　　　　　　　∈‘η‘
　　　　　ヨ　　　　　　ン　　　　　　　　　　　　り
　　　σ‘　　　σ5　　　　　　　　　　　σε

に関する二次形式とみるとき，これらは　いずれも正値形式で，9乞の

階数は勘であり，91乞，92乞，9♂の階数は　それぞれηr2，1，1を

越えない。何となれば，研については，（1．6）によりλ‘が動の

一次同次式であり，［（吻一荏‘）一（御一2乞）え乞］ノのの総個数は，ゼを固定

するときπ‘個あるが，それらの間に，級内平均値の定義による

　　　　ΣE（殉一の一（物一のλ乞］／σ肝o

　　　　ゴ
という一次同次の条件式1個と，（1．6）による

　　　　Σ［（〔r～‘）一（宕ザ2名）λ‘］（2ザ2‘）／σ¢＝o

　　　　ゴ
という他の一次同次の条件式1個とがあるため，その階数はπr2を
　　　　　　　　λε　　　　　　　　　　　　　　　　亀
越えない。Qノは一、／乞σ‘（22）の二乗，‘2♂はγπ一の二乗になっ
　　　　　　　　σ‘　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ‘

ているから，それらの階数は共に1を越えない。

　しかも（1．7）から分るように，問題となっている二次形式は　い

ずれも正値二次形式であるから，3個の正値二次形式の和研＋92f＋

・g3‘の階数は，（π‘一2）＋1＋1＝翫を越えない。それがg乞の階数π‘

に等しいから，“，9ノ，9♂の階数はπr2，1，1となる。こ㌧で

Cochranの定理を用いれば，（1，7）の最後の3者は，自由度㍑一2，

1，1のゴ分布に従い，しかも互に独立である。で分布に従う変量

については自由度が大切であるから，角括弧をつけて自由度を附記す

ることにすると，

（1．8）　gi［π‘］＝91‘［πr2］＋9〆［1］＋93¶］・

　こ、で一¢＝1，2，…，‘に関して辺々相加えれば，級間では変数の独

立性が前提され，ているから，
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S（22）＝ΣΣ（2乞ゴー2）2＝夙22）＋B（z2），

　　　‘ゴ
S（〔2）＝ΣΣ（ξ‘，一蓄）2＝r（∈2）＋B（〔2），

　　　‘ゴ
S（¢2）＝ΣΣ（鞠一房）2＝昭（必2）十B（の2），

　　　名ゴ
S（∈2）＝ΣΣ（〔‘ゴー言）（靭一2）＝躍（‘z）十B（∈乞），

　　　‘ゴ

S（銘）＝ΣΣ（勘一¢）（殉一2）＝研（游）十君（鍍），

　　　ピゴ

　以上の定義式で，B（∈2），PV（（～）などのように吻を含むものは，

理論模型（1，1）において想定された確率変数吻に関するものであ

って実際には計測不可能であり，β（の2），昭（切のように確率変数勘

を含むものが統計量として経験的に計算され得るのであるから，両者

を混同しないように注意する必要がある。以下の推論の中心点は，理

論模型（1．1）を確率変数動から¢‘ゴヘの変換式とみなし，まず

（》に対してCochranの定理を用いて互に独立なX2変量を求め，次

にこれを新変数勘に移しかえる所にある。その際，説朋変数勧は

予め決められた値をとるものと考えるから，これを常数として扱うこ

とができる。

　はじめに第乞級内における殉の勧への回帰を考え，瑚（22）キ0

（ゼ＝1，2，…，ご）として，その標本回帰係数をんと書く。

　　　　　　　窺で〔2）
（1．6）　λ‘＝　　　，（z＝1，2，・甲・，む）
　　　　　　　耽（22）

これを用いて蛎を

　　　吻＝［（殉一切一（物一2z）胡＋（勧一勿λ汁言6

と書きなおして両辺の平方をとり，乞を固定してブについて総和する。

積の項の総和は，級内平均値の定義と（1，6）とから消えて，平方の

項だけが残る。したがって

（1，7）

　　　1　π‘9乞＝7T・Σ〔乞ゴ2

　　　σ‘　フ昌1

9氏‘一Σ［（吻一の一（吻一2乞滅コ2／犀

　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　、
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する必要がある。

　次のように記号を決める。第乞級の級内偏差平方和およぴ積和を表

わすのに，withinの意味で頭ωを用い，次のように書く。

（1．2）

　　　　πf　　　　　　　　　　1　窺
蝋z2）犀Σ（鋤一の2，2f＝一Σ～重∫
　　　，＝1　　　　　　　　　　　　　　η‘　∫罰1

　　　　　　　　　　　　1蝋ξ2）＝Σ（〔ザ♂‘）2，荏乞＝一Σ‘ゑノ

　　　　ゴ　　　　　　　　　　π‘　フ

　　　　　　　　　　　　　1窺（の＝Σ（勘一毒‘）2，諺‘＝一・Σ鞠

　　　　ゴ　　　　　　　　　　7L‘ゴ

耽（ξ乞）＝Σ（〔5ゴー荏乞）（2‘ゴー2‘），

　　　　ゴ

慨（駕）＝Σ（勘一露ε）（靭一2‘），

　　　　フ

　これらを乞について1からオまで総和したものには，大文字躍を

用いる。

　　　　　　　　　　む　　　　　　甲（22）＝Σω‘（22），｝V（∈2）＝Σ急σ乞（〔2），

　　　　　　　　　ぎ頴1　　　　　　　　　　　　　乞

（1，3）　躍（の＝Σ耽（ω2），灰∈2）＝Σ娠∈z），
　　　　　　　　　　‘　　　　　　　　　　　　　　　㊤

　　　　　　｝V（諾2）＝Σω‘（詔z）．

　　　　　　　　　　㊤
　これに対して級間偏差平方和および積和はbetwee且の頭文字を用

いるが，｝Vに対応する意味で大文字Bで示す。
　　　　　　　　　　む　　　　　　　　　　　　　　　　　　直　　　　　　　　　　ε　　π歪

（1。4）

’

　総偏差平方和（または積和）をSで示すと，

和（または積和）と級間偏差平方和（または積和）に分解されるから，

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　1
－8（22）＝．Σ瞬（2r2）2，2＝一．Σπ薪躍一・ΣΣ鞠
　　　乞冨1　　　　　　　　　1V‘司　　　　』V加1ゴ冨1

　　　　　　　　　　　　1　　　　　　1B（（2）一ぞ噛一♂）2・（一万ぞπε’‘ニァぞグξ盛ノ

　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　　1
B（謁2）一坤‘一¢）2」一万イ噛＝万署勘

．B（∈z）＝Σπ‘（♂r‘）（2毒一2），

　　　　乞

．B（の2）＝ΣP‘（諏‘一諺）（2‘一2）．

　　　　3
　　　　　　　　　　　　　　　　これは級内偏差平方
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だこのような揚合への適用は述べられていない。本論文では，これと

は別の見地から，一元回帰・多元回帰の揚合を通じて，統一的な立揚

からの理論的構成を試みる。これを一言で言えぱ，共分散・重共分散

分析のいずれにおいても，問題の中心は，Cochranの定理を用いて，

共分散または重共分散を互に独立なκ2変量に分割し，その自由度を

決定することにある。原理的に見るかぎり，一般に説明変数がκ個の

揚合の重共分散分析法を述べれば，ゐ＝1とするとき，その理論は共

分散分析法に帰着し，両者を区別する必要はない。しかし，はじめか

ら重共分散分析法にはいると，無用の混乱を起すおそれがあるので，

こ㌧では，まず共分散分析の揚合について研究し，次に重共分散分析

に移る。そして，共分散分析の揚合に成立する関係式をベクトル記号

に直せば，きわめて簡単に重共分散分析に移行することができるので，

共分散分析について　できるだけ多くのことを述ぺておき，重共分散

分析の所では，そこで新たに問題として登揚してくる事柄に注意を集

中する。これによって，単に説明が容易になるだけでなく，重共分散

分析法の特色が明かになるという利点がある。

ll一元回帰における共分散分析法

1独立なX2変量への分割

　　　　　　　　　　　　　（イ）

　説明変数を2，被説明変数を¢で示し，第ゼ級（ゼ＝1，2，…，6）に

おけるπ‘（≧2）個の観測値（勧，2の（フ＝1，2，…，π乞）は，次の確

率模型に従うものとする。

（1．1）　勘＝αε十β偽十〔乞ゴ

　こ㌧に耽，負は母数で，％は母平均O，母分散σ¢2の正規分布に

従い，¢，ブの如何にか」わらず互に独立な確率変数とする。6個の
　　　　　　　　　　　　　　　む
全級にわたる観測値の総個数を，1▽ニ，Σ翫とおく。（L1）の殉は理
　　　　　　　　　　　　　　　すコヱ
論的に想定された確率変数であって実際に計測することはできない。

経験的に観測される確率変数は殉ではなくて陶であることに注意
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分析が用いられているが，それらは本来研究の目的とする主効果一

摂取食物の品種や数量の及ぼす影響一にとっては撹乱者として作用

する部分を測っているにすぎない。それらは，本来は興味なき外的与

件の作用を取り除く目的のために用いられており，回帰分析自体が本

来の研究目的ではない。これに反して，経済学で回帰分析を用いて，

所得額や価格が消費量に及ぽす影響を研究する揚合には，これら独立

変数の及ぼす効果自体が研究の主目的であって，その影響の大きさを

測るために回帰分析が用いられている。したがって，同じように共分

散・重共分散分析の名前で呼ばれていても，実験計画論の揚合と回帰

理論の揚合とでは，おのずから異った型の確率模型から出発し，理論

展開の方向もまた異らざるを得ない。実験計画で用いられる共分散・

重共分散分析法を，何らの変更をも加えずに，そのま」の形で経済学

に適用することは，よほど特殊な型の問題でないかぎり不可能である

し，たとえ適用し得ても，そこで得られた結果に対して経済学的に苦

しい解釈をつけなければならないことになる。従来　経済学者に親し

まれてきた正規回帰理論に関して，共分散・重共分散分析法を適用し

て統計的分析能力を高めることは，最近に至って計量経済学者によっ
　　　　　　　　　　　　　　　　〔2〕
て注目され，我国でも　すでに小宮隆太郎氏による解説と適用例の展

望があるが，この揚合の数理統計学的基礎理論を構成することは，経

済現象の統計的計測結果を判断する上で寄与する所があるものと信ず

る。

　共分散およぴ重共分散分析の区別は，回帰方程式における説明変数

が1個だけの揚合が一元回帰における共分散分析法であり，説明変数

が2個またはそれ以上ならぱ多元回帰における重共分散分析法となる。

回帰理論における共分散分析法については，A．M．Moodの説明があ
　〔3〕

るが，その叙述はかなり複雑で理論的見通しが悪く，そこで述ドられ

ている特殊な型の検定法以外への応用が困難である。また重共分散分

析法については，6＝1の揚合に関しては，正規回帰理論としてS．S．
　　　　　　　　　　〔4〕
Wilksによって説かれており，こ、で間題とする‘≧2の揚合につい

ても，wilksの線に沿うて理論を展開することも可能であろうが，ま
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問題とすることになる。この揚合，さらに第3の分類要因（例，産業

の種類による区分）が加わり，この要因についてo個の分類が可能な

らば，む＝αδ襯個の回帰方程式が研究の対象となる。各グループ内の

回帰方程式の個数は，こ」では簡単化のために同一個数肌としたが，

これはグループ毎に違っていてもよい。実験計画論における分散分析

法では，母数模型・変量模型・混合模型というように問題の性質に応

じて使用される確率模型が違っており，分類要因の個数によっても理

論の型が変わる。回帰分析の揚合にも，これと同じような分類が可能

であろうし，殊に2種類またはそれ以上の分類要因があるとき，各要

因について確率変数を考えるとすれば，分類要因の個数によって理論

的構成も異ってくるであろう。しかし，経済学の研究でよく用いられ

る正規回帰分析で前提される確率模型では，確率変数は誤差項として

たマ1個現われるに過ぎないので，分類要因の個数がいくつあろうと

も，上記のように回帰方程式の個数の増加として処理することができ

る。そして，その個数を一般にむとするとき，これら6個の回帰方程

式を適当にグループにまとめ，そのグループ間で差違があるか否かを

検討する形で理論を構成すれば足りるし，各グループに含まれる回帰

方程式の個数も，同一個数である必要はない。

　共分散およぴ重共分散分析法は実験計画論の一部として発展してき

ているが，実験計画でこの手法を用いる主目的は，実験結果に対して
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ユユ
影響を与える外的与件の効果を除去する点にある。たとえば，摂取食

物の品種および数量が実験動物の発育状態に与える影響を観察すると

き，実験開始時における各動物の生育状態を示す指標として，生後日

数や体重をとるならぱ，実験開始時の生後日数や体重が実験結果に及

ぼす影響を除き去ることが必要であり，そのために，これら外的与件

の効果が線型的・加法的に作用することを前提して，共分散分析また

は重共分散分析法が使われる。本論文の最終節で要点を示したr修正

された平均値」．中比較という手法は，　まさに　この種の方法の好適

例である。動物の飼育実験の例でも分るように，このような揚合に

は，除き去るべき外的与件の効果を測るために一元または多元の回帰
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正規回帰理論における

共分散・重共分散分析法

磯　野 修

1　序　　説

H　一元回帰における共分敵分析法

　　独立なズ変量への分割

　　一元回帰における推定と検定

皿　多元回帰における重共分散分析法

　　独立なκ2変量への分割

　　多元回帰における推定と検定

IV　結　　論

1序 説

　この論文の目的は観測された回帰方程式がむ個（6≧2）あるとき，

回帰係数の比較に関する推定および検定の理論的根拠を明かにするこ

とにある。経済学では，ク・ス・セクシションの資料から1個の回帰

方程式を言†測し，これをむ個の時点について繰り返して，全部で哲個

の回帰方程式を求め，これらの回帰方程式が時間の経過と共に変化し

たと見なし得るか否かを問題にすることが多い。この場合は，時間と

いう1要因についてむ個のグループを考え，各グループについて1個

ずつの回帰方程式を計測したことになる。観察対象を2種類またはそ

れ以上の要因によって分類した揚合も同じように扱うことができる。

たとえば，第1の要因（例，景気の好況・不況による区分）について

α個の分類が，第2の要因（例，企業規模の大小による区分）につい

てわ個の分類が可能ならば，面個のグループ別が生じ，各グループ

についてそれぞれ勉個の回帰方程式を計測すれば，全部で孟＝面鵬個

の回帰方程式が得られ，これらの係数の間に相違が存在するか否かを


