
ゲーム理論のための論理系
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　筆者は金子守氏（筑波大学社会工学系）との共同研究で，ゲーム理論の

諸問題を数理論理学の手法によって解明することをめざし，金子氏がゲー

ム理論の側面を，永島が証明論の側面をおもに分担して，ゲーム論理

（Game　Logic）という論理体系を構築した［KN96，KN97］．ここでは，

その論理体系における証明論的に基本的な結果のうち紙幅の制約で証明を

省いたことの一部などにっいて，やや詳しく述べる．

　ゲームのプレーヤーがη人いるとして，それらのプレーヤーの共有知

識（common　knowledge）の記述のために，まず各プレーヤーの知識を

あらわす様相演算子瓦を古典述語論理の体系に追加する．論理式ハであ

らわされる命題に対して，Aであることを第ゼプレーヤーが知っている

（あるいは信じている）のをκ且であらわすとする．14が共有知識である

とは，η＝2の場合を例示すれば，

　　　　　　　　　4KIAK2κL4KIK2KIA．．．

　　　　　　　　　　K24Klκ24脇Klκ2A．．．

がすべてなりたっことをいう．それを論理式で記述するために，無限個の

論理式に対してもくが適用できるように体系を拡張し，共有知識であるこ

とをあらわす論理式
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　　　　　ハ〈κL！1〈κ2五くK2Kl且くκ1κ2A〈属κ2κE沌く，．．

を考えて，これをC（A）と略記する．なお，古典論理の双対性を考慮し

て，〈でだけでなくvも無限個の論理式に適用することを許す．従ってわ

れわれの体系はη個の様相記号のある多様相論理であるとともにまた無

限個の論理式をく，Vで結ぶことを許す無限論理（innnitary　logic）で

もある．無限論理一般については例えば［T87］第4章参照．ただし，共

有知識の記述という目的のためには無限論理L、、、のかなり小さい部分体

系で足りる．

　無限論理をもちいずに共有知識を記述することはHalpem　and　Moses

［HM92］が試みている巧妙な方法があるけれども，特殊な推論規則をも

ちいる彼らの方法はわれわれの目的には採用しがたいものであり，困難を

承知の上で敢えて無限論理を採りあげることにする．ゲーム論理と既存の

いくっかの論理との関係を図示するとっぎのようになる：

　　　　　　　　　　　→　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　→多様相命題論理

　　　↑

様相命題論理

　　　↑

　命題論理

→

→

なお，ここで無限述語論理とあるのは，

特定の一っである．

多様相述語論理　　　ゲーム論理

　　　↑　　　　　　　↑

様相述語論理　→

　　　↑　　　　　　　↑

　述語論理　　→　無限述語論理

　　　さまざまな無限述語論理のうちの

　さて，ゲーム論理GLωについて，そのRussell－Hilbert流の体系とse－

quent　calculusの体系との二っの体系を定義し，Russell－Hilbert流の体

系における演繹定理やnecessitation　ruleなどを示し，また二っの体系が

たがいに同値であることなど示す．

　記号や用語について，［KN96，KN97］と必ずしも一致させてない箇所もある．
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　例えば公理の名称は，［KN96］ではL1、と書いたものをここではKL1、と書く．

　まずゲームのプレーヤーの人数をあらわす自然数πを任意に固定する．

応用上興味のあるのはπ≧2の場合である．π＝0の場合は無限述語論理に

過ぎず，η＝1の場合は様相述語論理KD4（の無限述語論理の一っへの拡

張）になる．つぎの記号をもちいる．
（
1
）

（2）

（3）

（
4
）

（
5
）

自由変数αD，α1，．．．．

束縛変数∫o，エ1，．。．．

知識記号属，．．．，κ．．

論理記号r，⊃，〈，v，∀，ヨ．

補助記号括弧，右矢印など．

　自由変数，束縛変数はそれぞれ可算無限個あるとする．知識記号を除い

て古典述語論理でもちいるのと同じ記号であるが，〈，vを高々可算無限

個の論理式に対して適用する点で古典述語論理と異なる．

　上に挙げた記号のほかにさらにいわゆるnonlogicalsymbolsすなわち

いくっかの函数記号ん，五，．・．と1個以上の述語記号瑞，君，．．．とを任意に

定め，これら全体を∠であらわす．各函数記号と各述語記号とに対応し

てその項数（arity）とよぶ目然数が定まっているとする．∫の項数がた

であるとき∫を為項函数記号という．述語記号についても同様．

　目由変数をあらわすメタ記号としてα，わ，．．．をもちい，束縛変数をあら

わすメタ記号として鉛μ，．，．をもちいる．項（tem）の定義は古典述語論

理の場合と同じく，つぎのとおりである．

（1）　自由変数は項である．

（2）∫がた項函数記号で置1，．．．，孟たが項ならば∫（ら，．．．，‘た）は項である．

（3）以上によって得られるものだけが項である．

　論理式（formula）の定義はつぎのとおりである．まず，素論理式

（atomicformula）は古典述語論理の場合と同じく，P（‘1，．．．，のの形の
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もの（Pはκに属するた項述語，オ1，。。．，ちは項）とする．素論理式は論

理式であると定める．

　形式的表現の任意の集合窯に，形式的表現の集合劣をっぎのように対

応させる．

（1）竃に属するものはZに属する．

（2）ハが劣に属するならばr乃は望に属する．

（3）A，βが劣に属するならばA⊃βは窒に属する。

（4）AがZに属し，τが且に含まれないならば，、4の中の自由変数α

　をすべて∬に書き替えた結果を・4’とすると，∀¢ズ，ヨぼバはいずれも

　寛に属する．

（5）Aが劣に属するならば瓦・4は劣に属する（1，、．．，η）．

（6）以上によって得られるものだけが寛に属する．

　っぎに集合の列弁o，A，．．．を帰納的に定める．素論理式の全体を窯と

したときの寛を．Poとする．丸の空でなく高々可算で自由変数を有限個

だけしか含まない部分集合5対するくεとv8との全体をZとすると，

瓶∪πを．篠＋1と定める．

　さらにメ）ω＝∪セくω瓶とおき，∫ωに属するものを理論式という．なお，

共有知識を記述する力をそこなわずに，〈，vの適用についての条件をさ

らにきびしくして，論理式の範囲を狭めることができるけれども，それに

ついてはここで論じない．

　定義から，8が・Pωの空でない有限部分集合ならば〈εと〉εとは論理

式である．なおεがメ，ωの可算な部分集合であってしかも自由変数を有

限個だけしか含まないとしても，〈8・〉εは必ずしも論理式にはならな

いことに注意．

　論理式をA，β，．．．，X，y，．．．であらわす。

　略記法についていくつか約束する．（4）の丑，・4’をそれぞれハ（α），
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ハ（エ）と書く．〈｛Aβ｝を且くβと書き，V｛4β｝を／IVβと書く．ふっ

うの古典論理の体系の場合と違い，且くBとβ〈ハとは同一の論理式の表

記であることに注意．（ハ⊃β）〈（B⊃ハ）をA≡βと書く．〈恒｝と且と

は異なる論理式であるが，たがいに同値になる．〉についても同様．

　括弧の省略のためにっぎの規約を設ける．結合の優先順位は単項演算子

r，∀，ヨ，κ1，．．．，K．が最も高く，そのっぎがくとv，そして最も低いのが

⊃と…であるとする・⊃の重なりに関しては右優先，すなわちA⊃β⊃C

は孟⊃（β⊃C）の意味と約束する．

　ギリシャ大文字丁，∠，．．．，ε，17，．．．は，論理式の集合であってっぎの条

件をみたすものをあらわすと約束する：

（1）　ある自然数たに対するメ）舟の高々可算な部分集合である．

（2）　自由変数を有限個だけしか含まない．

言い替えれば，〈，〉の適用を許す集合または空集合のいずれかを意味す

る。

　さらに省略記法として｛rXIX∈θ｝をrεと書き，｛κXIX∈θ｝をκ5’

と書く．また，〈（ε∪π）を〈（5『，π）と書く．〉についても同様，

〈（但｝∪ε）をく（45）と書く．Vについても同様，

　ゲーム論理の二つの形式化のうち，まずGLωのRusse11－Hilbert流の体

系を定める．その準備として体系GL。のRussel1・Hilbert流の体系を定め，

のちに公理を追加する．

公理図式（axiom　schemata）：

　　Ll，ノ1⊃β⊃A

　　L2．　（ノ1⊃β⊃C）⊃（君⊃β）⊃ノ1⊃CL

　　L3．　（rz4⊃rβ）⊃（r／1⊃β）⊃A

　　L4．　〈8⊃z4　（A∈5）．

　　L5，！1⊃〉5　　（14∈ε）．
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　　L6．　∀¢z4（¢）⊃ノ1（‘）．

　　L7．ノ1（護）⊃ヨ¢ノ1∫

推論規則（inference　mles）：

　　　　　　　　　　　　　∠4　z4⊃β
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（MP）
　　　　　　　　　　　　　　　B

　　　　　　　｛ハ⊃XIX∈ε｝　　　　｛X⊃z41X∈5｝
　　　　　　　　　　　　　　（〈）　　　　　　　　（v）
　　　　　　　　ハ⊃〈ε　　　　　　　　　　　V5『⊃／l

　　　　　　　　　B⊃z4（α）　　　　　　乃（α）⊃β
　　　　　　　　　　　　　　（∀）　　　　　　　（ヨ）
　　　　　　　　β⊃∀∫且（¢）　　　　　　ヨ¢五（¢）⊃β

　3は空でないとする．推論規則（∀）と（ヨ）とにおいて自由変数αは

下式に含まれていないとする．この二つについて，αをその推論のeigen・

variableという．

　ここまでの公理と推論規則からなる体系をGLoと記す．この体系には

K1，．．．，瓦に関する公理も推論規則もないから，GLoは古典述語論理を拡

張して可算無限個の式に対する〈・〉の適用を許した無限論理Lω、、の部

分体系に過ぎない。

　体系GL。の公理系に，まずつぎの公理図式を追加する（∫；1，．．．，η）．

　　KL1、．瓦（ノ1⊃β⊃ノ1）．

　　KL2，．κ（（z4⊃β⊃C）⊃（。4⊃B）⊃。4⊃C）．

　　KL3，．瓦（（r。4⊃rB）⊃（r。4⊃8）⊃14）。

　　KL4塞。瓦（〈ε⊃ハ）　（z4∈3）．

　　KL5，。瓦（A⊃Vε）　（ノ1∈5）．

　　KL6，．瓦（∀∬z4（∬）⊃∠4（‘））．

　　KL7，．瓦（A（‘）⊃ヨ¢ノ1（∬））．

　　KMPl．瓦（A⊃B）⊃κハ⊃κE

　　K〈、．瓦（〈｛且⊃XIX∈ε｝）⊃瓦（ハ⊃〈5）。

　　KV，．κ（〈｛X⊃ノ11X∈ε｝）⊃κ（V5⊃・4），
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　　K∀，．κ∀∫（召⊃z4（¢））⊃κ（β⊃∀¢ノ1（¢））．

　　Kヨ旦．」鴎∀¢（ハ（∫）⊃Z3）⊃瓦（ヨ∫五（τ）⊃β）．

　　K⊥、．r瓦（且くr且）．

　　〈B、．　〈κθ⊃κ（〈5）．

　　∀B塞。　∀¢瓦・z4（¢）⊃κ∀∫z4（¢）．

　　PI、．κ（ハ）⊃κ（瓦（且））．

さらに，各歪（歪＝1，．．．，n）に対して，KLl、からPI、までの図式に該当す

るおのおのの公理Aに対するκ・4を公理として追加する．ここまでの公

理系をηとして，

　　　　　　∪｛κ、瓦2…瓦たXIX∈η，f1≠∫2≠＿≠耐
　　　　　　セモガ
をさらに公理として追加した体系がGLωのRussell－Hilbert流の体系であ

る．なお［KN96］ではGLoとGLωとの間にさまざまな体系を考えてい

るが，それらにっいては説明を省く．

　論理式Aと論理式の集合rとに対して，・4のrからの演繹図（deduc－

tion　ngure）は論理式からなる木構造でっぎの条件をみたすものと定義

する：

（1）　ある自然数為に対して，すべての論理式が八に属している．

（2）

（3）

（4）

（5）

枝（branch）の長さはすべて有限である。

根（root）は且である．

葉（leaf）はいずれもrに属する論理式と公理とのいずれかである。

葉以外の各節（node）の論理式とその上に隣り合っている論理式全

体との関係は，推論規則に該当する推論である．

　とくにハの空集合φからの演繹図をハの証明図（proof　ngure）という．

　・4のrからの演繹図のあるときAはTから演繹可能（deducible）で

あるといい，ノ「卜、4と書く．Aの証明図のあるときすなわちφ卜。4のと

き・4は証明可能（provable）であるといい，』4と書く．rU∠h4を
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1「，∠←ハと書き，｛β，C，．．．｝UT卜且をB，C，．．．，丁卜Aと書く．

　演繹図の根にある論理式を終式（endfomula），葉にある論理式を始式

（initial　formula）という．

　古典論理の場合でさえも与えられた論理式の演繹図をRussel1－Hilbert

流の体系で書くことは容易でなく，まず演繹定理を証明しておいてそれを

もちいて演繹図の存在を間接的に示す方法を採るのがふっうである．しか

し，その演繹定理を証明するための準備としていくっかの論理式の演繹可

能性を直接に示しておく必要がある．この事情はわれわれの体系において

もまったく同様である．

　っぎの補題は新しい結果ではなく，古典述語論理に関しては古くから知

られていることであり，無限のく，vに関しても容易に類推できるもので

あるけれども，最近は教科書などにも説明が見られないと思われるので，

参考までに述べておく．なお，この補題は瓦，．．．，K．にかかわらないので，

実はGLoで成立する．

補題1． っぎのおのおのが成立する．

　　　　　　　　　　　H且⊃孟

　　　　　　　　z4⊃β，B⊃CH∠4⊃C

　　　　　　　　∠4⊃β⊃CHβ⊃∠4⊃C

　　　　　　ト（B⊃C）⊃（ノ1⊃B）⊃、4⊃C

　　　　　　　　ハ⊃β⊃0卜B⊃乃⊃C

　　　　　　卜一（A⊃β）⊃（B⊃C）⊃且⊃C

　　　　　　　　卜、4⊃（且⊃β）⊃β

　　　　　　　　←（ハ⊃A⊃β）⊃五⊃β

　　　　　　　　　　卜rr且⊃z4

　　　　　　　ト（r且⊃rB）⊃β⊃ハ
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　　』4⊃rrハ
ト（且⊃rB）⊃B⊃r14

ト（rハ⊃B）⊃rB⊃14

卜（且⊃B）⊃rB⊃rハ

』4⊃β⊃r（凶⊃r8）

　　Hr且⊃。4⊃β

　Hr（且⊃rβ）⊃且

卜r（且⊃rβ）⊃B

卜r（且⊃rβ）⊃ハ〈β

　　卜∠4⊃B⊃ハ〈B

卜、4〈β⊃r（過⊃rB）

　　（且⊃B）〈且⊃B

　ト。4〉B⊃r。4⊃β

卜（r五⊃β）⊃ハ〉β

　卜r（且⊃B）⊃且

　卜r（乃⊃β）⊃rβ

H（A⊃B）⊃r、4vβ

且⊃β⊃Cトハ〈B⊃C

且くB⊃Cトハ⊃B⊃C

　　卜。4〈rA⊃B

　　ト〈｛A｝≡且

　　卜〉｛A｝i且

　卜く（旦π）⊃〈5

卜く（5，π）≡〈θ〈〈π

←〈（4ε）≡ハ〈〈5

　トvε⊃v（ε，π）
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　　トVεVVπ…V（θ，17）

　　　トハ〉V5≡V（んε）

　〈（五5）⊃β←イ4⊃〈5⊃B

　z4⊃〈ε⊃β←〈（45）⊃β

　　　　卜「〈ε≡V「5’

　　　　H「V5≡〈「3

z4⊃V（ε，β）H〈（4rε）⊃8

〈（Arε）⊃β卜且⊃〉（5，β）

〈ε⊃〉（刀「，Z4）卜く（ε，rπ）⊃且

く（5，rπ）⊃A卜くθ⊃（π，ハ）

〈8⊃〈π⊃盈卜〈（θ，π）⊃ハ

　　←〉（5，Vπ）⊃〉（5，π）

）
）
）
）
）
）
）
）
）
）
）
）

7
8
9
0
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5
6
7
8

（
（
（
（
（
（
（
（
（
（
（
（

□

証明　いずれも演繹定理をもちいずに示す．なお，“H”を省いて記す．

（1）ノ1⊃（B⊃z4）⊃z4（L1）と（z4⊃（B⊃44）⊃z4）⊃（∠4⊃β⊃14）⊃，4⊃14

　　（L2）から（且⊃β⊃ハ）⊃A⊃14，これと刃⊃B⊃A（Ll）から且⊃／1．

（2）B⊃Cと（β⊃C）⊃且⊃B⊃C（Ll）からハ⊃β⊃C。これと

　　（且⊃β⊃C）⊃（A⊃B）⊃ハ⊃C（L2）から（ハ⊃β）⊃且⊃C．従って

　　14⊃Bカ】ら！1⊃C．

（3）　（ハ⊃β⊃C）⊃（乃⊃β）⊃ハ⊃C（L2）と仮定から（A⊃β）⊃A⊃Cこ

　　れとβ⊃且⊃B（L1）に（2）をもちいてβ⊃ハ⊃C．

（4）　（β⊃C）⊃14⊃B⊃C　（L1），（ノ1⊃B⊃C）⊃（z4⊃β）⊃∠4⊃C（L2）カ〉ら，

　　（2）による．

（5）仮定と（且⊃B⊃C）⊃（且⊃B）⊃A⊃Cから（且⊃B）⊃凶⊃C，これと

　　B⊃乃⊃β（Ll）から（2）によってB⊃ノ1⊃C．

　　　　　　　　　　　　　　　　　12
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（6）　（β⊃C）⊃（ハ⊃β）⊃ノ1⊃C（4）から，（5）による．

（7）　（ハ⊃β）⊃（ハ⊃β）（1）に（5）をもちいる．

（8）　（ハ⊃（A⊃8）⊃β）⊃（ノ1⊃オ⊃β）⊃丑⊃β（L2）と（7）による．

（9）　r　r∠4⊃r／1⊃r　r且　（L1），（r∠4⊃r　rA）⊃（rz4⊃r君）⊃ノ1　（L3）

　　から（2）によってrrハ⊃（r凶⊃rハ）⊃・4，（5）によって

　　（r五⊃r且）⊃rr且⊃凶，これとrA⊃r丑（1）からrr且⊃、4．

（10）　β⊃∠4⊃B（L1），（β⊃r／1⊃β）⊃（（rz4⊃B）⊃z4）⊃B⊃∠4（6）　カ】ら

　　（（rハ⊃β）⊃ハ）⊃B⊃孟，これと（rハ⊃rβ）⊃（rハ⊃β）⊃ハ（L3）

　　から（2）による．

（11）　rrr∠4⊃rハ　（9），（rrrz4⊃r且）⊃z4⊃rrハ　（10）から。

（12）　（rr14⊃ノ1）⊃（z4⊃r8）⊃rr／1⊃rβ（6）と（9）カ）ら（／1⊃rβ）

　　⊃rr且⊃rβ，これと（rrハ⊃rB）⊃B⊃r且（10）から，（2）に

　　よる．

（13）　（B⊃rrβ）⊃（r∠4⊃B）⊃r。4⊃rrβ（4）とβ⊃rrB（11）カ〉

　　ら（rハ⊃β）⊃rハ⊃rrβ，これと（rA⊃rrβ）⊃rβ⊃A（10）

　　から，（2）による。

（14）　同様に．

（15）孟⊃（且⊃rβ）⊃rB（7），（（且⊃rB）⊃rB）⊃B⊃r（凶⊃r8）

　　（12）から（2）による．

（16）　r且⊃rB⊃r五（L1），（rB⊃r孟）⊃且⊃β（10）から，（2）によ

　　る．

（17）　r／1⊃イ4⊃rβ（16），（rz4⊃∠4⊃rβ）⊃r（イ4⊃r8）⊃∠4　（13）カ）ら．

（18）　rB⊃、4⊃rβ　（L1），（rβ⊃z4⊃rB）⊃r（ノ1⊃rB）⊃B　（13）　カ〉ら。

（19）　（17），（18）に推論規則（〈）をもちいる．

（20）　（r（イ4⊃rβ）⊃∠4〈β）⊃（β⊃r（／1⊃rβ））⊃β⊃！1〈B（4）と（19）

　　から（β⊃r（五⊃rβ））⊃β⊃五くB．これとハ⊃B⊃r（ハ⊃rβ）
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　　（15）から（2）によって且⊃β⊃ハ〈β．

（21）∠4⊃β⊃z4〈β（7）と（ノ1⊃rβ）⊃rB）⊃B⊃r（ノ1⊃rβ）（12）か

　　ら（2）によって且⊃B⊃r（且⊃rβ）．これと且くβ⊃且（L6）から

　　（2）によってA〈β⊃B⊃r（過⊃rB），（5）によってB⊃ハ〈β⊃r

　　（A⊃rβ），これと且くB⊃B（L6）から（2）によってハ〈β⊃ハ〈β

　　⊃r（五⊃rβ）。これと（A〈B⊃ハ〈B⊃r（A⊃rβ））⊃且〈B⊃r

　　（ノ1⊃rβ）（8）カ〉ら」4〈B⊃r（z4⊃rB）．

（22）　（14⊃B）〈ノ1⊃z4⊃B　（L4），（∠4⊃B）〈∠4⊃14　（L4），

　　（（。4⊃B）〈イ4⊃ノ1⊃B）⊃（（、4⊃β）〈∠4⊃14）⊃（A⊃β）〈、4⊃B　（L2）　に

　　よる．

（23）（16）から（2）によってA⊃rハ⊃β，またβ⊃r五⊃β（L1），推

　　論規則（〈）をもちいて得られる。

（24）　r／1∪（r／4⊃B）⊃B（7），　（（r／1⊃β）⊃B）⊃rB⊃r（r／1⊃β）

　　（14）から（2）によってr／1⊃rβ⊃r（rハ⊃B）．またL7に（14）

　　をもちいてr（、4Vβ）⊃rムr（且〉β）⊃rB．（2），（5），（2）をも

　　ちいてr（、4Vβ）⊃r（・4〉β）⊃r（rハ⊃β）．さらに（8），（10）を

　　もちいる、

（25）r孟⊃A⊃β（16），（r五⊃A⊃β）⊃r（ハ⊃B）⊃ハ（13）．

（26）　β⊃∠4⊃B（L1），　（B⊃ノ1⊃β）⊃r（ノ1⊃β）⊃rB（14）。

（27）　r／1⊃r五〉β　（L7），　r∠4⊃rz4Vβ）⊃r（r／1Vβ）⊃rβ　（13）　カ〉

　　ら

　　　　　　　　　　　　　　r（rAVβ）⊃A，　　　　　　（a）

　　またβ⊃rハ〉B（L7），（B⊃rAVβ）⊃r（rAVB）⊃rB（14）から

　　　　　　　　　　　　　　r（r刃〉β）⊃r」9．　　　　　　　　　　　　　　　（b）

　　z4⊃（。4⊃β）⊃β　（7），（（。4⊃B）⊃β）⊃r13⊃r（ノ1UB）　（14）カ》ら

　　（2）によってA⊃r召⊃r（且⊃B）．
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　　これに（a），（2），（5），（b），（2）をもちいてr（rA〉B）⊃r（乃⊃B）．

　　これに（10）をもちいる．

（28）A〈β⊃且（L6）と仮定から（2）により五くB⊃β⊃C，（5）によっ

　　てβ⊃ハ〈β⊃C，これと五くβ⊃β（L6）から（2）によってA〈β⊃

　　且くβ⊃C．また（ハ〈β⊃オ〈β⊃C）⊃凶くB⊃C（8），∴且くβ⊃C

（29）　（且くβ⊃C）⊃（B⊃凶くB）⊃B⊃C（4）と仮定から（B⊃君くB）⊃

　　．8⊃C．これと且⊃B⊃C（20）から（2）によって孟⊃β⊃C．

（30）　r且⊃ノ1⊃β（16）に（28）をもちいる．

（31）　（L4）と推論規則（〈）をもちいる．

（32）　（L5）と推論規則（〉）をもちいる．

（33）各X（∈ε）に対してく（5，17）⊃X（L4），これに推論規則（〈）を

　　もちいる．

（34）　〈（8，ノ7）⊃〈ε〈〈πは（33）に推論規則（〈）をもちいて得られ

　　る．逆にく5〈〈π⊃〈（ε，π）は（L4）に（2）と推論規則（〈）と

　　をもちいて得られる．

（35）　（34）と同様にく（45『）⊃孟くく5．逆に，各X（∈5）に対して，

　　。4〈〈ε⊃〈ε　（L4）　と　くε⊃X　　（L4）　から（2）によって

　　過くく5⊃X．これとA〈〈5⊃五（L4）に推論規則（〈）をもちいる．

（36）各X（∈ε）に対してX⊃〉（a17）（L5），これに推論規則（V）を

　　もちいる．

（37）　〉εV　V17⊃〉（ε，ノ7）は（36）に推論規則（〉）をもちいて得られ

　　る，逆に〉（ε，∬）⊃〉8V〉丑は（L5）に（2）と推論規則（V）と

　　をもちいて得られる．

（38）　（37）と同様に。4〉V5⊃〉（4ε）．逆に，各X（∈5）に対して，

　X⊃〉θ　（L5）　と　Vε⊃！1VV8　（L5）　から（2）によって

　X⊃、4V　Vε．これと凶⊃、4V　V5（L5）に推論規則（〈）をもちいる．
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（39）五くく5⊃〈（45）（35）と仮定から（2）によって且くくε⊃B，

　ゆえに（29）によって凶⊃〈ε⊃B。

（40）仮定から（28）によって且くくE⊃B．これとく（4ε）⊃且くくε

　　（35）から（2）によってく（4・ヨ）⊃B．

（41）各X（∈ε）に対してくε⊃X（L4）ゆえに（14）によって

　rX⊃r〈5．これに推論規則（V）をもちいて〉rε⊃r〈旦逆に

　各，X（∈i）に対してrX⊃〉r5（L5），ゆえに（13）によって

　　rvr8⊃X推論規則（〈）をもちいてrvr5⊃〈5ゆえに（13）

　　によってr〈ε⊃〉rε．

（42）　各X（∈ε）に対してX⊃〉ε（L5），ゆえに（14）によって

　　rVε⊃rX　推論規則（〈）をもちいてrV5⊃〈rε．逆に，各

　X（∈ε）に対して　くrε⊃rX　（L4），ゆえに（12）によって

　X⊃r〈r三推論規則（V）をもちいてV5つr〈r三これからふた

　　たび（12）によって〈rθ⊃rV三

（43）　V（5，β）⊃〉ε〉β（38）と〉三『Vβ⊃rV三7⊃B（23）1こ（2）を二

　　回もちいて仮定から且⊃rVε⊃β，ゆえに（5）によって

　　rVθ⊃A⊃B．これと〈rε⊃r〉ε（42）から（2）によって

　　くr5⊃且⊃β，ゆえに（5）によってA⊃〈rε⊃B，従って（40）に

　　よってく（4r8）⊃E

（44）仮定から（39）によって且⊃〈rε⊃B，ゆえに（5）によってくrε

　　⊃A⊃BこれとrVθ⊃〈r宮　（42）から（2）によって

　　rV、ヨ⊃且⊃β，ゆえに（5）によって且UrVε⊃β，これと

　　（rV、ヨ⊃β）⊃V5VB（24）から（2）によってA⊃V5VB，さらに，

　　これと〉5Vβ⊃V（5，B）（38）から（2）をもちいてハ⊃V（ε，B）を

　　得る．

（45）　（43）と同様に。
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（46）　（44）と同様に．

（47）　〈（ε，刀「）⊃〈8〈〈π（34）とく5〈〈π⊃〈（〈ε，ノ7）（35）から

　　（2）によってく（5，π）⊃〈（〈5’，π）．また，仮定から（40）によっ

　　てく（〈ε，17）⊃ハこれと前の式とから（2）によって〈（8，π）⊃・4．

（48） 〉（ε，V／1）⊃〉5’VV／7（38）と〉5〉VII⊃V（5『，11）（37）カ》ら

　　（2）による．口

定理2［演繹定理，KN96Theorem2．1］．41「卜Bであって且に含まれ

るどの目由変数も演繹図の中でeigenvariableとして使われてないならば

1「トハ⊃Bである．とくに君が閉じた論理式であって4r←βならば

rト、4⊃βである．□

なお，この定理はGL。においてもなりたつ．

証明　古典述語論理の場合と同様に，・4，rからβへの演繹図を一つ固定

して，その中のおのおのの論理式Xを且⊃Xの置き換えて得られる木構

造を考え，その各部分に対してっぎの変形を施すことによって演繹図を作

る．

始式の場合．公理であってもrに属する論理式でもそれをXとして

　　　　　　　　　　　　　　Ll
　　　　　　　　　　XX⊃（丑⊃X）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（MP）
　　　　　　　　　　　　　z4⊃X

とする．

推論（MP）の場合．

　　　　　　　　　　　　　　　　　L2
　　　　　　　z4⊃y⊃Z　（14⊃y⊃Z）⊃（z4⊃y）⊃z4⊃Z
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（MP）
　　　z4⊃y　　　　　　　（ハ⊃y）⊃。4⊃Z
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（MP）
　　　　　　　　　　。4⊃Z

とする．

推論（〈）の場合． （28），（29）をもちいて

　　　　　　17
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とする．

推論（v）の場合．

z4〈y⊃〈ε

且⊃ゾ⊃〈ε

（3）をもちいて

　　　侵：雪：1糾

（〈）

とする．

推論（∀）の場合．（28），

V5⊃且⊃y

ハ⊃帽⊃y

（29）をもちいて

ハ⊃y
z（α）

　。4〈y⊃z（α）

（V）

とする．

推論（ヨ）の場合．

A〈y ∀τz（τ）

z4⊃y⊃∀τZ（∫）

（3）をもちいて

　　　　ハ⊃Y（曾）⊃z

　　　　y（‘z）⊃ハ⊃z

（∀）

ヨ頒¢）弾⊃z

A⊃士y◎⊃z

（ヨ）

とする．□

系3Tが空でなくてr卜凶ならばト〈T⊃孟．□

18
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　っぎの定理は［KN96Proposition3．3（1）］の特別の場合であり，様

相論理におけるnecessitation　ruleに相当する．

定理4　卜、4ならばト瓦A□

証明　閉じた論理式ρoを一つ固定し，、Oo⊃1）oを丁と略記すると，（1）に

よって←丁である．

　　　　　　　　　Ll
　　　　　　A　ハ⊃丁⊃∠4　　　　　　ハ
　　　　　　　　　　　　　（MP）を　　　　（TI）と，
　　　　　　　　T⊃。4　　　　　　　丁⊃A

また

　　　　　　　T　T⊃A　　　　　T⊃且　　　　　　　　　　　　（MP）を　　　　（TE）と，
　　　　　　　　　。4　　　　　　　　／1

それぞれ略記する．さらに，

　　　　　　　　　　〈B冨
　　　　くκ5　〈κβ⊃κ（〈5）　　　　〈κε
　　　　　　　　　　　　　　　（MP）を　　　　　（〈B）と
　　　　　　　κ（〈E）　　　　　　　κ（〈ε）

略記し，他の公理についても同様な略記法をもちいる．

　丑の証明図を一つ固定し，その中のおのおのの論理式XをκXに置き

換えて得られる木構造を考え，その部分に対してつぎの変形を施すことに

よって証明図を作る．

公理の場合．Xが公理ならば瓦Xもまた公理であるか，あるいは瓦Xが

Xと公理PI，から（MP）をもちいて導かれる。

推論（MP）の場合．

　　　　　　　　　　　KMPz
　　　　　　　　瓦（A⊃β）瓦・（ハ⊃β）⊃瓦、4⊃κβ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（MP）
　　　　　邸4　　　　　　κ・4⊃瓦β
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（MP）
　　　　　　　　　　κ8

推論（∀）の場合．

　　　　　　　　　　　　　　19
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　瓦（B⊃凶（α））

　　　　　　　　　（TE）
T⊃瓦（β⊃A（α））

　　　　　　　　　　（∀）
T⊃∀∫κ（β⊃∠4（∫））

∀zκ、（B⊃14（∫））

　　　　　　　　（∀B）
κ∀z（β⊃且（¢））
　　　　　　　　（K∀、）
κ（β⊃∀エヱ4（∫））

（Tl）

推論（ヨ）の場合．

丁號認B）（TE）

丁⊃∀エκ（ハ（∫）⊃β）

∀∫瓦（A（エ）⊃8）
　　　　　　　　（∀B）
K、∀エ（ハ（τ）⊃B）

　　　　　　　　（Kヨ」）
瓦（ヨ∬14（∬）⊃β）

　
）

）
1

∀
T

（
（

推論（〈）の場合．

｛丁畿藷）（TI）IX・ε｝

T⊃〈κ｛ハ⊃XIX∈θ｝（TE）（〈）

　〈κ｛∠4⊃XIX∈ε｝

瓦（ 錆賠ε｝）（翫

推論（V）の場合．

｛丁誓器書且）（TI）IX・ε｝

丁⊃椰⊃且圃（TEl〈）
　〈κ｛X⊃z41X∈ε1
　　　　　　　　　　（〈B）
κ（〈（X⊃z41X∈ε｝
　　　　　　　　　　　（KV」）
　　瓦（vε⊃ハ） □

　っぎにゲーム論理GLωを古典述語論理におけるGentzenのLKと同様

なsequent　calculusの体系として形式化し，Russell－Hilbert流の体系と

の同値性を示す．

r，θを論理式の有限集合として，r一→θの形の表現をsequentとい

20
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う．ruθに属する論理式をこのsequentの要素という．rをこのse－

quentの左辺，θを右辺という．（有限の）古典論理との類推のために，

また見やすくするために，和集合丁∪∠をT，∠と書き，｛鴻UTをA，T

と書く，などの約束を設ける．

　以下の図式においてαは自由変数，∬は束縛変数，オは項，且（α）は¢

を含まない論理式，歪＝1，．．．，ηとする．またr，∠，θ，ノ1は論理式の有

限集合，5は〈，Vの適用の許される集合とする．

Initial　sequentの図式二

　　　　　　　　　　　　　　z4一一〉且

推論規則：

　　　　　　　　　　　　T一一〉θ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（th）
　　　　　　　　　　　∠，1「一一〉θ，！1

　　　　　　　　　T一θ，イ4　4∠一一→ノ1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（cut）
　　　　　　　　　　　T，∠一一→θ，ノ1

　　　　　　∫’一→θ，ノ1　　　　　　　　　ムT一一〉θ
　　　　　　　　　　　　（r→）　　　　　　　　（→r）
　　　　　r4T一一→θ　　　　　T一一〉θ，rz4

　　　　r一θ，ノ4　B，T一一〉θ
　　　　　　　　　　　　　　　（⊃→）
　　　　　　z4⊃β，丁一→θ

　　　　　　　　　　　　　　　　　4T一→θ，β　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（→⊃）
　　　　　　　　　　　　　　　　　T一→θ，ハ⊃β

　　　　　4r一→θ　　　　｛r一→θ，∠41z4∈百｝
　　　　　　　　　　　（〈→）　　　　　　　　　　　（→〈）
　　　　〈θ，T一→θ　　　　　　T一一〉θ，〈θ

　　　　｛A　T一一〉θレ4∈8｝　　　　　　　　T一一〉θ，ノ1
　　　　　　　　　　　　　（V→）　　　　　　　　（→〉）
　　　　　　〉5，r一一》θ　　　　　　r一θ，Vθ

　　　　　z4（孟），r一一→θ　　　　　　r一→θ，ハ（α）
　　　　　　　　　　　　（∀→）　　　　　　　　　　（→∀）
　　　　∀銑4（¢），∫▼一一〉θ　　　　　r一一〉θ，∀¢ノ1（¢）

　　　　、4（α），r一θ　　　　　　T一→θ，且（‘）
　　　　　　　　　　　　（ヨ→）　　　　　　　　　　　　　　　（→ヨ）
　　　　ヨコP／1（コr），T一一→・θ　　　　　　　　T一θ，ヨ¢ノ1（τ）

21
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　　　　　　　　　　T，κ∠一→θ
　　　　　　　　　　　　　　　　　（K→K）
　　　　　　　　　K！，瓦∠一一〉κθ

ただしθはたかだか一個の論理式を含むとする．

　　　　　　T一θ，〈κβ　κ（〈ε），r一一〉θ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（〈B）
　　　　　　　　　　　　1『一一〉θ

　　　　　　r一一〉θ，瓦記4（α）　κ∀¢ノ1（τ），T一一〉θ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（∀B）
　　　　　　　　　　　　1「一一→θ

変数条件．推論規則（→∀），（ヨ→），（∀B）において自由変数αはT，θ

にも且（τ）にも含まれないとする．自由変数αをその推論のeigenvari・

ableとよぶ．

　Sequentr一→θの証明図（proof丘gure）はsequentからなる木構造

でっぎの条件をみたすものと定義する：

（1）　ある自然数舟に対して，すべてのsequentのすべての要素がメ）党に

　　属している．

（2）枝（branch）の長さはすべて有限である．

（3）根（root）はT一θである．

（4）葉（leaf）はいずれもinitialsequentである．

（5）葉以外の各節（node）のsequentとその上に隣り合っているse－

　　quent全体との関係は，推論規則に該当する推論である．

　r一→θの証明図のあるときT一θは証明可能であるといい，HT

一→θと書く．

　なお，推論規則（th）はLKの場合のthinning（t→），（→t）に相当

するものである．また，われわれの体系ではsequentの左辺，右辺を論

理式の列ではなく論理式の集合と見ているので，LKにおける構造に関す

る推論規則のうちinterchange，contractionにあたるものは不要である．

　Barcan　ruleをinitial　sequentの図式

　　　　　　　　　　　　　　　22
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　　　　　　　　　　　く瓦ε一→κ（〈ε）

　　　　　　　　　　∀∫κ・4（¢）一瓦∀鉛（z）

の形でなく上掲の推論規則の形で導入したのは，cut除去定理を考える上

で扱いやすくするためである．lnitialsequentとしてのBarcan　ruleを

採用した場合には証明図からcutの除去できない部分が残るが，推論規

則として入れれば証明図からcutをすべて除去することができる．もっ

とも，cutが除去されてもsubformula　propertyがみたされるわけでは

ない．

定理5［KN97Lemma2．2（1）］．。4がRussell－Hilbert流の体系で証明

可能ならばsequent　calculusの体系で一→Aが証明可能である．□

証明　まず，GLωのおのおのの公理に対して←一→且であることは容易

に確かめられる．つぎに，記述を簡単にするためにsequent　calculusの

体系に推論規則

　　　　　　　　　　　丁一θ，メ4⊃B
　　　　　　　　　　　　　　　　　（⊃E）
　　　　　　　　　　　4r一θ，β

を追加する，これが許される推論であることは

　　　　　　　　　　　　　∠4－z4　B一→B　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（⊃→）
　　　　　　T一一→θ，且⊃B　　14⊃β，ノ1一一→β
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（cut）
　　　　　　　　　　4T一→θ，β

からわかる．これをもちいてRussell－Hilbert流の体系の推論のおのおの

がsequent　calculusの体系で許されることを示せばよい．推論規則（⊃

E）を追加したsequent　calculusの体系でそれぞれつぎのようにしてで

きる．

推論（MP）の場合．
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一一 ハ　β一→β

一一 z4⊃B
一→レβ

　　　　　　（⊃→）
。4⊃β一β
　　　　　（cut）

推論（〈）の場合．

　　　　　　　　｛荘￥（⊃E）lx・ε｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（→〈）
　　　　　　　　　　且一く百　　　　　　　　　　　　　　　（→⊃）
　　　　　　　　　　一一→ハ⊃〈3

推論（v）の場合．

　　　　　　　　｛語ギ（⊃E）IX・5｝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（〉→）
　　　　　　　　　　〉ε一ハ　　　　　　　　　　　　　　　（→⊃）
　　　　　　　　　　一〈5⊃ノ1

推論（∀）の場合．

　　　　　　　　　　一。4⊃B（α）
　　　　　　　　　　　　　　　　（⊃E）
　　　　　　　　　　且一→β（α）
　　　　　　　　　　　　　　　　　（→∀）
　　　　　　　　　　z4一∀∫B（¢）
　　　　　　　　　　　　　　　　　（→⊃）
　　　　　　　　　　一一〉ノ1⊃∀zβ（ぼ）

推論（ヨ）の場合．

　　　　　　　　　　一→丑⊃β（α）
　　　　　　　　　　　　　　　　（⊃E）
　　　　　　　　　　　ハ（α）一→B
　　　　　　　　　　　　　　　　（ヨ→）
　　　　　　　　　　ヨ¢且（¢）一β
　　　　　　　　　　　　　　　　　（→⊃）　　　　　　　　　　一一一→ヨ¢ノ1（∬）⊃」B　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　□

　上の定理からただちに［KN97Theorem2．1］のうちの“if’の部分が

導かれる：

系6！1がrからRusse11・Hilbert流の体系で演繹可能ならばsequent　cal－

culusの体系で一→〈T∩Aが証明可能である．□

　っぎの定理は［KN97Theorem2．1］のうちの“only　if”の部分の特

別の場合である．

24
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定理7Sequent　calculusの体系で一→・4が証明可能ならばハがRussell－

Hilbert流の体系で証明可能である．□

証明Sequent　calculusの体系をこれと同値な体系に変えることを何段階

か繰り返して証明する．Sequent　calculusの体系に対して，まずinitial

sequentの図式としてつぎのものを追加する．

　　　　　　　　　　　rAz4一→

　　　　　　　　　　　　　　一→4r／1

　　　　　　　　　　　z4⊃β，乃一→β

　　　　　　　　　　　　　〈ε一→五　（z4∈ε）

　　　　　　　　　　　　　14一→v5（14∈5）

　　　　　　　　　　　∀¢ノ1（τ）一。4（オ）

　　　　　　　　　　　　ノ1（‘）一一→ヨ¢且（¢）

　　　　　　　　　　　　〈Kβ一→瓦（〈5）

　　　　　　　　　　∀¢濁4（∫）一→瓦∀飢4（∫）

　　　　　　　　　　　　瓦五一→瓦・κ乃

　　　　　　　　　κ（ハ〈rA）一→

そして推論規則（r→），（→r），（⊃→），（〈→），（→〉），（∀→），（→

ヨ），（〈B），（∀B）を取り除き，さらに推論規則（K→K）を

　　　　　　　　　　　T一一→ノ1
　　　　　　　　　　　　　　　　（K）
　　　　　　　　　　　瓦丁一→κ孟

の形に制限する，従って，推論規則は（th），（cut），（→⊃），（→∀），

（ヨ→），（K）だけになる．こうして得られた体系がもとの体系と同値で

あることについては，推論規則（K→K）に関することだけ説明すれば足

りるであろう．ふたたび閉じた論理式・0。を一っ固定し，・Oo⊃・Ooを丁と略

記し，1）o〈r1》oを⊥と略記する．

　まず（K→K）を右辺が空の場合，
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T，瓦∠一→

　　　　　　　　　　　瓦丁，κ∠一→

によって（K→K）の右辺が空でない場合に還元できる．

で右辺が空でない場合は

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（cut）

　　κr，瓦∠一κ⊥

κT，κ∠一一〉κ置⊥　κ⊥一

つぎに（K→K）

r，κB，κ3∠一一→且

κβ一一→Kl・κB　　κr，κ瓦β，κ呂κ∠一一→瓦・！1

　　　　　　　　K巳1「，κβ，瓦瓦・∠一一→κ8A

の形の変形を何回か繰り返して推論規則（K）に還元できる．

　っぎの段階ではinitial　seqentの図式につぎのものを追加する：

　　　　　　　　　　　　　五一一→T

　　　　　　　　　　　　　⊥一ノ1

　　　　　　　　　　　r五∠4一→⊥

　　　　　　　　　　　　　丁一→Ar14

　　　　　　　　　　　　　T一一→κT
　　　　　　　　　　　　　　　　　；
　　　　　　　　　κ（且〈r且）一一〉⊥

これらは証明可能であるから，つけ加えた体系はもとの体系と同値である．

　っぎに，sequentの左辺，右辺がそれぞれ空であるか否かで場合をわけ

るわずらわしさを避けるために，っぎの操作を施す．以上の通り修正して

きたsequent　calculusの体系における証明図を一つ固定して，その中の

各sequentr一→θを

　　　　　　　　　　　　r，丁一一→⊥，θ

に置き換える．置き換えて得られたものを証明図に直すためにつぎの変形

　　　　　　　　　　　　　　　26
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を行う．まず，initial　sequentについては

　　　　　　　　　　　r4∠4一→・⊥
　　　　　　　　　　　　　　　　　　（th）
　　　　　　　　　　r44丁一→⊥

　　　　　　　　　　　T一→4r14　　　　　　　　　　　　　　　　　　（th）
　　　　　　　　　　T一→」一，4r且

　　　　　　　　　　瓦（A〈rハ）一一＞⊥
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（th）
　　　　　　　　　κ（ハ〈rハ），T一→⊥

とする．そのほかのinitial　sequentに対しては，例えば

　　　　　　　　　　∀¢。4（∫）一、4（孟）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（th）　　　　　　　　　∀∬ノ1（∬），T一→⊥，44（孟）

などとする．っぎに，推論に関しては（K）以外の推論は同じ名前の推論

の置き変わるので問題ない．推論（K）についてはつぎのようにする：

　　　　　　　　　　　　　r，T一一〉⊥，且　⊥一一→過
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（cut）　　　　丁一→瓦T　　　　　　　　r，T一一〉ノL
　　　　　　　　　　（th）　　　　　　　　　（K）
　　　T一⊥，瓦丁　　　　　　κT，瓦丁一一〉瓦ノ1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（cut）
　　　　　　　　　κT，T一一→⊥，κ且

さて，以上の操作で得られた証明図には，つぎの性質がある：どのse－

quentも左辺，右辺ともに空でない．しかも，推論（→⊃），（→∀）の

lower　sequentの右辺には主式（principal　formula）以外の論理式があ

り，（ヨ→）のlower　sequentの左辺には主式以外の論理式がある．

　この証明図の中の各sequentr一→θに論理式くr⊃Vθを対応させ，

対応したおのおのの論理式がRussell－Hilbert流の体系において証明可能

であることを示す．

　Initial　sequentに対応する論理式は例えば

　　　　　　　　　　〈｛∀¢、4（∬）｝⊃〉｛且（‘）｝

などの形になるが，（31）と（32）によって

　　　　　　　　　　　　∀鋭4（¢）⊃且（‘）

と同値である．各initial　sequentについて同様に考えると，それぞれっ

　　　　　　　　　　　　　　27
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ぎの形の論理式と同値であることがわかる．これらのうち（i），（ii），

（iii）以外はそれぞれ右に記した番号の公理または補題に該当する．

（！1⊃B）〈、4⊃β

　　〈5⊃ハ　（。4∈5）

　　。4⊃Vε　（、4∈5）

∀∫z4（コロ）⊃ノ1（‘）

∠4（護）⊃ヨエ∠4（¢）

〈瓦、ヨ⊃κ（〈ε）

　　　　　　　　　　　∀∫瓦。4（¢）⊃κ∀¢ノ1（エ）

　　　　　　　　　　　　　瓦ノ1⊃K菖κノl

　　　　　　　　　　　　　　z4⊃T

　　　　　　　　　　　　　　⊥⊃！1

　　　　　　　　　　　　　r五くハ⊃⊥

　　　　　　　　　　　　　丁⊃ハvr且

　　　　　　　　　　　　　　丁⊃κT

　　　　　　　　　　　　κ（且くr且）⊃⊥

（i）は（L1）と（1）から得られる．

（22）

（L4）

（L5）

（L6）

（L7）

（〈B、）

（∀B、）

（PI，）

　（i）

　（30）

　（30）

　（27）

　（ii）

　（iii）

（ii）はト丁（1）に定理4をもちいてトκ丁，従って（L1）と（1）をも

ちいて得られる，

（iii）はK⊥，から（16）をもちいて得られる．

　っぎに各推論に対応する関係を考える．なお，ここでr，∠，θ，ノ1が

いずれも空でないことに注意．

（th）の場合．〈r⊃vθとする．これとく（T，∠）⊃〈T（33），vθ⊃〉

（θ，乃）（36）に（2）を二回もちいてく（r，∠）⊃V（θ，．4）を得る．

（cut）の場合，〈r⊃v（θ，、4），〈（五∠）⊃v。4とする．第一の仮定から

（45）によってく（r，rθ）⊃五，また第二の仮定から（39）によって且⊃〈
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∠⊃V五．この二っから（2）によってく（r，rθ）⊃〈∠⊃〉ノ1を得る．ゆ

えに（47）によって〈（r，rθ，∠）⊃〉ノ1ゆえに（46）によってく（T，∠）⊃

V（θ，V／1）．これに（48）と（2）とをもちいてく（T，∠）⊃V（θ，ノ［）を得る．

（→⊃）の場合、〈（4T）⊃V（θ，β）とする．（45）によってく（4r，rθ）

⊃a（39）によってハ⊃〈（T，rθ）⊃B，（3）によってく（1「，rθ）ハ⊃β，

（46）によってくr⊃V（a。4⊃β）．

（→∀）の場合．〈r⊃〉（θ，五（α））とする．（43）によってく（〈T，rθ）⊃

。4（α），推論規則（∀）によってく（〈r，rθ）⊃∀∫A（∬），（44）によって

くr⊃V（α∀z。4（¢））。

（ヨ→）の場合．〈（ハ（α），T）⊃〉θとする。（39）によって五（α）⊃〈T⊃

〉θ，推論規則（ヨ）によってヨz、4（躍）⊃〈r⊃〉θ，（40）によって

く（ヨ¢且（¢），r）⊃Vθ．

（K）の場合．〈r⊃且とする．定理4によってκ（〈r⊃ハ）．ゆえに

κ（〈r⊃且）⊃κ〈r⊃κ、4（KMR）からκ（〈r）⊃瓦ノ4．これとく（κT）

⊃瓦（〈T）（〈B，）から（2）によってく（κr）⊃κ・4．□

系8［KN97Lemma2．2（2）］．r，θが論理式の有限集合であって，T→

θがsequent　calculusの体系で証明可能ならばくr⊃VθがRussell．

Hilbert流の体系で証明可能である．ただしくφはT，Vφは⊥とみなす．

□

系9［KN97Theorem2．1の“only　if’の部分］．Sequent　calculusの体

系でくT一→凶が証明可能ならばAがTからRussel1－Hilbert流の体系

で演繹可能である．□
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